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CUVlXT ÎNAINTE

D ezvoltarea im presionantă a ştiinţei şi explozia inform aţională — tendinţe 
a ti t  de caracteristice epocii contem porane — obligă obiectiv fiecare ştiin ţă  să 
recurgă la formula enciclopedică de prezentare a noţiunilor sale, ca una care 
să înlesnească specialiştilor şi cercurilor largi de cititori o informare rapidă 
şi economicoasă, la  nivelul actual al ştiinţei respective. Nevoia to t mai accen
tu a tă  de cunoaştere nu are num ai un  caracter abstract, teo re tic ; ştiinţa s-a 
transform at, sub ochii noştri, in ultim ele decenii, intr-o au ten tică  fo rţă  de 
producţie. Im portanţa ei a fost statornic subliniată în documentele de partid  
şi de sta t, ea ocupă un loc central in gîndirea Preşedintelui ţării, tovarăşul 
Nicolae Ceauşescu. „P artid u l porneşte — se spune în Program ul P.C.R. — de 
la considerentul că ştiin ţa constituie factorul prim ordial al progresului con
tem poran, că societatea socialistă m ultilateral dezvoltată şi comunismul nu 
p o t fi edificate decit pe baza celor mai înalte cuceriri ale ştiinţei şi teh n ic ii"1. 
Lucrarea „Mică enciclopedie de s ta tis tică" pe care o oferim cititorilor din ţara  
noastră încearcă să răspundă îndem nului partidu lu i de a da lucrări ştiinţifice 
originale, în spiritul trad iţie i ştiinţei rom âneşti şi care să fie in acelaşi timp 
u tile  în  ac tiv ita tea  practică.
Progresele statisticii, pe plan naţional şi internaţional, silit cu adevărat spec
taculoase, după cum atestă  literatu ra  din ultimele tre i-patru  decenii. Dezvol
tarea teoretică a acestei ştiinţe m ulticentenare este însoţită  de extinderea con
siderabilă a aplicabilităţii sale practice. Numeroasele discipline care au apăru t 
în u ltim ul tim p, cu p ronunţat caracter cantitativ , nu num ai că nu au redus 
im portanţa statisticii, dar dim potrivă, în tr-un  grad sau altul, o implică. „S ta- 
tisticizarea“ este un  proces care a cuprins în orbita sa m ai toate  ştiinţele, inclu
siv pe cele sociale.
O lucrare enciclopedică despre statistică a devenit aşadar o necesitate obiec
tivă. L iteratura internaţională consemnează cîteva lu c ră r i; în ţa ra  noastră 
au existat de asemenea încercări de acest gen, prin tre  care se cer m enţionate 
cele două ediţii (1962 şi 1969) ale „D icţionarului statistic-econom ic“  al Direc
ţiei Centrale de Statistică, la elaborarea căruia au participat numeroşi specialişti, 
p rin tre  care şi autorii prezentei lucrări.
Folosind experienţa naţională şi cea internaţională, autorii „Mieii enciclopedii 
de sta tistică“ au recurs, după o îndelungată chibzuinţă, la o formulă originală, 
ţin ind  seama de necesităţile specifice de informare din ţara  noastră, dar, in 
acelaşi tim p, de nivelul actua l de dezvoltare a statisticii pe plan internaţional. 
D in cele două m odalităţi dc expunere a materiei — logică şi alfabetică — a 
fost aleasă prim a. Ordinea alfabetică, oricît dc avantajoasă a r  părea la prima

7 Programul Partidului Comunist Român de făurire a societăţii socialiste multilateral 
dezvoltate ţ i  înaintare a României spre comunism, Ed. politică, Bucureşti, 1975, p- 95.
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vedere, a r restrlnge a tit scopul unei lucrări enciclopedice cit şi cercul u tiliza 
torilor e i : intr-o asemenea formă, lucrarea s-ar adresa specialiştilor cărora ca 
ar putea să le procure lesnicios o informaţie sau alta, fiind aşadar mai curind 
un „m em ento“ sau un „form ular“ . Expunerea logică îşi dovedeşte superiori
ta tea  prin aceea că îmbină avan ta ju l inform ativ cu cel form ativ. C ititorul care 
parcurge sistem atic „Mica enciclopedie de sta tistică“ îşi însuşeşte progresiv 
noţiunile şi metodele ajungînd, la capătul lecturii, să aibă o imagine coerentă 
despre statistică.
în  această concepţie, lucrarea noastră se deosebeşte de cele similare editate in 
stră inătate . Lucrarea lui M. G. K endall şi W. R. Buckland („A D ictionary 
of S tatistical Terms“ , 1966) este o prezentare succintă, in ordine, alfabetică, a 
principalelor noţiuni de teoria probabilităţilor şi de statistică matematică. 
Lucrarea lui T. Paenson („Systenm tic Glossary of tlie Terminology of S tatis
tical Mctbods“ , 1970, în limbile engleză, franceză, rusă, spaniolă), expusă 
tem atic, este destinată in special traducătorilor. în  schimb, lucrarea lui W. IL 
K ruskal şi J . M. Tanur („International Encyclopcdia of Siatistics“ , 2 volume, 
1979), prezintă 75 de articole despre statistică, scrise de un mare num ăr de 
specialişti, însoţite de -12 articole de ştiinţe sociale, cu referire specială l i  
statistică, precum  şi 57 biografii de personalităţi care au ilu stra t statistica. 
Desigur, fiecare din aceste lucrări, in funcţie de concepţia de bază, are o fina
litate circumscrisă. Adoptarea ordinii logice îşi găseşte expresia in struc tu ra  
„Micii enciclopedii de sta tistică“ . Părţile intii şi a doua oferă noţiuni generale 
şi sistem ul informaţional statistic  ; părţile a treia, a pa tra  şi a cincoa expun 
m ateria propriu-zisă după demersul gnoseologic : statistica descriptivă — teoria 
probabilităţilor — statistica m atem atică. în tr-o  formă simplificată, demersul 
a r  însemna trecerea de la statistica elem entară la statistica m atem atică, legă
tu ra  fiind asigurată  de noţiunea de probabilitate. De aceea, in cuprinsul lucrării, 
se întllnesc situaţii — dealtfel pu ţine la num ăr — cind unul şi acelaşi term en 
este prezentat de două ori : prima dată, Ia nivelul statisticii descriptive, intr-o 
form ă mai curind in tuitivă, şi a doua oară. in cadrul statisticii m atem atice, 
in formulare riguros m atem atică.
S-a socotit u til ca „Mica enciclopedie de sta tistică“ să dea şi unele informaţii 
istorice, a ti t  sub formă dc istoric general al statisticii şi de istorie a statisticii 
rom âneşti, cit şi sub forma unor notiţe istorice pentru  fiecare noţiune sau 
m etodă mai im portante. De asemenea au fost incluse 81 biografii ale unor perso
nalită ţi care au dat contribuţii im portante la progresul statisticii. I n sistem 
de trim iteri asigură legăturile necesare dintre noţiuni, iar indicele alfabetic al 
term enilor înlesneşte u n  acces rapid  la inform aţia cău ta tă  de cititor.
Desigur, ca orice lucrare de tip  enciclopedic, lucrarea este susceptibilă de 
îm bunătăţire. Autorii vor primi cu recunoştinţă observaţiile şi sugestiile citi
torilor. Gindul care i-a călăuzit a fost acela de a pune la dispoziţia celor 
dornici să sc instruiască .şi să se informeze în problemele statisticii o lucrare 
utilă, rod al experienţei lor didactice şi ştiinţifice de citeva decenii. Dacă acest 
scop va fi atins aceasta o vor hotărî cititorii. Din parte-le, autorii însoţesc modes
ta lor lucrare cu c las icu l:

„H abent s\ia fata libellt“ .
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Lista de abrevieri

C.O. =  caracteristică operativă 
d.p. =  densitate de probabilitate 
f.f. — funcţie de frecvenţă
f. r. =  funcţie de repartiţie
g. l. =  grade de libertate 
i. =  indici
¡.a. =  ipoteză alternativă
i.n. =  ipoteză nulă 
m.l. =  m .l.-estim ator 
p.s. — p rag  de semnificaţie
s. c. =  serie cronologică
t .  s. =  test statistic
v.a. =  variabilă aleatoare

V.TREBICI



S U M A R

CUVÎNT Î N A I N T E ............................................................   5
LISTA  D E A B R E V IER I ..............................................................................  7

PA RTEA  ÎN T ÎI. G EN ERA LITĂ ŢI.................................................................. 17

I. C O N C EPTU L D E S T A T IS T IC A  ................................................ 17
S ta t is t ic ă .......................................................................................................   17
Teoria p ro b a b ili tă ţ ilo r ..............................................................................  31
S tatistică m a te m a t ic ă ..............................................................................  34
S tatistică d e s c r i p t i v ă ..............................................................................  3f>
S tatistică inform aţională Onicescu   37
S tatistică econom ică ................................................................................... 39
S tatistică  analitică (inductivă sau d ife re n ţia lă ) ............................... 40
S tatistică teoretică (teorie a statisticii) ............................................ 41
S tatistică de ram ură ..............................................................................  41
S tatistică  a c tu a r ia lă ..................................................................................  42
S tatistică  o f i c ia l ă .......................................................................................  42

II. C A T E G O R IIL E  Ş T I I N Ţ E I  S T A T I S T I C E ...................................  43
Fenomen de m a s ă .......................................................................................  43
Lege sta tistică  (stohastică) .................................................................  43
R elaţii cauzale statistice (legături s t a t i s t i c e ) ...................................  44
Legea numerelor mari ..........................................................................  45
Model (S ta tis tic ) ...........................................................................................  45
Populaţie (statistică) ..............................................................................  4§
Eşantion (s ta tistic ).......................................................................................  49
U nitate  statistică ( in d iv id ) .................................................................  49
Caracteristică statistică ..........................................................................  59
V ariabilă s t a t i s t i c ă ..................................................................................
Variabilă aleatoare ..............................................................................  g*
R epartiţie  s t a t i s t i c ă ..............................................................................  ¡39
Param etru s t a t i s t i c ..............................................................................  52
Indicator s t a t i s t i c .......................................................................................  50

V.TREBICI



9

54

54
54
55
56
56
57
57
57
57
57
58
58
58
58
58
58

61
61
61

62
63
65
65
66
66
68
68
71

72
73
73
74

PA RTEA  A DOUA. SISTEMUL INFORMAI!ONAL STATISTIC

C VLEG E R E A  D A  TE LO R  S T A T I S T I C E .......................................
Observare sta tistică  (înregistrare s t a t i s t i c ă ) ...................................
E roare sta tistică  .......................................................................................
R e c e n s ă m in t ................................................................................................
R ecensăm int al populaţiei ......................................................................
Recensăm int economic ..........................................................................
Recensăm int experim ental (de probă) ................................... . .
M ic ro re c e n să m îh t.......................................................................................
A nchetă sta tistică  ...................................................................................
A nchetă prin sondaj (statistic) .........................................................
A nchetă prin  sondaj a leator .............................................................
A nchetă prin  sondaj nealeator .........................................................
A nchetă (sondaj) de o p i n i e .................................................................
P a n e l .............................................................................................................
G h s tio n a r........................................................................................................
E x p e r im e n t....................................................................................................

P R E L U C R A R E A  D A T E L O R  S T A T I S T I C E ..............................
Prelucrarea datelor statistice .............................................................
Grupare sta tistică  ...................................................................................
P relucrarea datelor statistice cu aju torul mijloacelor tehnicii de
calcu l.................................................................................................................
Organizarea prelucrării datelor s t a t i s t i c e .......................................
U n ita te  de inform atică sta tistică  ..................................................
Sistem inform aţional sta tistic  ........................................................
F lux  inform aţional s t a t i s t i c .................................................................
N om enclator sta tistic  u n ita r ...................................................................
R egistru statistic  au tom at .................................................................
Sistem inform atic sta tistic  .............................................................
Calculator electronic (u tilizat în prelucrarea datelor statistice) . . 
Program e şi sisteme de programe standard pentru  prelucrarea date
lor s t a t i s t i c e ...............................................................................................
Bază de m etadate s t a t i s t i c e .................................................................
Bază de date s t a t i s t i c e ..........................................................................
Bancă de date statistice .....................................................................

V.TREBICI



74

74
75

76

76
76
78
80
81
81
85
86
86
88
89
89
91
98
99

102
105
109
111
112
113
114
116
120
120
122
122
122

123

123
123
124

Prelucrare autom ată a datelor statistice o p e ra t iv e ......................
Prelucrare autom ată a datelor rcccnsămintului populaţiei şi al
lo c u in ţe lo r ...................................................................................................
Prelucrare in tegrată  a datelor d e m o g ra f ic e ...................................
Integrarea sistemului inform atic statistic  în sistemul inform atic 
n a ţ i o n a l .......................................................................................................

P R E ZE X TA P JC A  DA T E L O R S T A  T I S T I C E ..........................
Tabel s t a t i s t i c ..........................................................................................
Tabel cu dublă i n t r a r e ..........................................................................
Tabel de a so c ia ţie .......................................................................................
Tabelă ( s t a t i s l i c ă ) ....................................................................................
Reprezentam  g ra f ic ă ..................................................................................
D iagram ă iu  batoane ( b a r e ) .................................................................
D iagram ă c u m u la t iv ă .............................................................................
Diagram ă prin coloane (diagram ă prin tuburi de o r g ă ) ..................
Diagramă circulară (in sectoare) ....................................................
Diagramă prin suprafeţe .....................................................................
Ilistoriogram ă (cronodiagramă) ........................................................
D iagram ă scmilogaritmică .................................................................
D iagram ă iogaritmică (diagram ă log—log) ...................................
H istogram ă ...............................................................................................
Poligon al frecvenţelor .....................................................................
Curbă a frecvenţelor (curbă de repartiţie) ...................................
D iagram ă polară (radială) .................................................................
Diagrama t r i u n g h i u la r ă ..........................................................................
D iagram ă in z .......................................................................................
Grafic G a n t t ...............................................................................................
P iram idă a v i r s t c l o r ....................................... ......................................
Graficul iui I . e x i s ......................................................................................
Gartogramă ...............................................................................................
C n r to d ia g r a m ă ......................................................................................  ■
C o re lo g r a m â ...............................................................................................
S tereogram ă...................................................................................................
D iagramă IVnriow-Campo....................................... ..........................

PA RTEA  A T R E IA . STATISTICA D E S C R IP T IV Ă ......................

R E P A R T I T U  E M P IR IC E  (D E F R E C V E N Ţ E ) ......................
Serie sta tislică  (repartiţie statistică) ................................................
Clasă ............................................................................................................

V.TREBICI



Frecvenţă ....................................................................................................  125
R epartiţie  de frecvenţe ......................................................................  127

V II. T E N D IN Ţ A  C E N T R A L Ă  (M E D II U ZU ALE) ...................... 133
Valoare medie (medie) .......................................................................... 133
Medio a ritm etică ...........................................................................................  135
Medic a rm o n ic ă ...........................................................................................  HO
Medic g e o m e tr ic ă ....................................................................................... 143
Medie p ă t r a t i c ă ..........................    147
M e d i a n ă ........................................................................................................  148
1 Maniile (dc ordinul n) . . .  .   152
M o d ..................................................................................  154
•Medic c ro n o lo g ică ....................................................................................... 158
Condiţiile lui Yule ..............................................................................  159
M o m e n te ........................................................................................................  160

V iii .  D IS P E R S IA  (IM  P R A Ş T 1 E R E A ) ....................................................  163
Param etrii d isp e rs ie i..................................................................................  163
A m plitudine (interval de variaţie, t a ) ................................................ 163
A batere cuartilă  (interval intcrcuartil, in te r c u a r t i lă ) .................. 164
A batere medic (abatere absolută m e d i c ) .......................................  105
A batere mediană (abatere probabilă, abatere echiprobabilă) . . . 167
A batere pătra tică  medie (abatere standard , abatere tip , a ). . . 167
Inferenţă medie a lui Gini ( D m ) ......................................................... 172
Param etrii formei (repartiţiei)   174

IN . (O  R E L A Ţ IA  Ş I  R E G R E S IA  ........................................................  181
< orelaţîc (statistică) ..............................................................................  181
R e g r e s i e ........................................................................................................  182
Tabel de corelaţie ................................................................................... 183
Corelaţie aparen tă  (corelaţie f a l s ă ) ......................................................... 183
Hcunţie de regresie (ecuaţie de e s tim a re ) ...........................................  187
D reaptă dc regresie (dreaptă de e s t im a re ) .......................................  189
Coeficient de regresie ..........................................................................  193
R epartiţie m a r g in a lă ..............................................................................  194
R epartiţie  condiţionată (repartiţie l e g a tă ) ............................................ 195
C o v a r ia n ţă .................................................................................................... 106
Coeficient dc corelaţie (coeficient de corelaţie liniară, coeficient
de corelaţie B ravais-Pearson) ......................................................... 197
R aport dc corelaţie (indice de c o re la ţie ) ........................................  202

11

V.TREBICI



12

Coeficient de corelaţie biscrial ......................................................... 206
Coeficient de corelaţie tetrachoric ..................................................... 206
Corelaţie m u l t ip lă ....................................................................................... 206
Corelaţie a rangurilor ..........................................................................  208

PARTEA A PATRA. INDICII ŞI SERIILE CRONOLOGICE . . . 213

X. IN D IC II  ...................................   213
I n d i c e ............................................................................................................  213
Indice elem entar (individual) .............................................................  221
Indice sintetic (to tal, general) ............................................................. 221
P o n d e r e ........................................................................................................ 222
Indice simplu ........................................................................................... 222
Indice ponderat ....................................................................................... 222
Indice general ........................................................................................... 222
Indice parţia l (de grup) .....................................................................  222
Indice a g r e g a t ........................................................................................... 222
Perioadă de bază (de r e f e r i n ţ ă ) ........................................................  223
Perioadă curentă .................................................................................. 223
Indice mediu ..........................................................................................  223
Serie de indici ......................................................................................  223
Indice Laspcyres ..................................................................................  224
Indice P a a s c h e ........................................................................................... 224
Indice Edgewortli (M arsha ll-E dgew orth )........................................... 224
Indice „ideal” Fisher .........................................................................  224
Indice Divisia ..........................................................................................  224
Form ula Bortkiewicz .............................................................................. 226
Indice aritm etic mediu ponderat .................................................... 227
Indice armonic mediu ponderat ........................................................  227
Teste ale indicilor ..................................................................................  227
Indice a n a l i t i c ..........................................................................................  230
Indice al valorii medii .........................................................................  230
Indice cu structură  variabilă ........................................................  231
Indice cu structu ră  fixă .....................................................................  231
Indice de structură (al schimbărilor s t r u c t u r a l e ) ...................... 231
Indice s t a n d a r d iz a t ..................................................................................  232
Ponderi s t a n d a r d ......................................................................................  233
Indice teritorial ..................................................................................  233
D eterm inarea contribuţiei factorilor la modificarea unu i indi
cator c o m p l e x ............................................................................................ 233

V.TREBICI



13

Indice al preturilor , ........................................................................  234
Indice al costului vieţii ..................................................................... 235
Indice al preţurilor la consumator ...............................................  235
Coeficient b u g e t a r .................................................................................  235
Indice cu u tilita te  c o n s t a n t ă ............................................................ 236
Indice al volumului fizic a l p r o d u c ţ i e i ............................................ 236
Foarfecele p r e ţ u r i l o r ............................................................................... 237
Indice a l puterii de cum părare a m o n e d e i .......................................  237
R acordarea i n d i c i l o r ...............................................................................  237

XI. S E R I IL E  CRONOLOGICE ............................................................  239
Scrie cronologică (serie în timp, serie tem porală, cronică) . . 239
Descompunerea seriilor cronologice ...........................................  245
A justarea seriei cronologice ........................................................  247
Analiza tendinţei generale (seculare) a seriei cronologice . . . 251
Analiza variaţiilor (fluctuaţiilor) sezoniere ale serici cronologice 281
Analiza variaţiilor (fluctuaţiilor) ciclice .......................................  292
Analiză spectrală a seriei c ro n o lo g ic e ..................................   295
Extrapolarea seriei cronologice ........................................................  296
Ciclu economic (ciclu de afaceri) ....................................................  297
Conjunctură economică .....................................................................  297
E c o n o m e tr ie ...............................................................................................  297 -

PARTEA A CINCEA. TEORIA PROBABILITĂŢILOR ŞI STATISTICA 
M A TE M A TIC Ă ....................................................................................................

X II. E L E M E N T E  D E  T E O R IA  P R O B A B IL IT Ă Ţ IL O R  . . .  300
Spaţiu de evenimente e l e m e n ta r e ....................................................  300
Evenim ent (aleator)....................................................................................  300
P r o b a b i l i ta t e ...............................................................................................  302
Cimp de probabilitate .........................................................................  305
Evenim ente independente .................................................................  305
Evenim ente d e p e n d e n te .......................................................................... 305
Probabilitate c o n d i ţ io n a tă .....................................................................  305
V ariabilă a l e a t o a r e ..................................................................................  306
R epartiţie  (a unei variabile a l e a t o a r e ) ............................................ 308
Funcţie de repartiţie  .........................................................................  308
O peraţii cu variabile aleatoare ........................................................  309
Valori medii ...........................................................................................  309
Valori medii condiţionate .................................................................  312

V.TREBICI



14

Variabile aleatoare independente . « . ...................................  313
Proces aleator (stohaslic) cu param etru d i s c r e t ..........................  314
L an ţ ............................................................................................................  314
Proces aleator (stoliastic) eu param etru  continuu . . . . . .  315

X III. LE G I D E R E P A R T I Ţ I E ..................................................................  315
Curbă de frecvenţă şi curbă c u m u la t iv ă ...........................................  315
Cuantilă (a  % -m antilă) .....................................................................  315
Legi de repartiţie discrete ..............................................................  318
Legi de repartiţie continue ..............................................................  305
Legi de repartiţie multidimensionale (n-dimensionale) . . . .  350
Legea Poisson m u ltid im ensiona lă ........................................................  351

XIV. TE O R IA  SO N D A JU LU I S T A T IS T IC  (T E O R IA  SE L E C T  IE I)  36.
Experim ent ....................................................................   362
Eşantion (de volum n ) .....................     362
Spaţiu! e ş a n t io n n e lo r ..........................    362
Selecţie ........................................................ . . . . . .  36.3
Sondaj ...................................................    3635
S tatistică (in-dijnensională) .....................   364
Spaţiul param etrilor .............................................................................. 364
Funcţie empirică de repartiţie  (funcţie de repartiţie  de selecţie) F„ 364
Moment empiric (moment de selecţie) de ordin k  ......................  365
Moment empiric centrat (moment cen trat de selecţie) de ordin k  . 366

XV T E O R IA  E Ş T I  M A Ţ I E I ..................
E s t i m a t o r ................................................
Estim aţie ...............................................
Funcţie param etrică ..........................
Funcţie estimabilă ..............................
Principiul verosimilităţii maxime 
E stim ator de verosimili late maximă 
Funcţie de verosimilitate . . . .  
Metoda celor mai mici pă tra te
E stim ator MMP ..................................
Metoda momentelor ..........................
Metoda minimului lui y ‘~ ..................

366
367 
372 
372 
372
372
373
375
376
377
378 
370

X V I. V E R IF IC A R E A  IP O T E Z E L O R  S T A T I S T I C E ..........................  370
Verificarea (testarea ) ipotezelor statistice .......................................  380
Ipoteză s t a t i s t i c ă ......................................................................................  380

V.TREBICI



15

P rag  de semnificaţie ..........................................................................  380
liroarc  dc genul iutii ( I ) .......................................................................... 380
l in  are de genul ni doilea ( I I ) ............................................................. 380
Mi seul erorilor asociate unui test s t a t i s t i c .......................................  381
Regiune (interval) de a c c e p ta r e ........................................................  381
Regiune (interval) de respingere (regiune c r i t i c ă ) ..........................  381
Pnti-n-n unui t e s t ......................................................................................  381
C aracteristică operativă (funcţia C . O . ) ...........................................  382
Porta unui t e s t ..........................................................................................  382
S ta t is t ic ă .....................   382
T est s t a t i s t i c ............................................................................................... 382
T ; s t ; / - ...........................................................................................................  387
T est z ...........................................................................................................  387
T est l . . . .  '..........................................................................................  393
Test statistic  privind egalitatea a 2 m e d i i ...........................................  394
T est statistic  privind egalitatea a k  m e d i i ....................................... 409
T est de semnificaţie pentru d is p e r s ie ................................................ 409
,'cst statistic  privind egalitatea a două d isp e rs ii..............................  412
l est statistic  privind egalitatea a k dispersii (k >  2 ) ...................... 414
Test - de omogenitate generală ........................................................  420
Teste de c o n c o r d a n ţă ..............................................................................  426
Tesle pentru verificarea n o r i n a l i t ă ţ i i ................................................ 441
feste pentru  verificarea caracterului a l e a t o r ............................... 459

Teste privind coeficientul dc c o r e l a ţ i e ............................................ 466
Teste privind repartiţia  P o is s o n .............................................................  472
Teste privind repartiţia  b in o m ia lă ......................................................... 477
Teste privind param etrii legii multinomialc ............................... 493
Control statistic  al calităţii .................................................................  500
Funcţie de fiabilitate .......................................................................... 510

X V II. A N A L IZ A  U E  V A R IA N Ţ Ă  (A N O YA ). P L A N IF IC A R E A  E X 
P E R IM E N T E L O R  ..................................................................................  511
Analiză de varian tă  (A N O V A ) ......................   511
T ratam ent .......................................  ■ ..................  511
F a c t o r .....................................................................  • • 511
Model liniar general ............................................................ ....  - ■ . 512
F orm ă canonică a ipotezelor fundam entale . . 515
Ipoteză nulă în modelul liniar ..............................  . . 516
.Sumă to tală  a pă tratelor (Sumă to ta lă  de pătra te) . . 517
Sum ă a pătratelor e r o r i l o r .......................................  517

V.TREBICI



16

Sumă a pătratelor datorată  (pentru verificarea) ipotezei nule H 0 . 517
T estul ipotezei n u l e ................................................................................... 518
Tabel A N O Y A ...........................................................................................  519
Model I unifactorial A N O Y A .................................................................  519
Model I bifactorial ANOYA (clasificare în c ru c iş a tă ) .................. 524
Model I bifactorial ANOYA (clasificare ierarhică (cuibărită)) . . 527
Model I ANO VA m ultifactorial formal (clasificare încrucişată) . . . 529
Model I ANO VA m ultifactorial formal (clasificare ierarhică) . . . 532
Model II  unifactorial ANO VA .............................................................  534
Model II bifactorial ANOVA (clasificare în c r u c iş a tă ) .................. 535
Model II  bifactorial ANOVA (clasificare ie ra rh ic ă ) ......................  536
Model de analiză de c o v a r i a n ţ ă ......................................................... 536
Metode de comparaţie m ultip lă (inferenţă sta tistică  sim ultană) . . 539
Planificarea experim en te lo r.....................................................................  542
Plan ex p e rim en ta l....................................................................................... 542
P ă tr a t  la tin  ...............................................................................................  544
P lan în b lo c u r i ........................................................................................... 545
R a n d o m iz a re ...............................................................................................  546
Confounding...................................................................................................  547

PA RTEA  A ŞASEA. V A R IA .............................................................  548

X V III. IS T O R IC U L  S T A T I S T I C I I  D IN  R O M Â N I A ......................  548
X IX . P E R S O N Ă L IT Ă Ţ I .................................................................................  563
X X . I N S T I T U Ţ I I  Ş I P U B L IC A Ţ II  D E  S T A T IS T IC Ă  . . . .  590

I N D I C E ........................................................................................................

V.TREBICI



PARTEA ÎN T ll

GENERALITĂŢI

S tatu lu i actual al statisticii pune în evidenţă o ştiin ţă complexă, cu un corp 
diversificat de metode şi cu o vastă arie de aplicaţii, in cele mai diferite domenii 
ale vieţii materiale şi spirituale, ca rezu lta t al unei îndelungate evoluţii. în 
această secţiune au fost reţinu te  conceptele şi noţiunile cele mai generale, vala
bile, in principiu, pen tru  orice domeniu de aplicaţie. Alegerea acestora are un 
caracter selectiv şi, ca atare, in oarecare m ăsură, arb itra r, ceea ce era inevi
tabil. în  felul acesta, se oferă o introducere generală in  sta tistică , înlesnită 
de folosirea criteriului logic combinat cu cel genetic-istoric. U rm ărirea istorică 
a statisticii redă în fap t constituirea acestei ştiinţe, în etape succesive, cu relie
farea aportului fiecărei etape.

I. CONCEPTUL DE STATISTICĂ

STATISTICĂ. Ştiinţa care se ocupă cu descrierea şi analiza num erică a feno
menelor de masă *, dezvăluind particularităţile  lor de volum, struc tu ră , dina
mică, conexiune, precum  şi regularităţile  sau legile ce le guvernează. Carac
terul precum pănitor metodologic al s. o situează în metodologia şi filozofia 
ştiinţei. Demersul complet gnoseologic al s. se desfăşoară în urm ătoarele faze 33 :
1. Observarea — culegerea informaţiei despre procesul sau obiectul lu a t în stu 
diu ; 2. Form ularea ipotezelor; 3. Predicţia — deducţiile ce sc fac pe baza 
ipotezelor form ulate ; 4. Validarea — culegerea de noi date pen tru  a confrunta 
prcdicţiile, efectuate pe baza teoriei form ulate anterior. E xistă un m are num ăr 
de definiţii ale s., fap t care are m ai m ulte exp lica ţii; istorice — s. s-a consti
tu i t  la confluenţa m ai m ultor orientări şi discipline, dar avind la origine un 
caracter social, proces care încă nu este în ch e ia t; metodologice — s. incorpo
rează o seric de metode în care predom ină cele cantitative, cu fundam entarea 
epistemologică corespunzătoare ; aplicative — prin generalitatea m etodelor 
sale, s. se aplică în cele mai variate domenii, de la astronomic la societate, de 
la microcosm la macrocosm în n a tu ră  şi societate, de la fizica sta tistică  p ină 
la s. socială. O definiţie sau alta a s. stăruie fie asupra unei faze din demersul 
metodologic, fie asupra unui domeniu restrîns, fie asupra unui grup de metode, 
fie, in sfîrşit, asupra teoriei sau, dim potrivă, a aplicaţiilor. Ca oricare a ltă  ş tiin 
ţă , s. s-a născut din necesităţi practice ; procesul de teoretizare s-a desfăşurat 
tre p ta t pu tînd  fi identificate, cu aproxim aţie, urm ătoarele etape : descriptivă, 
aritm etică, probabilistă, informaţională, sistem ică28. în prezent, s. dispune 
de un  corp de metode a căror putere de cunoaştere este verificată în variate 
domenii şi de o teorie generală în continuă dezvoltare. C ultura s. devine to t 
m ai m ult o componentă din cultura generală a omenirii contem porane, iar 
gindirca s. — o m odalitate ştiinţifică indispensabilă pen tru  analiza şi in te r
pretarea unor clase foarte largi de fenomene. S. a apăru t ca o generalizare-
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sui-gtneris a unor date despre fenomene sociale. Istoriceşte ea s-a situ a t in 
m ediul ştiinţelor sociale. încă pe la mijlocul secolului trecu t, sfera s. era con
siderată num ai viaţa socială : trep ta t, a început să se „infiltreze" in domenii 
ah- ştiinţelor naturii. Astfel, a lă tu ri de s. socială s-au form at şi s-au dezvoltat, 
în  decursul tim pului, noi discipline ştiinţifice : s. matem atică, fizica s., mecanica 
s.. s. biologică etc. Astăzi, s. are numeroase ram uri care au ca obiect fenomene 
sociale şi nesociale. Accepţiile curente ale noţiunii de s. sîn t şi ele multiple.
1 . Bate s. — date cantitative afectate in m are m ăsură de o mulţim e de cauze.
2 . Metode s. — metode special adap ta te  la studierea datelor statistice.
ti. Metodă s . — m etodă ştiinţifică de tip  special care se aplică în procesul dc 

cunoaştere a fenomenelor de masă.
•1. Teoria s . sau s. — disciplină care se ocupă cu expunerea sistem atică a con

ceptelor, principiilor şi metodelor de cercetare s. 35.
C oncepută ca ştiin ţă  sau ca m etodă, s. actua lă  prezin tă — după consensul 
general — două aspecte diferite şi, dealtm interi, complementare : descrierea s.

- fixarea informaţiei, aşa cum a rezu lta t din prelucrarea datelor empirice, şi 
inferenţa s. — tra ta rea  teoretică a  datelor pen tru  a  trage concluziile logice, 
asociate observaţiilor efectuate. Prim ul aspect, m ai pu ţin  am biţios, evocă 
partea clasică a S. şi este in general cunoscut sub numele de s. descriptivă*, 
iar al doilea aspect reprezintă s. inductivă *. în  demersul s., cele două aspecte 
trebuie să fie privite ca două etape ale unuia şi aceluiaşi proces de cunoaştere. 
Istoric. Istoria consemnează operaţii de num ărare a populaţiei, de măsurare 
a  terenurilor sau a altor resurse la popoarele antice. Chinezii, bunăoară, dis
puneau de date asupra populaţiei, păm tnturilor şi recoltelor încă de pe tim pul 
legendarului îm părat Yu (pe la 2300 î.e.n.), inserate în „Shu-K ing“ (Cartea 
istoriei) — o culegere de cele mai vechi documente scrise ale Chinei. Egiptenii 
cunoşteau cadastrări şi num ărători de populaţie, cu caracter regulat, din timpuri 
străvechi. E ste a te s ta tă  o num ărătoare pe vremea faraonului Amenophis II I  
(1103 — 1372 î.e.n.), care surprinde prin ingeniozitate. Evreii, care au s ta t m ulţi 
uni in Egipt, au preluat, se pare, de la egipteni ideea num ărării populaţiei, 
în  textele biblice sînt m enţionate diferite num ărători ; unele din ele au cuprins 
num ai bărbaţii „buni de oaste“ , ca num ărătoarea întreprinsă de Moise in de
şertul peninsulei Sinai (1491 î.e.n.), şi care a stabilit un  num ăr de 600 000 dc 
bărbaţi, altele — întreg poporul, cum  a fost num ărătoarea regelui D avid 
(K tlVî.e.n.). Pentru  statele antice (Lagash, Ur, Nippur, Akkad) din ţin u tu l aflat 
intri Tigru şi E ufrat, tăbliţe  de lu t („cărţile de lu t“ ) au conservat date cu 
privire la agricultură, creşterea animalelor, construcţii de corăbii, navigaţie 
etc, (mileniul al 3-lea i.e.n.).
Xum urători le de populaţie şi de bunuri, indispensabile pentru  scopuri mili
tare, aşezarea impozitelor şi evaluarea bogăţiilor, cunoscute bine şi în poffs-urile 
Greciei antice, au culm inat cu recensămintele (census) şi anchetele romane. 
T radiţia antică atribuie instituirea ccnsus-ului regelui Servius Tullius (sec. 6 
i.e.n.). Cu ocazia census-ului, fiecare cetăţean trebuia să declare numele şi pre
numele, virsta, familia sa, num ărul sclavilor şi bunurile de orice natură . După 
cum  ne informează T itus Livius, census-ul a  perm is stabilirea obligaţiilor civile 
şi m ilitare ale cetăţenilor nu num ai pe cap de om, ca mai înainte, ci şi după 
avere (tributum <-x censu). O investigaţie de acest fel, dar mai evoluată şi mai 
complexă, a av u t loc pe vremea îm păratu lu i August (anii 27 i.e.n. şi 14 e.n.). 
P. O. Tacitus pomeneşte de o vastă  anchetă, care a inclus cetăţenii şi alţii 
aflaţi sub arm e, navele, resursele dc toa te  felurile, veniturile publice. B ilanţul 
bogăţiilor imperiului, scris cu mina lui A ugust, a fost prezentat senatului de
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succesorul său. înregistrări de tipul census-ului s-au practicat şi în Dacia ro
m ană. în  im periul rom an s-au organizat şi înregistrări ale mişcării naturale 
a populaţiei. Sub A ntonius Pius (138—161), declararea naşterilor a devenit 
obligatorie şi se făcea în Roma la prefectul tezaurului, iar în provincie, la tabu— 
lariam  (birouri speciale în care se păstrau  registrele fiscale, vamale, cadastrale 
etc.). Investiga ţii analoage au continuat în evul mediu. Caracteristice sînt inven
tarierile de bunuri ale feudelor, m ănăstirilor, corporaţiilor sau breslelor şi însem
nările curente ale naşterilor, căsătoriilor, deceselor la parohii, prem ergătoare 
actelor de stare civilă. N-au lipsit lucrări de evidenţă din iniţiativa statului. 
Cităm, de exemplu, lucrările : ,,Breviarului Fiscalium“ din epoca lui Caro! cel 
Mare (771—814), în care sint m inuţios descrise locuinţele, uneltele de casă, 
proviziile, animalele de curte, speciile de culturi şi „Doomesday Book“ sau 
„L iber iudiciarius seu censusalis Willelmi I regis Angliae“ , care, în afară de- 
enumerarea locuitorilor, include descrierea statistică a patrim oniilor, venitu
rilor, păm înturilor, servituţiilor prediale (funciare). Cartea lui William Cuceri
torul, care datează din anii 1083 — 1086, este considerată prim a însemnare cen- 
suară  de m are proporţie după census-ul roman.
Contabilizarea resurselor um ane şi m ateriale în lumea antică şi medievală a 
izvorît dintr-o gîndirc practică, u tilita ră  şi s-a executat, desigur, fără  criterii 
riguroase, în mod empiric. Informaţiile se culegeau mai cu seam ă în scopuri 
fiscale, m ilitare ori adm inistrative. Tipurile de colectivităţi observate şi moda
litatea de descriere fac parte, incontestabil, din domeniul a tribu it s. ; nu s-a 
conturai însă in acele vrem uri vreo concepţie despre s. Depăşirea stadiului de s„. 
p ractică sau m aterială în exclusivitate s-a produs în mom entul in care, peste 
interesele practice imediate, s-au evidenţiat interese de ordin ştiinţific, de cu
noaştere critică a fenomenelor consemnate. înregistrările empirice au folosit 
disciplinei s., la începutul ei, ca instrum ent de vehiculare a unui nou domeniu 
de cunoaştere şi ca sursă docum entară pozitivă, oferindu-i m aterial de analiză 
şi interpretare.
Faza descriptivă. în tr-o  prim ă accepţie, s. echivala cu descrierea statului — 
expunerea situaţiei geografice, economice, politice. Acest gen de s. a fost culti
v a t mai întîi de italieni. încă din sec. al X lII-lea  şi al X lV-lea. celebrei, rela- 
zioni (rapoarte) ale republicii veneţicne concentrau, graţie negustorilor şi apoi 
agenţilor diplomatici, m ultipie informaţii despre condiţiile partenerilor comer
ciali. Lucrările de descriere a statelor sc înm ulţesc în epoca Renaşterii. P rintre 
cele mai reprezentative am intim  „D el governo e amm inistrazione di diverşi 
regni e republicbe“  (F. Sansovino) şi „L e relazioni universali“  (G. Botero).. 
Lucrarea Iui F. Sansovino (1521—1583) cuprinde descrierile a 22 sta te , iuec- 
pind cu Sparta, A tena, Roma etc. şi term inînd cu sta tu l im aginar Utopia : 
lu i i se atribuie m eritul de a  fi lu a t în considerare, în cartea sa, descrierea 
num erică a statelor : bogăţiile, populaţia, com erţul, industria şi finanţele lor. 
în  chip analog, G. Botero (1533—1617) se referea la o serie do sta te  prin l re 
care şi la Moldova ; la el apar rudim entele unei s. comparate. Cei doi auteri 
au avu t numeroşi continuatori în alte ţă ri şi îndeosebi in Germania. Dezvoltarea 
etatism ului m ercantilist european antrenează o intensificare a preocupărilor 
pen tru  cunoaşterea situaţiei a  cit mai m ulte ţări. în  întâmpinarea cererii spo
rite de informaţii a ap ă ru t faimoasa colecţie „Respublicae E lzevirianae’’, un 
fel de enciclopedie a statelor. Colecţia — in titu la tă  astfel după numele ilustrei 
familii de tipografi Eizevir din Olanda — a însum at citeva zeci de volume, 
cele mai m ulte publicate în tre  anii 1625 şi 1652 (şi a av u t ca principal editor 
pe Jan  de Laet). Curentul „descrierea sta tu lu i” a atins apogeul în sec.al 
X V II-lea şi al X V III-lea cînd, în Germania, s-a constitui* o adevărată  şcoală,
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cunoscută sub denumirea de şcoala descriptivă germană. Fondatorul acestei 
şcoH a fost Hermann C om ing*  (1606 — 1681), profesor la U niversitatea din 
H elm stedt. P rin  originea sa olandez, Conring a cunoscut pe Jan  de Laet 
şi a contribuit la realizarea bibliotecii Elzevir, care a form at dealtfel şi baza 
cursului său universitar despre ştiin ţa descriptivă a statu lu i. Prelegerile lui 
Conring au fost, fă ră  voia sa, publicate de un discipol, in anul 1671, sub titlu l 
„X otitia  rerum  publicarum “ sau „D escriptio singularis rerum  publicarum  aevi 
noştri” . Ca cel dinţii m anual de ştiin ţă  a sta tu lu i se citează însă lucrarea „T eut- 
«cher F ü rs tenstaa t“ (1656), elaborată de Veit Ludwig von Seckendorf (1626 — 
1692;, profesor la U niversitatea din Halle. M artin Schmeitzel (1679 — 1757) a 
in trodus la U niversitatea din Halle, cursuri despre ştiinţa camerală şi „N otitia 
rerum  publicarum “ , apoi a ţin u t un  curs in titu la t „Collegium politico-statis- 
ticum ” . Gottfried Achenwall* (1719 — 1772) continuă învăţăm în tu l denum it 
Slaalskunde la U niversitatea din Göttingen. Prin învăţăm în tu l pe care-1 asi
guraţi, profesorii universitari erau în mod au tom at consilieri în gestiunea afa
cerilor sta tu lu i şi responsabili de formarea funcţionarilor necesari adminis
tra ţie i.
Descrierea statu lu i, p ină atunci vulgară, a devenit disciplină de predare aca
demică, încadrată  in tr-un  sistem constru it după norme teoretice şi practice, 
care s-au elaborat şi dezvoltat în universităţile germane. Noua disciplină (Staats- 
künde), derivată din literatura  in m aterie existentă şi nu din cercetări origi
nale ale autorilor ei, a prim it ulterior numele de s. (Statistik). De obicei, se 
a tribu ie  lui G. Achenwall prim a în trebu in ţare  a term enului de s. în lucrarea 
„A briss der Staatswissenschaft der europäischen Reiche” (1749). A djectivul 
siatisticus apăruse mai devreme în  lucrări scrise în limba latină, ca de exem
plu „Microscopium statisticuin quo sta tu s  imperii Romano-Germ anici reprac- 
sen ta tu r“  (1672) a lui Helenius Politanus ; „Itinerarium  Germanice politicum ” 
(1675) de Phil. Andr. Oldenburg (în care se vorbeşte de rationcs slatisticac). 
Adesea se acordă lui Achenwall nu num ai patern ita tea  denumirii, ci şi a disci
plinei, onoare pe care el n-a revendicat-o niciodată şi care pare exagerată. 
,.A declara pe Achenwall părintele s. — scrie M. Block — înseam nă a face 
un  al doilea Amerigo Vespucci, care dă numele său unui continent pe care nu 
l-a descoperit” 2. însăşi denumirea de s. se crede că a fost popularizată de 
că tre  Achenwall, insă inven tată  de profesorul său Schmeitzel. Etimologic, 
cuv în tu l s. provine de la latinescul medieval status, „ s ta t” sau „stare  politică” , 
prin interm ediul substantivului italian statista, cu înţelesul „om  politic, versat 
in treburile sta tu lu i” . S. avea să înfăţişeze, după Achenwall, situaţia  (status) 
a to t ceea ce era remarcabil, esenţial, în tr-un  sta t. în  „C uvint înain te” la 
ediţia a şasea a lucrării sale citim : „D acă privesc un s ta t oarecare văd in el 
o mulţim e mare de lucruri, care se prezintă aşa cum sînt ele în realitate. 
P rin tre acestea cîtcva se referă in m ăsură considerabilă la prosperitatea sa, 
fie că ele o împiedică, fie că o stim ulează : se po t numi acestea lucruri rem ar
cabile în tr-un s ta t (Staatsmerkwürdigkeiten)" 1 şi mai departe : „A nsam blul 
lucrurilor remarcabile reale ale unui imperiu sau ale unei republici constituie 
organizarea de s ta t (Staatsvcrfassung) în sens mai larg şi învăţă tu ra  despre 
organizarea de s ta t a unuia sau mai m ultor state este s. — Staatskundc — sau 
descrierea s ta tu lu i“ 1. în aceeaşi concepţie, folosul principal al s. consta in 
fap tu l că „prin  ea sintern în stare nu num ai să judecăm  corect şi temeinic to t 
felul de probleme de sta t, ci şi să dobîndim iscusinţe ca, la caz de nevoie, 
să putem  fi folosiţi, cu sfaturi sau cu fapta, la tra tarea  lor” 1. A . L. Schlbzer 
(1735 — 1809), unul dintre cei mai fideli discipoli ai lui Achenwall şi succesorul
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său la catedra universitară, a exprim at „esenţa s ta tu lu i” şi, ca atare, obiectul 
s. in tre i cuvinte : Vires unitae agunt. Prin vires a înţeles forţele naturale  şi 
dobindite (oamenii, terito riu l şi avantajele naturale), unitae — forma şi organele 
de guvernăm int, iar agunt — guvernarea şi adm inistraţia. Lui îi aparţine afo
rism ul : ,,S. este istorie in repaus, istoria — s. în mişcare” u . S. descriptivă 
s-a num it şi s. universitară, deoarece reprezentanţii săi erau învăţa ţi de la un i
versităţi (mai ales germane). Termenul s., definit în spiritul şcolii din G öttin
gen, se întilneşte la m ulţi au lcri de renum e ai epocii. Unul din capitolele lucrării 
„T he Elem ents of Universal E rud ition” , scrisă de baronul J . F. Bielfed (trad, 
de W. Hooper, Londra, 1770), se in titulează „S ta tis tics” şi cuprinde şi o defi
niţie a acesteia : „Ş tiin ţa despre organizarea politică a statelor moderne ale 
lum ii” s6. Cu o definiţie ceva mai largă, term enul s. apare în p refaţa Ia un 
studiu  politic al situaţiei Europei : „A  Political Survey of the Present S tate of 
E urope”, publicat in 1787 de E. A . Zimmermann, profesor de filozofie a na tu rii 
la Braunschweig. „S în t aproape patruzeci de ani — scrie el — de cind o ra 
m ură a cunoaşterii politice, care are ca obiect puterea actua lă  şi relativă a 
statelor moderne. . . a devenit o disciplină d istinctă. . . In forma convenabilă 
pe care a căpătat-o acum . . . această disciplină, desem nată prin  noul nume de 
s., a devenit un obiect dc studiu favorit in Germania“ 35. U lterior, John S in 
clair, editorul şi organizatorul prim ului volum al lucrării, „S ta tis tica l Account 
of Scotland” ară ta  : „  . . .m ulţi oameni au fost in tii surprinşi că utilizez cu
vinte noi ca s. şi statistic, presupunînd că un alt termen din limba noastră 
a r  avea acelaşi sens. . . şi deoarece am  crezut că un cuvint nou ar atrage mai 
m ult a ten ţia  publicului, am h o tă rît să-l adopt şi cred că, acum, acest term en 
este complet naturalizat şi încorporat în limba noastră” 35. 
în  decursul jum ătă ţii de secol care a u rm at naşterii noii discipline, structura 
studiilor de descriere a statu lu i a început să se modifice în sensul consolidării 
determinărilor numerice. Un repu ta t geograf şi statistician, A . F . Biisching 
(1724 — 1793), profesor de filozofie la universitatea din G öttingen, a creat s. 
com parativă (vergleichende Staatenstatistik), în cartea sa : Vorbereitung zur 
gründlichen und  nützlichen K enntnis der geographischen Beschaffenheit und 
.Staatsverfassung der europäischen Reiche” (Hamburg, 17o8). E ste considerat 
d rep t prim ul, după Achenwall, care a p reluat critic date s. în lucrările sale 
geografice. Se pare că A. F . Büsching a fost influenţat de lucrarea istoricului 
şi filozofului J . P . Anchersen, in titu la tă  „Descriptio statuum  cultiorum  in 
tabu lis”  (1741). Inovaţia lui Büsching a fost proclam ată d rep t excelentă de 
însuşi Schlözer, „păstră to r in tra tab il al tradiţiilor m aestrului său Achenwall” . 
E l a recunoscut, în cele din urm ă, că o s. fără cifre nu înseamnă nimic : „ In 
dicaţii generale ca acestea : ţa ra  produce un vin delicios, ea arc bogate m anufac
tu ri, un  com erţ înfloritor, puţin  grlu, ne sînt furnizate de toate geografiile ; 
dar aceste indicaţii, a tî t  tim p cît nu sînt precizate prin cifre, nu servesc la 
nim ic“  2. Să mai am intim  că A. F. Büsching a tradus din latină în germană 
„D escriptio Moldaviae“  a lui D im itrie Cantemir. Pătrunderea mai puternică 
a elem entului numeric, favorizată de evidenţe oficiale mai abundente şi mai 
uşor accesibile, nu a schim bat conţinutul s., aşa cum a fost concepută de autorii 
germani din sec. al X V III-lea. S. a in tra t în istoria disciplinelor ştiinţifice ca 
o disciplină descriptivă, o rientată spre informaţie şi nu spre căutarea de legi, 
cu un mod de expunere preponderent verbal.
Faza aritmeticii politice. Pe vremea constituirii s. ca disciplină descriptivă a 
sta tu lu i, se năştea în Anglia, în afara universităţilor, o s. cu to tu l deosebită, 
sub numele de aritmetică politică. Denumirea însăşi este revelatoare pentru
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sem nificaţia a taşa tă  conceptului de S.: analiza datelor de observaţie prin pro
cedee m atem atice, desprinderea regularităţilor în fenomenele social-economicc 
şi chiar formularea de previziuni. Folosirea metodei analitice, preconizată de 
filozofii m aterialişti metafizicieni ai tim pului, recurgerea la instrum entul 
m atem atic şi căutarea legităţilor m arcau un substanţial progres, prefigurind 
s. modernă.
R eprezentanţii şcolii aritm eticii politice din Anglia au pus accentul mai ales 
pe cercetarea fenomenelor demografice, deoarece vedeau în populaţie izvorul 
bogăţiei şi puterii acestei ţări. Ca m aterial de explorare au servit rapoarte le  
săptăm înale asupra deceselor, introduse de adm inistraţia engleză încă din 
1592, sub denumirea de „Bills of m ortality“ . John Grăunţ* (1620—1671), 
negustor de stofe şi com andant al miliţiei londoneze, cu modestă cultu ră , dar 
cu o in tu iţie  genială, a prelucrat datele din rapoartele (listele) pe o perioadă, 
de treizeci de ani aie Londrei şi a pus în evidenţă legităţile creşterii populaţiei, 
ale echilibrului numeric dintre sexe, ale fertilităţii, m ortalităţii etc. E l n atras 
atenţia, pentru  întiia oară, asupra predom inanţei naşterilor masculine în raport 
cu naşterile feminine (107 băieţi la 100 fete), a calculat primele ra te  de m orta
lita te  pe grupe de v îrstă şi a a lcă tu it — in ipoteza unei populaţii staţiona:1'. -- 
o rudim entară tabelă de m ortalitate. Rezum at în lucrarea „N atu ra l and poli
tica! observations upon the bills of m ortality  chiefly w ith rcference to  tije go- 
vcrnm ent, religion, trade, growtli, a ir, diseascs etc. of the City of London”  
(Londra. 1662), studiul ora un efort de pionier în analiza statistică. D upă 
aprecierea demografului şi statisticianuiui american W alter Willcox, în prefaţa 
ediţiei americane a lucrării lui G răunţ (1939), acesta : ,, . .  .a  descoperit unifor
m itatea şi posibilitatea de predicţie a unor fenomene demografice im portante, 
luate în masă. Proccdînd în acest fel, el a deschis calea pentru  noi descoperiri 
de uniform ităţi in numeroase fenomene sociale şi comportam entale, precum  
şi pen tru  studiul acestor uniform ităţi, al naturii şi al limitelor acestora. . . ” 31. 
în explorările şi în popularizarea descoperirilor sale, G răunţ a fost sprijinit de 
amicul său, William Petty*  (1623 —1687), un  „cugetător plin de cu tezan ţă”  
„întem eietorul economiei politice moderne, unul din cei m ai geniali şi mai 
originali cercetători ai economiei”  şi „în tr-o  oarecare m ăsură inventatorul s .”  
cum l-a caracterizat K. Marx. Petty , creator al denumirii Political Arithm tlick, 
a invitat, într-o operă cu acelaşi titlu , Ia studiul fenomenelor social-econocuce 
in expresie can tita tivă  : „M etoda pe care o în trebuinţez. . . nu este piuă acum 
prea comună, căci în ioc de a m ă servi de term eni ia com parativ şi la superla
tiv  şi de argum ente pu r raţionale, am adop ta t metoda (ca specimen al aritm e
ticii politice ce am avut-o dem ult în vedere) care constă în a m ă exprima in 
termeni de numere, greutăţi şi m ăsuri. . 25. în  lucrarea „Politica] Arithme-
tick” (Londra, 1690) sint folosite date şi calcule numerice în compararea poten
ţialului uman şi economic ai diferitelor sta te  şi, in particular, în evaluarea posi
bilităţilor comerciale şi m aritim e ale Angliei în rivalitatea sa cu F ran ţa . 
Cercetări interesante in domeniul aritm eticii politice a întreprins astronom ul 
englez Edm und Hallcy (1656—1742). De numele lui sint legate estim ări ale 
populaţiei eitorva state, întem eiate pe criterii m ai raţionale decît cele adoptate  
anterior, alcătuirea primei tabele complete de m ortalitate, introducerea ideii 
de du ra tă  probabilă a vieţii, cu aplicaţie la calcularea rentei viagere anuale 
in funcţie de virstă. A lţi doi reprezentanţi de seamă ai şcolii engleze, Charles 
Davenant (1656 — 1714) şi Gregari] King* (1648—1712), au contribuit ia promo
varea teoriei şi practicii aritm eticii politice în investigarea fenomenelor econo
mice. D avenant —pentru care aritm etica politică  era „a rta  de judeca, eu
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aju to ru l cifrelor, lucrurile care privesc guvernul“  — s-a ocupat de aplicaţii 
la veniturile publice, elaborînd lucrarea „Discours ou tlie public revenues“ 
(1698). K ing s-a dedicat calculelor privind veniturile sta tu lu i, pe calea impozi
telor din agricultură, clădiri, bunuri mobile ; de asemenea a Încercat să stab i
lească mărim ea capitalurilor de care dispunea Anglia în  sec. al X V II-lea, pier
derile suferite in urm a războaielor, incendiilor, epidemiilor. In  preocupările 
lui King a  in tra t şi populaţia Angliei, acordind atenţie  studiulu i veniturilor, 
cheltuielilor şi acum ulărilor realizate de diferite categorii de familii. E ste  con
siderat de asemenea precursor al econometriei.
Şcoala aritm eticii politice engleze şi-a extins influenţa şi în a lte  ţă ri. Curînd 
a  ap ă ru t o lite ra tu ră  aritm etică politică europeană, avînd repercusiuni profunde 
asupra curentului sta tistic  universitar. în  Germania, aritm etica politică a 
rep u rta t un  succes decisiv în lup ta  aprigă cu şcoala descriptivă din G öttingen, 
prin  aportu l lui Johann Peter Sûssmilch * (1707—1767). Beneficiar al litera
turii adunate  de Academia de Ştiinţe din Berlin, Süssmilch a reuşit să realizeze 
o sinteză m agistrală a aritm eticii politice. In lucrările sale se găsesc elemente 
ale unei concepţii fecunde în rezultate ştiinţifice : căutarea explicaţiei fenome
nelor vieţii um ane şi indicarea legilor cc le guvernează, corelarea fenomenelor 
demografice şi economice, examinarea fenomenelor în  dinam ică, identificarea 
regularităţilor în masa de observaţii, scrupuloasa alegere şi evaluarea critică 
a datelor. Opera principală a lui Süssmilcli, „D ie göttliche Ordnung in  den 
Veränderungen des menschlichen Geschlechts aus der Geburt, dem Tode un  
der Fortpflantzung erwiesen“  (1741), este o carte de s. a populaţiei şi de demo
grafie 29.
A ritm etica politică s-a dezvoltat to t mai m ult în demografie, care se m ulţu
mea în acea epocă să fie statistică. Antoine Deparcicux (1703 —1768) a construit 
primele tabele franceze de m ortalitate, iar Pehr Wilhelm Wargentin (1717— 17S3) 
a  elaborat tabela de m ortalitate pen tru  Suedia (cele dinţii tabele care se referă 
la populaţia unui întreg stat). Studiile demografice lăsau să se în trevadă că 
previziunea fenomenelor colective ar putea avea o însem nătate practică ; 
dealtfel, tabelele de m ortalitate, întocm ite în sec. al X V III-lea, au constituit 
punctu l de plecare al înfloritoarei industrii de asigurări.
Faza probabilislă. în  disputa care opunea cele două curente, a trium fat curentul 
de tend in ţă  modernă reprezentat de artim etica politică. S. descriptivă, agoni
zan tă  in pragul sec. al X IX -lea, a  sfîrşit prin  a  se combina cu s. practică, dezno- 
dăm înt pricinuit şi de asocierea, pe măsura constituirii in discipline autonom e, 
a  celei mai mari p ărţi din domeniile asupra cărora se întindea odinioară. Deşi 
optica num erică prevalase fa ţă  de optica verbală, denumirea de aritm etică 
politică a dispărut, substituindu-i-se denumirea de s., rezervată de şcoala ger
m ană „descrierii s ta tu lu i”  (Staatskunde). în  tim p ce descrierile statistice devin 
obiect al instituţiilor publice, domeniul conceptual al aritm eticii politice capătă 
o nouă dimensiune o dată  cu introducerea calculului probabilităţilor*. Primele 
încercări teoretice au fost făcute de Jacob Bernoulli * (1654—1705). în  lucrarea 
postum ă „Ars conjectandi“ (1713), Bernoulli a form ulat faimoasa „lege a 
numerelor m ari" , a deosebit probabilitatea apriori (m atem atică, logică sau deduc
tivă) de probabilitatea aposteriori (statistică, empirică sau inductivă) şi a 
schiţat posibilitatea aplicării calculului probabilităţilor in economie (parte 
neterm inată). Pierre-Simon Laplace * (1749—1827) a adunat în „Théorie 
analytique des probabilités” (1812), toate  aplicaţiile calculului probabilită
ţilor, a  evidenţiat avantajele in studiul fenomenelor dependente de cauze 
complexe şi a dem onstrat utilizarea posibilă a acestui calcul in exploatarea 
rezultatelor statistice privind fenomene sociale. D upă o apreciere necontes
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ta tă . Laplace „trebuie situa t pe prim ul loc in tre  acei savanţi care, in tr-un  fel, 
au aruncat o punte în tre aritm etica politică şi calculul probabilităţilor“ 23. 
La aceeaşi epocă, Karl Friedrich Gauss * (1775 — 1855) defineşte legea norm ală 
de repartiţie , pusă în lum ină încă de A . de Moivre * (1667 — 1754), Jean Bap
tiste Joseph Fourier (1768 — 1830) prom ovează aplicaţiile m atem atice iu s. 
prin studii publicate in „Recherches sta tistiques sur la ville de Paris et le dé
partem ent Seine“ , iar Simon Denis Poisson*  (1781 — 1840) descoperă legea 
de repartiţie  a evenimentelor rare şi se ocupă de probleme de demografie, de 
statistică morală şi judiciară, cu aplicaţii ale calculului probabilităţilor, 
în  sec. al X IX -lea, numeroşi alţi m atem aticieni şi învăţa ţi au realizat lucrări 
valoroase, care au consolidat gîndirea probabilistă în s. şi i-au asigurat pro
gresul. Cel care a dominat insă ca statistician epoca sa a fost Adolphe Quételet* 
(1796—1874). Cu el s-a produs o nouă cotitu ră  în evoluţia conceptului de s. 
De obicei, numele lui Quételet este asociat cu teoria „omului m ediu” , un homo 
statisticus, care venea să Înlocuiască pe homo oeconomicus al clasicilor. Conform 
acestei teorii statistice, de la care se pleca în constituirea unui fel de fizică so
cială, diversele caractere fizice, intelectuale şi morale ale oamenilor, observaţi 
în m asă, s-ar echilibra intr-o fiinţă fictivă, ideală, dorită de natu ră , dar neizbu
tită  ; oamenii „reali” s-ar distribui în ju ru l ei „la întim plare” , analog erorilor 
în m ăsurarea unei mărimi. în  lucrarea „Sur l’homme e t le développement de 
ses facultés ou essai de physique sociale” (1835), citim : „Noi trebuie, înainte 
de toate, să pierdem din vedere omul lu a t izolat şi să nu -1 considerăm decit o 
fracţiune a speciei. Despuindu-1 de individualitatea sa, vom elimina to t ceea ce 
nu este decit accidental, iar particularităţile  individuale, care nu exercită 
decit pu ţină sau nici o acţiune asupra masei, se vor şterge şi vor perm ite sesi
zarea rezultatelor generale” 27. Lăsînd la o parte  la tu ra  sa fabuloasă, conceptul 
de „om m ediu” sc cuvine evocat pen tru  ideile implicate : repartiţie , medie, 
dispersie, observare de masă, regularitate, esenţiale în cercetările statistice. 
„Cînd Quételet — scrie Durkheim — semnala atenţiei filozofilor surprinză
toarea regularitate cu care anum ite fenomene sociale se repetă, el ţinea seama 
de teoria sa despre omul mediu, care a răm as, dealtfel, singura explicaţie siste
m atică a acestei remarcabile p roprie tă ţi” (in lucrările sale — n.n.) 9. Cu prilejul 
centenarului m orţii lui Quételet (1974), au fost organizate sesiuni ştiinţifice 
şi reeditări ale lucrărilor sale, vădindu-se un interes mare pen tru  ideile sale şi 
reactualizîndu-se şi concepţia sa despre „omul m ediu” , într-o viziune modernă. 
Concepută ca o „fizică socială” , s. queteletiană încorporează ideea că regulari
tă ţile  descoperite prin observarea de m asă rezultă din legi care se im pun omului 
în ordinea fizică şi de asemenea în ordinea morală. „E u  nu am înceta t o clipă 
să repet — declara Quételet cu referire la crim inalitate — că există un  buget 
ce se plăteşte cu o regularitate nemaipomenită, acesta este bugetul închiso
rilor, ocnelor şi eşafodurilor . . .  ; anual numerele confirmă previziunile mele 
pînă in tr-un  asemenea grad incit aş putea să spun cum va cu mai m ultă  exac
tita te  : există un tr ib u t pe care omul îl p lăteşte cu mai mare regu larita te  decit 
tributul dato rat naturii sau vistieriei sta tu lu i — este tr ibu tu l pe care-1 p lă
teşte crim ei” 27. A cest punct de vedere determ inist-m ecanicist era de nuan ţă  
m oderată, deoarece adm itea posibilitatea transform ării am bianţei sociale. 
Astfel, după ce afirmă că „societatea conţine in sine germenii tu tu ro r crim elor 
ce se vor comite” şi că „orice stare socială presupune deci un  an u m it num ăr de 
crime şi o anum ită categorie de delicte, care apar d rep t consecinţă a organizării 
sale” , Q uételet continuă : „A ceastă observaţie, care poate părea descurajatoare 
din prim ul mom ent, devine consolantă, dim potrivă, cînd se examinează cu 
atenţie, fiindcă ea a ra tă  posibilitatea de a îndrepta oamenii, modificind insti
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tu ţiile  lor, obiceiurile lor, nivelul cunoştinţelor lor şţ, in general, to t ceea ce 
influenţează felul lor de a fi” 27. O a ltă  lucrare a lui Quételet, cu semnificaţie 
aparte  în dezvoltarea istorică a s., este manualul „La m éthode sta tistique” 
(1848), scris in calitate de tu to re , pen tru  p rin ţu l A lbert al B elgieil0. Elem entele 
de s. form ulate, fără preocupare de sistematizare, in „Essai de physique so
ciale” şi alte lucrări, au fost dezvoltate şi în trunite, cu prilejul m anualului, 
intr-o expunere coerentă. Avem de-a face, pentru prim a oară, cu o teorie sin
tetică a s., cu un corp distinct de principii, tehnici şi procedee statistice. E la 
borat după o perioadă de ample cercetări întem eiate pe practica s., m anualul 
„La mcthode statistique” corespunde unui stadiu m ult mai evoluat al gîndirii 
autorului său. E  adevărat, in primele sale lucrări, Quételet nu are despre s. o 
opinie prea diferită de cea curentă. S. este num ită „anatom ia societăţii” şi i se 
atribuie scopul „de a observa modificările pe care le suferă diferitele popoare 
in starea lor fizică şi m orală şi de a căuta să pă trundă m otivele” . T rep ta t 
insă, conceptul de s. include elemente noi, îndreptind s. pe căi noi : cercetarea 
variaţiei şi a relaţiilor cauzale în masa fenomenelor, dezvăluirea regularităţilor, 
investigarea cu predilecţie a fenomenelor vieţii umane etc. In  final, Quételet 
ajunge să privească s. drept singura m etodă utilizabilă pentru studiul feno
menelor de m asă „în care nu sîntem în stare să facem să varieze circum stanţele” 
şi care sîn t susceptibile „de a fi tra ta te  prin calculul probabilităţilor” . In te r
pretarea probabilistă a s . ,  caracteristică lui Quételet, este comună şi a lto r oameni 
de ştiinţă. D upă A . Cournot (1801—1877), unul din fondatorii economici m a
tem atice, s. a r  fi „ştiin ţa care are ca obiect culegerea şi coordonarea faptelor 
numeroase de orice fel incit să se obţină raporturi numerice sensibil indepen
dente de anomaliile hazardului şi care denotă existenţa cauzelor regulate a 
căror acţiune s-a com binat cu cea a cauzelor întîm plătoare” . Concepţia sa 
despre s., sin tetizată în această definiţie, o găsim mai ales în lucrarea,,Expo- 
sition de la théorie des chances e t des probabilités” (1843).
Noua orientare n-a în tirz ia t să pătrundă în gîndirea s. a epocii, dar controversele 
in ju ru l conceptului de s. au con tinuat; definiţiile în circulaţie s-au înm ulţit. 
G ustav von Riimelin (1815— 1889), statistician german, a num ărat 63 de defi
niţii (inclusiv pe a sa) in 1863. Cel mai controversat era domeniul a tr ib u it s. : 
unii adm iteau, în sfera de cuprindere a s., toate fenomenele exprimabile nu 
meric, indiferent de na tu ra  lor, alţii — num ai fenomenele sociale, iar un a lt 
grup restringe cimpul de aplicare al s. la fenomenele vieţii umane („societatea 
civilă”). M ultă vreme încă, autori de ta len t au păstra t, cu unele nuanţe, con
ceptul de statistică descriptivă al şcolii din Gottingen sau conceptul de aritm eti
că politică la 1'aza iniţială şi au scris lucrări în concordanţă cu conceptul însuşit. 
O rem arcabilă contribuţie la progresul s., al afirmării ci ca ştiin ţă  au adus şi 
alte şcoli naţionale, în decursul sec. al X IX -lea, denumit sugestiv „era en tu
ziasmului statistic” (H. W estergaard). înain te de constituirea şi afirmarea 
deplină a s. matem atice, la sfîrşitul sec. al X IX -lea şi primele decenii ale 
sec. al XX-lea, sînt de consemnat citeva contribuţii im portante. în  epoca post- 
queteletiană orientarea principală a fost aceea a unei s. sociale, cu o pondere 
crescindă a metodelor numerice. De asemenea, in aceeaşi perioadă se rem arcă 
o intensificare a s. populaţiei şi demografiei.
Şcoala germ ană a continuat, în linii generale, tradiţia  unei s. concepute ca 
ştiin ţă  socială, cu numeroase clemente de s. descriptivă. Unul din reprezentanţii 
de seamă este Wilhelm Lexis * (1837 — 1914), după care domeniul s. îl constituie 
societatea, procesele desfăşurate în cadrul ei, ca procese de masă, supuse legilor 
statistice. Aproxim ativ pe aceeaşi linie se situează Gcorg von M ayr (1841 — 
1925). Revendicind energic pen tru  s. dreptul la dem nitatea de ştiin ţă , Mayr
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li atribuie ca obiect special „studiul maselor sociale de orice fel, . . . prin metoda 
de analiză num erică” 13. Originalitatea sa constă in a face din s. o ştiinţă socială 
generală, un fel de sociologie (m anualul său este clasic şi poartă  titlu l „S ta- 
tistik  und  Gesellschaftslehre” . I -  1895 şi 11—1897). Remarcabile sint contri
buţiile unor statisticieni şi demografi ca G. P. Knapp  (1842 — 1926), K . Becker 
(1823-1896) şi R. Bockh (1824-1907).
S. rusă a fost reprezentată în s. socială mai ales de D. P. Juravski (1S10 — 
1856), care consideră s. drept o ştiin ţă a „categoriilor” , a  „com paraţiei” , 
punind un m arc accent pe m etoda grupărilor, o ştiin ţă m aterială avind ca 
obiect studiul vieţii sociale şi, in acelaşi tim p, ştiinţă metodologică. Lucrarea 
sa principală „Despre sursele de date statistice şi folosirea lo r” (1846) m ar
chează un  pas im portant spre s. cantitativă. De asemenea, contribuţii impor
tan te  se datorează lui A . A . Ciuprou * (1874— 1926).
S. ita liană, cu o veche tradiţie , a prim it un impuls viguros din partea  lui Luigi 
Bodio (1840—1920), care a condus s. oficială a Italiei în tre 1872 şi 1900. 
„Ânnali di statistica” , iniţiate în 1871, au colectat im portante studii originale 
autohtone de teorie şi metodologie s. (medii, reprezentări grafice, comparaţii 
s.) şi relatări critice despre lucrări străine. Menţiune m erită şi lucrarea „Teoria 
generale della statistica” (Milano, 1888), scrisă dc Antonio Gabaglio. R . Benini 
(1862—1956), profesor de s. la diferite universităţi din Italia, a contribuit în 
m ăsură însemnată la progresul s. sociale şi, mai ales, demografice. O figură aparte 
este L. Amoroso ale cărui contribuţii de m atem atică a populaţiei au m arcat 
un  progres în s. şi demografie.
Şcoala franceză, în afară dc contribuţiile sale remarcabile la teoria probabili
tăţilor, a dat, prin cîteva personalităţi, un impuls notoriu s. sociale. A . Guillard 
(1790-1876), L. A. Bertillon (1821-1883), Jacques Bertillon (1 8 5 1 - 1922), 
P. E. LcMsseur (1829 —1911) a adus o contribuţie im portantă la progresul s. 
sociale şi al s. demografice.
în  s. engleză, o contribuţie im portantă a adus W. Farr*  (1807—1887), orga
nizator, îm preună cu A. Quételet, al prim ului Congres internaţional dc s. 
(1853). Contribuţii im portante se datorează unor statisticieni ca norvegianul
A . N . Kiaer * (1838—1919), ale cărui eforturi pen tru  afirm area sondajului s. 
sint foarte im portante; belgianul P. F. Verhulst (1804—1849), descoperitorul 
curbei logistice ; suedezul G. Sundbărg, cu im portante studii de s. demografică.
S. americană, prin C. D. Wright (1840—1909) şi IV. F. Willcox* (1861—1964) 
se a lă tu ră  progresului general al s. sociale.
în  ansam blul curentelor s. ale tim pului s-a încadrat organic s. românească 
ale cărei Începuturi sint m arcate de două personalităţi proeminente : Ion Ionescu 
de la Brad * (1818—1891) şi Dionisic Pop Marţian * (1829—1865). Prim ul şi-a 
expus concepţia despre s. în lucrarea „P ovăţu ri pentru  catagrafia Moldovei“ 
(1859), un  sintetic manual de tecrie a s.
După Dionisie Pop M arţian, s. studiază, in expresie numerică, „fenomenele 
naturale şi sociale” şi „are de scop a conduce la descoperirea cauzelor şi efec
telor şi dc aici la legile care domnesc viaţa universală a naturii şi cea particulară 
a popoarelor şi a ară ta  prin coordonarea acestor legi unitatea şi armonia lumii 
fizice şi sociale in deosebitele lor fenomene” 18. R ezultă în mod evident ade
ziunea sîi la teza de largă circulaţie, po triv it căreia obiectul de cercetare al s. 
excede sfera fenomenelor sociale. Organizarea s. de s ta t şi introducerea s. ca 
disciplină in învăţăm in t au contribuit sensibil la progresul s. din România. 
Crearea şcolii de teoria probabilităţilor. legată de numele acad. O. Oniecscu * 
(1892—1983 ) şi dc acad. Gh. Mihoc * (1906—1981), marchează o nouă etapă 
în  istoria s. rom âneşti ( -» A VI I I ,  Istoricul statisticii din România. )
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L a progresul s. cantitative şi pregătirea premiselor care au dus Ia constituirea s. 
moderne, au contribuit înfiinţarea de oficii naţionale de s., organizarea congre
selor internaţionale de s., apariţia primelor reviste de s., introducerea s. in învă- 
ţ¿a lin tu l secundar şi universitar. Congresele internaţionale de s., in iţia te  de 
Â. Quételet şi \V. Farr, s-au desfăşurat intre anii 1853 şi 1872, favorizînd m ult 
com palabilitatea internaţională. O etapă nouă este m arcată de înfiinţarea In 
stitu tu lu i Internaţional de Statistică * (1885). Se înfiinţează, de asem enea, so- 
eieiiHi naţionale de s. Primele reviste de s. sint : „ Jou rna l of tUe R oyal S tatis
tica! Society” din Londra * (1838), „Journal de la Société de. S tatistique de 
P aris” * (1800). în România, prim a revistă de s. „Analele statistice” (1800) se 
datorează lui D. P . M arţian.
Pe baza tu tu ro r acumulărilor înregistrate in sec. al X IX-lca, graţie contribuţiei 
şcolilor naţionale de s. a fost cu pu tin ţă , spre sfirşitul secolului, trecerea la o 
nouă etapă.
Statistica modernă. Către sfirşitul secolului trecu t sc conturează o nouă etapă 
in evoluţia procesului de conceptualizare a s. etapa constituirii s. moderne. 
Depăşirea stadiului descriptiv, al simplei reprezentări cantitative, a însemnat, 
istorie, deplasarea gîndirii s. spre interpretarea analitică a fenomenelor de masă 
şi obţinerea de concluzii inductive, pe baza observaţiilor empirice. Această schim
bare de conţinut a  făcu t ca s. să sc în trepătrundă în mod constant cu m atem a
tica, în căutarea de metode corespunzătoare obiectivelor sale. D upă M . G. Ken
dall'* 15 (1907— 1983) acest proces are loc in ju ru l anului 1890. O mare parte din 
metodele care reprezintă astăzi instrum entul obişnuit al analizei s. a fost ela
bora tă  de şcoala anglo-saxonă de s. m atem atică, fondată de Fiancis Galton * 
<1822 -1911) şi Karl Pearson * (1857—1936) şi continuată de Ronald Aglmer 
Fisher * (1890— 1962) şi alţii. Semnificativ este faptul că noua etapă este legată 
de lărgirea aplicaţiilor şi mai ales de experimente agricole şi biologice.
D in tru  început, s. sc îmbogăţeşte cu idcca de „variaţie legată” a variabilelor 
observate în colectivităţi s., dezvăluită de Galton in cartea sa „N atu ra l inlieri- 
tanec” (1889). Transpusă în limbaj m atem atic de către Pearson, ea s-a constituit 
în tr-o  teorie coerentă — teoria corelaţiei s. — ale cărei aplicaţii au permis 
identificarea unor „noi forme de legi de dependenţă, speciiie s. şi adap ta te  la 
formele complexe şi variate pe care le oferă viaţa în diferitele sale m anifestări"24. 
A lături de I’earson, ia primele dezvoltări ale calculelor de corelaţii: au contribuit 
F. Y . Edgcworlh *, A . L . Bowleij *, G. U, Yule *, C. K. Speurman *. Lucrările 
lui Spearman despre com portam entul indivizilor, dezvoltate m ai lirziu in psiho
logia aplicată, au condus la metodele de analiză faclorială, continuare logică a 
stud iu lu i corelaţiilor.
li. A. Fisher, calificat „cel mai marc dintre to ţi"  (K endall) l i , preconizează 
extinderea preocupărilor statistice la trei categorii de probleme -6 : a) probleme 
de specificaţie — expresia m atem atică a legii de repartiţie  a populaţiei ; b) 
probleme de eslim aţic — depistarea metodelor convenabile pentru  calcului 
coeficienţilor proprii estiuiaţiei param etrilor necunoscuţi ai populaţiei; c) 
probleme dc repartiţie — repartiţia  estim aţiilor param etrice şi a unor coefi
cienţi aleşi pentru a testa validitatea specificaţiei. Probabiliştii şi statisticienii 
sec. ai X îX -lea au avu t in vedere num ai prim a categorie dc probleme. în de
mersul modern, conceput de Fisher, sc porneşte de la ipoteze statistice * asupra 
fenomenului sau procesului observat, consecinţele lor logic deduse sc compară 
apoi cu datele disponibile şi, dacă sint in concordanţă, ipotezele sint justificate, 
cel puţin  piuă la noi observaţii mai riguroase.
în  accepţia modernă, caracteristică pentru  s. este preocuparea de a trage, 
prin tr-o  analiză complexă, concluzii de o valoare generală din inform aţii culese
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prin cercetări pe eşantion. Dacă m ai înainte aproape întreaga ac tiv ita te  s. 
se sprijinea pe observarea totală *, acum sondajul * tinde să devină de aplicaţie 
curentă. D ar a conchide de la eşantion la populaţie presupune o anum ită  incer
titudine, pe care cercetătorul caută să o reducă. Unul dintre obiectivele esen
ţiale ale s., eare-i dă nota sa originală, se consideră tocmai m ăsurarea in «  rti- 
tudinii concluziilor inductive. Cîteva idei in tu itive pe această tem ă au apăru t 
încă din sec. al X V III-lea, însă posibilitatea tra tă rii ei cu precizie m atem atică 
nu a fost pe deplin apreciată decît in secolul nostru. în linii generale, s. modernă, 
in care partea centrală o constituie s. m atem atică, cu conceptele sale proba
biliste, s-a desăvîrşit in anii 1890—1940. Contribuţiile din perioada 1940 nu 
au schim bat — după părerea lui M. G. K cndall — profilul şi tem atica funda
m entală a s.
Statutul actual. în  cursul istoriei sale tricentenarc ca disciplină ştiinţifică, s. 
a fost definită — cum s-a mai spus — foarte diferit. D upă W altcr V illeox, 
num ărul definiţiilor date s. de către diverşi autori, între 1749 şi 1934, a depăşit 
o sută. Şi lista definiţiilor nu s-a închis, deoarece „printre temele in legătură cu 
care statisticienii nu sînt de acord, se găseşte definiţia ştiinţei lor” (Kendall) -6. 
în diversitatea definiţiilor, se disting două o p in ii: unii califică s. drept ştiinţă. 
alţii o adm it num ai ca metodă. Sub impulsul şcolii Pearson-Fisher, s. şi-a găsit 
fundam entări foarte precise ca disciplină ştiin ţifică; ea se dezvoltă azi ca o 
şliin ţă  evasiindependentă, avînd însuşirea — comună ştiinţelor — dc a fi. in 
acelaşi tim p, ştiin ţă şi m etodă utilizabilă şi în alte ştiinţe.
Opticile noi în şliin ţă — informaţională şi sistemică — care au pătruns ir, toate 
ştiinţele sîn t proprii şi s. Mai m ult, formularea şi afirmarea lor datorează m ult s. 
Etapa informaţională a gîndirii s. începe cu teoria m atem atică a comunicaţiei, 
a lui CI. Shannon (1948). Teoria inform aţiei este considerată drept ram ură a 
m atem aticii, strins înrudită cu calculul probabilităţilor şi cibernetica şi care se 
ocupă cu problemele m atem atice ale obţinerii, transm iterii, stocării şi transfor
mării informaţiei. Modelul shannonian este statistico-probabiiisf. Conceptul 
central este cel al entropiei informaţionale ( I I )  care m ăsoară inform aţia medic 
(a unei surse), dar care poate fi înţeles ca un simplu indice de diversitate :

I I  =  - 2 .  p { log p i,

Pl fiind probabilităţile sau frecvenţele semnalelor sursei. Se cuvine menţio
nată  s. informaţională Onicescu * cu ale sale : energia informaţională * şi corelaţia 
informaţională *.
Etapa sistemică a gindirii s. reprezintă — după V. Săhleanu 28 — mai m ult 
decit o explici tare a ceea ce s-a realizat de-a lungul tim pului sau decît o tran 
scriere intr-o nouă terminologie. Teoria generală a sistemelor (L. von B erta- 
lanffy) şi cibernetica (X. Wiener) impun o reconsiderare a s.. Pe dc a ltă  parte , 
o serie de discipline noi — teoria jocurilor, teoria învăţării — fac apel la con
ceptele şi metodele s..
R ezu lta t al unui îndelungat proces, s. se prezintă cu un corp com un de n o ţiu n i, 
organizai în ju ru l conceptului dc probabilitate, de metode ştiin ţifice, elaborate 
de s. m atem atică, cu fundam entare epistemologică explicită şi cu o v a rie ta te  dc 
domenii de aplicare, acoperind practic na tu ra  şi societatea.
S. constituie in prezent un sistem cu o deplină coerenţă logică, ap tă  pentru  
explorare în activ ita tea  ştiinţifică ca şi ac tiv ita tea  de conducere a societăţii 
contemporane. !n domeniul ştiinţific, s. a dobindit o aplicabilitate generală. în 
prezent, se cuvine recunoscut că disciplinele, care dezvoltă direcţii can tita tive
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de cunoaştere, sîn t toate tribu tare  s. Aşa cum Ronald Fisher a rem arcat : 
„Către statisticieni ne îndreptăm  pentru  a răspunde la problemele cele mai 
serioase puse de marile aventuri ale epocii noastre. De fiecare dată  cînd se în tre
prinde ceva im portant, statisticienii sînt in culise. în  toate cercetările ştiin ţi
fice de bază, ei sînt cei care elaborează planurile de experienţă sau observaţii 
şi to t la ei se recurge pentru  a analiza rezultatele, pentru  a evalua constatările 
şi pentru  a separa faptele clar dem onstrate de cele ce mai cer confirmarea ’36. 
Cercetările ştiinţifice simt necesitatea unei „escorte statistice” în două momente 
fundam entale ale contactului cu obiectul lor : momentul empiric — culegerea 
şi prelucrarea faptelor brute, şi mom entul aplicativ, verificarea teoriilor pe 
calea confuntării cu realitatea. S. pune la dispoziţie tehnici şi procedee adecvate 
operaţiilor întreprinse în fiecare din cele două momente metodologice ale cu
noaşterii ştiinţifice. A jutorul solicitat s. de alte ştiinţe este facilita t prin ap ti
tudinea ei de acomodare la caracterul procesului investigat, prin eficacitatea şi 
economicitatea procedeelor sale.
Pe terenul ori în vecinătatea s. au ap ă ru t numeroase discipline şi teorii noi, 
cum sînt „m etriilc” (biometria, econometria, psihometria, sociocmetria, tehno- 
m etria, jurim etria etc.), cercetarea operaţională, cibernetica, teoria inform aţiei, 
teoria deciziilor ş.a.
A ceastă „explozie” a s. a făcu t să se răspundă la întrebarea ce este s. astăzi, 
cu urm ătoarea formulare : ,,s., în sensul cel mai larg, este matricea oricărei 
ştiinţe experim entale” , (M. G. Kendall), adică o disciplină metodologică care 
a r  trebui să fie fam iliară cercetătorilor, de exemplu, ca şi logica. Prezenţa s., 
ca furnizor principal de inform aţii, s-a socotit întotdeauna indispensabilă în 
activitatea de conducere. Dealtfel, cronologic, necesitatea s. s-a validat în practica 
conducerii. Astăzi este îndeobşte cunoscut că nu este posibil a conduce o 
politică economică şi socială m odernă fără s. Cu aparatu l subtil de investigare, 
calcul şi previziune la îndem ină, s. sprijină cunoaşterea realităţilor, fundam en
tează alternativele şi documentează opţiunile în dezvoltarea societăţii contem
porane. S. apare ca un instrum ent de studiu privilegiat la elaborarea deciziilor 
in mai bună cunoştinţă de cauză, indicînd incertitudinile care subzistă în con
diţiile unor informaţii prin natu ra  lor incomplete. De aici şi sublinierea rolului s. 
in procesele decizionale, ce ne conduce la Abraham W ald : „s. este o colecţie 
de m etode care ne perm it să luăm  decizii juste optime in caz de incertitud ine” . 
P en tru  dezvoltarea s. aplicative sîn t caracteristice şi schimbările în tehnicile 
de prelucrare a datelor. Introducerea metodelor informatice de prelucrare elibe
rează pe statisticieni de calcule îndelungate „neinteresante” şi le îngăduie să 
pună m ai m ult în valoare inform aţia statistică şi să m ărească potenţialul ei 
de cunoaştere. Ordinatoarele au creat posibilitatea să se abordeze noi tipuri de 
analiză, care nu erau de conceput cu tehnicile de calcul anterioare; ele a ju tă  
să se opereze pe un plan m ai larg şi într-un mod mai aprofundat în  analiza s. 
a fenomenelor. Astfel, tehnica electronică de calcul sporeşte forţa s . ; concep 'le 
şi metodele sale continuă să pă trundă cuceritoare şi înnoitoare în cele mai 
variate cimpuri ale cunoaşterii, p retu tindeni unde fenomenele sîn t de natură 
stohastică şi se supun legilor s.
M enţionăm că in ciuda im portanţei istoriei s., ca mod de gindire, nu există piuă 
in prezent decît 1rei lucrări consacrate acestei probleme : a lui V. John  (lSDt- — 
1900), fost profesor de s. la U niversitatea din Cernăuţi (1888) u , lucrarea similară 
a danezului H. Westergaard * (1853—1936), apăru tă  în 193 2 34, precum  şi lu 
crarea lui John Iioren (ed.) „The H istory  of S tatisties" (MacMillan, New York, 
1918).
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TEORIA PROBABILITĂŢILOR. Teorie m atem atică ce se ocupă de studiul 
fenom enelor întîm plătoare sau aleatoare utilizind în acest scop metodele deduc
tive ale m atem aticii. Fenomenelor aleatoare de masă le este caracteristică 
p roprieta tea  de stabilitate a frecvenţelor. Conceptul fundam ental de probabi
litate * corespunde in tu itiv  constantei în ju ru l căreia oscilează frecvenţele şi 
către care şirul acestor frecvenţe tinde eind num ărul probelor creşte nelim itat. 
E x is tă  păreri po triv it cărora t.p. nu ar fi m atem atică ci a r reprezenta o ram ură 
a logicii; după alţii, t.p. a r face parte  din studiul naturii. în  interpretarea pro
babilităţii, se distinge — cu oarecare convenţionalitate — o definiţie clasică 
şi o a lta  modernă, num ită axiomatică.
Istoric. Preocupările teoretice legate de probabilităţi au fost generate dc jocu
rile de noroc şi de asigurările de persoane. Cavalerul de Méré, om de spirit şi 
am ator de jocuri de noroc, s-a adresat lui B. Pascal (1623 — 1662) cu unele pro
bleme legate de jocurile cu zaruri şi cu şansele de cîştig în diferite situaţii. 
Curînd, de aceste probleme se interesează m atem aticianul P. Fermât * (1601 — 
1665) şi m atem aticianul ac tuar Chr. Huggens * (1629—1695). începuturile 
t.p. datorate acestor oameni de ştiinţă, la care se adaugă studiile lui Cardano, 
cu a sa „Liber de Ludo Aleae” (Cartea despre jocul de noroc), ap ă ru tă  în 1663, 
ş ia llu i Galileo privind erorile de m ăsurare, ca şi studiile desfăşurate de specia
liştii în teoria asigurărilor, se continuă rapid, culminînd cu lucrarea lui .7. Ber
noulli * (1654—1705), in titu la tă  „A rs Conjectandi” şi apăru tă  postum  (1713), 
în care se dă prima formă a legii num erelor mari. A . de Moivre * (1667 — 1754) 
face primele observaţii asupra legii normale, care va fi dezvoltată de C. F. Gauss* 
(1777—1855). Epoca clasică a t.p. este ilu stra tă  de P. S. Laplace * (1749—1827), 
a cărui concepţie este expusă mai cu seamă în „Théorie analytique des proba
bilités”  (1812) şi „Essai . . . ”  (1814). Rem arcabil este fap tu l că Laplace este 
p rin tre prim ii care se preocupă de aplicaţiile practice ale t.p., ceea ce prefigu
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rează constituirea statisticii m atem atice. C ontribuţii im portante se datorează 
lu i S. D. Poisson * (1781—1840), care a pus în evidenţă legea evenim entelor 
rare. ca şi şcolii ruse de t.p., reprezentată de P. L . Cebtşev * (1821 — 1894), 
A . M. Leapunov * (1857—1918) şi A . A . Markov * (1856—1922), care au dez
vo lta t teorema limită centrală* şi studiul variabilelor aleatoare dependente. 
Aceste şcoli naţionale contribuie la progresul t.p. Şcoala italiană este repre
zen ta tă  de Cantclli şi B runo de F in e tti; cea franceză este legată de numele lui 
E. Horei*  (1871-1956), P . Levy (1886-1972), M . Frechet* (1878 -1973 ): 
■cea germană a dat în special pei?. v. Mises * (1883—1953). Trebuie consemnate 
totodată lărgirea aplicaţiilor t.p. în diferite domenii şi progresul considerabil 
a l statisticii matematice *.
Faza m odernă a t.p. este m arcată în special de A . N . Kolmogorov * (n.1903), 
cu  a sa lucrare fundam entală „Grundbegriffe der W ahrscheinlichkeiten” (1933), 
în care este expusă axiom atizarea probabilităţilor. A lte contribuţii ale p roba
biliştilor sovietici dezvoltă această teo rie : S. N . Bernstein* (1880 — 1968), 
cari a sin te tiza t realizările şcoliilor franceză şi rusă. A . A. H incin * (1894 — 
1959), care a dezvoltat teoria proceselor aleatoare staţionare, N. S. Smirnov * 
(1900—1966), care a pus bazele teoriei metodelor ncparam etrice. Şcoala 
rom ână de t.p., legată de numele Acad. O. Onicescu* (1892—1983) şi Acad. 
Oh. Mihoc* (1906—1981), are contribuţii originale la t.p., ale căror începuturi 
datează încă din deceniul al patru lea. Cercetătorii români sint printre primii 
care au stud iat teoria lanţurilor Markov, au introdus noţiunea de probabili
ta te  inversă, au rezolvat problema lim ită centrală pentru  lan ţu ri Markov 
finite omogene, au introdus un  nou tip de dependenţă a variabilelor aleatoare 
(dependenţa cu legături complete). T.p. şi-a lărgit aplicabilitatea în ultimele 
decenii, pu ţin d  fi am intită  contribuţia sa la teoria informaţiei, teoria fiabilită
ţii, teoria aşteptării, controlul statistic al calităţii, teoria sistemelor.
Stadiul actual. P roblem atica t.p. este deosebit de vastă. Ca orice teorie m ate
m atică t.p. operează cu concepte abstracte, relaţiile dintre acestea fiind de 
n a tu ră  logică. E a  sc construieşte plecînd de la anumite noţiuni de bază definite 
cu a ju to ru l obiectelor fundam entale ale m atem aticii (mulţimi, relaţii, aplicaţii 
etc.) şi satisfăcînd un  sistem determ inat de axiome. Alegerea noţiunilor şi a 
axiomelor este călăuzită de preocuparea de a adapta la maximum conceptele 
noi, astfel elaborate, la conţinutul „ in tu itiv” al situaţiilor naturale ce se cer 
analizate. A tit istoria cît şi dezvoltările recente ale t.p. atestă  interesul pentru 
cunoaşterea şi explicarea anum itor legităţi ale existenţei reale. în  1923, Borel 
scria stric t vorbind, s-ar pu tea  considera o teorie (t.p. — n.n.) pur logică,
fără a se preocupa de exisLenţa posibilă a aplicaţiilor sale, dar o astfel de teorie 
ar fi un cu ra t joc de gîndire fără  interes, care nu ar merita numele de ştiin ţă” . 
Lucrările moderne, în special ale lui A. N. Kolmogorov, au făcu t din t.p. o 
ram ură a ştiinţelor matem atice logic construită, asemenea geometrici, plecînd 
de ia axiome (teoria axiomatică a probabilităţii întem eiată pe teoria mulţimilor). 
O  abordare a t.p. pe această linie m odernă sc datorează lui O. Onicescu şi este 
prezen tată  în „Principiile teoriei probabilităţilor” (1969). Cit priveşte domeniul 
actual al t.p., în general se disting două p ă r ţ i : partea clasică, în care sc studiază 
spaţiul de probabilitate şi variabilele aleatoare definite pe el, şi partea modernă, 
consacrată proceselor stohasticc. Partea din urm ă se numeşte şi dinamica 
t.p. fa ţă  de cea d in tîi care apare ca o ştiin ţă a structurii obiectelor acestei teorii. 
Probabilitate. Caracterizează gradul de posibilitate a producerii unui eveniment 
in condiţii bine determ inate. Procesul de determinare a p. unui evenim ent este
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to t a tl t  de complex ca şi natura  fenomenelor. în  primă abordare — abordare 
clasică — , p. unui evenim ent este raportu l dintre num ărul rezultatelor (cazu
rilor) favorabile producerii acestui evenim ent şi num ărul to ta l al rezultatelor 
(cazurilor) egal posibile (egal probabile). Astfel, p. căderii pe „ fa ţă” a monedei 
la jocul „ fa ţă  sau revers” este 1 /2 ; cînd se trage o carte in tr-un  joc de 52 de 
cărţi, p. de a obţine un caro este 13/52, o carte roşie 1/2, o carte roşie sau o 
carte neagră 1 (certitudine), o carte care să nu fie nici roşie, nici neagră 0 (impo
sibilitate). P en tru  ca definiţia să fie valabilă, trebuie satisfăcută condiţia de 
„echiprobabilitate a evenim entelor elem entare” ( de unde, In exemplele consi
derate, monedă omogenă, pachet de cărţi de joc standard) şi condiţia de„spaţiu 
finit de evenim ente” .
P. clasică este uneori num ită p. apriori (alteori p. teoretică), deoarece poate fi 
enun ţa tă  dinainte, fără experimentare prealabilă. De exemplu, ştiind că în 
jocul d e 'că rţi sîn t 4 valeţi prin tre  cele 52 de cărţi ce se po t trage succesiv, la 
întim plare, atunci P (valet) — 4/52 =  1/13 =  0,077. în  fapt, există numeroase 
fenomene aleatoare în care evenimentele elementare nu se po t socoti şi deci 
evaluarea apriori a unei p. apare imposibilă (şi din incapacitatea de a verifica 
ipoteza echiprobabilităţii). Regula clasică devine, bunăoară, inaplicabilă pen tru  
calculul p. ca o persoană, astăzi în v iaţă, să supravieţuiască un  an, doi ani, trei 
ani. . . .  sau p. cu care peste o regiune geografică dată  va cădea ploaie în tr-un 
in terval de timp dat. Ca urm are, s-a recurs utilizînd un num ăr mare de obser
vaţii, Ia o evaluare (statistică) a frecvenţei relative a evenim entului şi s-a con
venit să se adopte această frecvenţă drept p.
Tabela de m ortalitate, construită pe bază de date statistice, indică, de pildă, 
p. ca o persoană de vlrsta x  să ajungă la virsta x  +  1.
A bordarea p. ca un concept experimental îşi are tem eiul în una din însuşirile 
fundam entale ale fenomenelor aleatoare, anume stabilitatea frecvenţelor relative : 
la capătul unei lungi serii de repetări ale probei, este practic sigur că frecvenţa 
relativă a evenim entului va fi aproxim ativ egală cu p.
Exemplu. Dacă se aruncă un zar (perfect simetric din punct de vedere geometric 
şi omogen în repartiţia  m ateriei din care este construit) de repetate ori şi se 
notează frecvenţa lui 6, se constată că frecvenţa de apariţie a acestiui num ăr de 
puncte tinde — pe m ăsură ce num ărul de aruncări creşte — să se stabilizeze 
in ju ru l valorii 1/6, adică a valorii p.
Probabilitate subiectivă. E ste  o codificare de inform aţii (sau, pen tru  a relua 
o form ulă sugestivă, „traducerea bunului sim ţ în cifre”), em anată de la o 
persoană interesată în evaluarea probabilităţii. U n conducător, spre exemplu, 
care trebuie să ia o decizie privind o anum ită comportare în activ ita tea  pe care 
o conduce, intuieşte, pe baza inform aţiei apriori, mai m ulte posibilităţi de ac
ţiune despre al căror rezu lta t nu este sigur. în  această situaţie, el evaluează 
şansele de reuşită ale unei acţiuni sau alteia. Fireşte, in terpre tarea probabi
lită ţii ca lim ită de frecvenţă relativă nu are sens. Ca urm are, subiectul deciziei 
va ii îndem nat să codifice inform aţia de la 0 la 1 şi, astfel, să ierarhizeze opţiu
nile respective. Probabilităţile a tribuite se interpretează ca un pariu echitabil. 
Presupunînd probabilitatea 0,6 pen tru  opţiunea întîia, înseamnă că, dacă 
conducătorul ar trebui să parieze un leu, el pariază 60 de bani pe un rezultat 
pozitiv  şi 40 bani pe un rezu lta t c o n ta r : o asem enea diviziune a riscurilor 
a r  fi coerentă cu întreaga informaţie rn  posesia sa. Abordarea subiectivă a 
p robabilităţii a fost introdusă în 1926Î de F rank  Ram sey în lucrarea sa „The 
Foundation  of M athematics and O ther Logical E ssays” . Conceptul a fost dez
v o lta t de Bernard Koopman, R ichard Good, Bruno de F inetti şi LeonSrd
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Savage. Precursor al conceptului de probabilitate statistică trebuie considerat 
Thomas Bayes” * (1702—1761) (inferenţa bayesiană).
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STATISTICĂ MATEMATICĂ. Disciplină m atem atică] consacrată elaborării 
noţiunilor şi metodelor specifice studiului sta tistic  al fenom enelor de masă. 
Bazată pe teoria probabilităţilor *, din care s-a desprins, s.m . oferă m etodele 
generale dccurgind din caracterul abstrac t al relaţiilor tra ta te . In tr-o  formu
lare mai generală, s.m. se ocupă cu gruparea, analiza şi in terp re tarea  datelor 
referitoare la anum ite fenomene, precum şi cu unele previziuni privind produ
cerea lor în viitor. Spre deosebire de teoria probabilită ţilo r al cărei demers este 
deductiv, s.m. urmează calea inductivă : pornind de la cunoaşterea modului 
de repartizare a frecvenţelor statistice, s.m. îşi propune ca prin m etode induc
tive să obţină inform aţii referitoare la legile de probabilitate ale fenomenului 
care a produs frecvenţele. în  domeniul s.m . se includ : teoria sondajului * — 
formularea principiilor şi procedeelor de prelevare a eşantioanelor şi de prelu
crare a datelor de observaţie p o triv it cu regulile calculului probabilităţilor, in 
scopul de a dobîndi can tita tea  de inform aţie necesară estimării param etrilor 
populaţiei reprezentate : teoria eslimaţiei * — construirea form ulelor care să 
perm ită evaluarea param etrilo r unei populaţii pe baza informaţiei rezultate 
din cercetarea pe eşantion : verificarea ipotezelor statistice * — elaborarea 
m etodelor cu a ju to ru l cărora să se judece valabilitatea ipotezelor privind para
m etrii sau forma de repartiţie  a unei populaţii (pleeînd de la eşantion) ;. teoria
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deciziilor statistice — stabilirea metodelor de inferenţă statistică aplicabile la 
luarea deciziilor In co n d iţiile  incertitudine (alegerea între alternative cu inclu
derea in calcul a repercusiunilor acţiunii).
Adesea, term enul s.m. este folosit pen tru  a denumi partea  „ inductivă” a  s ta 
tisticii, adică partea de analiză a inform aţiei obţinute pornind de la  un meca
nism aleator. D istincţia între sta tistica  analitică şi sta tistica  descriptivă a r  
corespunde aproxim ativ îm părţirii in  s.m . şi sta tistică  elem entară. S.m. s-a 
dezvolta t însă ca o disciplină p u r formală, în  care num ărul este s tu d ia t in afara 
oricărei referinţe la lucrul num ărat. Ca disciplină m atem atică specializată, 
s.m . se ocupă de aparatu l m atem atic u tilizat în statistică ca mijloc de a trage 
pe deplin foloase din can tita tea  de inform aţie conţinută în datele statistice. 
Istoric. Începuturile s.m. sînt prefigurate în special în  lucrările lu i Laplace. 
Constituirea ei — spre sfîrşitul sec. al X lX -lea  — a fost pregătită de discipline 
ca : teoria probabilităţilor, statistica demografică, teoria erorilor, teoria seriilor 
dinamice, uncie contribuţii ale psihologiei şi sociologiei. Crearea ei este legată 
de şcoala anglo-saxonă de s.m., legată în special de numele lui Fr. Galton * 
(1828—1911) şi K. Pearson * (1857—1936), a  cărui carte fundam entală „T he 
Gram m ar of Science” (1892) m archează un  nou m od de gîndire sta tistică . 
S tudiul re laţiilor dintre variabile de către K. Pearson, în ju ru l anului 1890, 
a dus la form ularea unor concepte şi m etode care constituie şi astăzi corpul 
s .m .; corelaţia şi regresia (indicate de F . Galton), sondajul, criteriul x2» for
m ula t de F. Ile lm ert (1875) şi independent de K . Pearson, ca şi a lte  metode. 
Ele sint dezvoltate de o întreagă pleiadă cuprinzînd pe : G. V . Yule * (1871 — 
1951), VV. .8. Gosset* (1876—1937), cunoscut sub pseudonimul de Student, 
şi m ai ales l i .  A. I'isher * (1890—1962). Progrese im portante se realizează în 
teoria eşantioanelor.
începu tu l a fost m arcat de cercetările lui S tudent şi Fisher. S tudent a  prezen
ta t in 1908 una din cele mai im portante repartiţii statistice — aşa-num ita 
repartiţie  t, provenind dintr-o problem ă de eşantioane mici. în tr-o  succesiune 
rapidă, F isher a descoperit repartiţia , in eşantioane dintr-o populaţie norm ală 
a  coeficientului de corelaţie, a coeficienţilor de regresie, a coeficienţilor de core
laţie m ultiplă şi a raportu lu i de varianţe, cunoscut ca raportu l F. In tre  1925 
şi 1935, s-au elaborat : teoria estim aţiei. sub influenţa lui Fisher şi teoria tes
tării ipotezelor, inspirată de Egon Pearson * (1895—1980) şi Jcrzij Neyman  * 
(1894—1981). Paralel cu dezvoltările teoriei sondajelor, se află în  progres re
m arcabil teoria planificării experim entelor, bazată pe lucrările lui Fisher 
asupra experimentării în agrobiologie. Au apărut apoi lucrările lui W illiams 
Shewhart (1891—1967), care au fost larg extinse la metodele utilizate de indus
trie pen tru  controlul statistic  al calităţii şi fiabilităţii. în  perioada celui de-al 
doilea război mondial, impulsuri noi au venit de la Abraham Wald * (1902— 
1950), au toru l teoriei testu lu i secvenţial. Wald a avu t în vedere o abordare 
mai generală, care s-a un it cu ideile lui Neyman despre testarea ipotezelor şi 
s-a dezvoltat intr-o teorie de marc atracţie  intelectuală — teoria funcţiilor de 
decizie. A lţi au tori de prestigiu. John W ishart şi M . G. Kcndall * (1907—1983) 
în Anglia, Ilarold Ilotelling * (1890—1973) şi Samuel Wilks in S.U.A., Corrado 
G in i*  (1884—1965) în Italia, S. X. Roy şi R. C. Rose în India, d a r m ai 
ales P. C. Mahalanobis * (1893—1972), liagnar Frisch * (1894—1973) în Nor
vegia. V. .S, Nemcinov * (1894—1964) în U .R .S .S ., adaugă un m are num ăr de 
noi rezultate, mai ales în domeniul analizei multidimensionale. Expansiunea 
cercetării ştiinţifice din ultim ele decenii, pe căi originale, a dus la descoperirea 
de procedee de investigaţie din ce în ce mai elaborate, mal eficiente şi la 
cucerirea unor noi sfere de aplicaţie statistică.
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Planificarea experimentelor * (experimental designs) a fost domeniul predilect 
al celebrei „R otham sted  Experim ental S tation” clin Anglia, unde intre anii 
1919—1930 au lucrat R. A. Fisher şi o seric de a lţi savanţi. Şcoala a fost 
continuată în S.U.A., la Iowa State College, L aboratorul de statistică, ci: re
prezentanţi rem arcabili ca G. IV. Sneclccor * (1881—1974), W. G. Cochran 
(1909—1980). G. Cox şi alţii. Analiza factorială iniţiată m ai ales de psihologi 
a  fost reprezentată de C. E. Spcarman * (1883—1945), L. C. Thurstone, C. B uri,
G. H. Thompson şi l i .  Ilotelling  * (1890—1973). în  ultimele decenii interesul 
s-a înd rep ta t spre teoria funcţiilor de decizie statistică, teoria metodelor i • pa
ram etrice, analiza multidim ensională, inferenţa statistică pentru procese sto- 
hastice.
Cu to tu l rem arcabilă este lărgirea cîmpului de aplicare a metodelor s.m. în bio
logie, agricultură, controlul calităţii. Contribuţii deosebite la dezvoltarea con
tro lu lu i sta tistic  a! calităţii are IV. .4. Shewhart (1891 — 1967), care şi-a expus 
principiile in 1931, in lucrarea ..Controlul economical calităţii produselor indus
tr ia le” şi in „Metoda statistică din punctul de vedere al controlului călită*.ii” , 
in colaborare cu \Y. E . Deming (1939). La dezvoltarea s.m. o contribuţie im 
portan tă  are revista „B iom etrika” , înfiin ţată de F. Galton şi K. Pcarson in 
1901 şi in care s-au publicat numeroase studii ale şcolii anglo-saxone. T rep ta t, 
au fost înfiinţate şi alte reviste de s.m. în numeroase ţari.
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STATISTICĂ DESCRIPTIVĂ. 1. (ist.) Fază a statisticii în sec. X V II —X 'X .
2. P arte  a statisticii avînd ca obiect culegerea şi clasificarea datelor statistice 
şi, pc această bază structurală, descrierea fenomenelor investigate. După G. 
Calot, s.d. încearcă să rezume can tita tiv  inform aţia culeasă asupra unui uni
vers concret cu aju torul unei cercetări exhaustive : scopul ci nu este de a
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explica ci de a descrie, de a pune in evidenţă esenţialul, de a  realiza sinteze 
cu a ju to ru l unui limbaj numeric. în  demersul său descriptiv, s.d. porneşte de 
la observarea masei de fenomene singulare, m aterializată In strlngerea datelor 
dc bază, originale. D atele observării, neavînd o semnificaţie simplă şi imediată, 
sînt supuse apoi unor operaţii de prelucrare pentru  a le aduce la o formă clară 
şi utilizabilă. în  prelucrarea iniţială, operaţia de prim  ordin este gruparea; 
repartiţiile  statistice, rezu lta te  din grupări sc prezintă în tabele şi, dacă îm pre
jurările  o cer, se transpun  în grafice.
O dată ce m aterialul sta tistic  a fost „ tu rn a t în form e” convenabile, se caută 
param etrii care po t descrie cel mai bine cimpurile de variabilitale după diferi
tele lor caractere. Obiectivul este atins prin  calcule de valori relative, valori 
medii, dispersii, abateri şi alte  valori tipice. Un alt grup de preocupări vizează 
o formă de realita te  superioară în care se integrează populaţia  statistică 
observată şi se concretizează in prelucrarea aprofundată a legăturilor dintre 
elementele populaţiei. Procedeele ce se folosesc sînt m ultiple ; de ele se ocupă 
teoria asocierii, regresiei şi corelaţiei. în tre  s.d. şi statistica m atem atică există 
o sim etrie : populaţie — spaţiu  de evenim ente elementare ; frecvenţă — pro
babilitate, repartiţii empirice — repartiţii teoretice, variabilă statistică — 
variabilă aleatoare, medie statistică — speranţă m atem atică (media unei 
variabile aleatoare). Legătura d in tre s.d. şi statistică m atem atică se realizează 
prin  conceptul de p robabilitate. A şadar, s.d. trebuie considerată o etapă a 
demersului sta tistic , o fază in troductivă a acestuia. în  general, domeniul ei 
cuprinde : repartiţii empirice, tabele statistice, reprezentări grafice, indicatori 
de poziţie, dispersie şi concentrare, repartiţii bidimensionale, regresie şi core
laţie, la care se adaugă seriile cronologice şi indicii care se aplică la fenome
nele economice.

B IB L IO G R A F IE
GÉRARD CALOT, Cours de statistique descriptive, Deuxième édition, Dunod, 

Paris, 1973.

STATISTICĂ INFORMAŢIONALĂ OMCESCU. Are drept domeniu pro
prietăţile  globale de sistem ale uneia sau mai m ultor populaţii (sau repartiţii). 
A fost form ulată în 1966, ca dezvoltare a teoriei m atem atice a inform aţiei a 
lui Ch. Sbannon, prin  introducerea conceptului de energie informaţională *. 
Kncrgie informaţională. Fie S un sistem cu un num ăr fin it de caracteristici 
Vj, Y2, . . . ,  Y„ cu probabilităţile (sau frecvenţele sau ponderile) respective

n
Pj, p2, . . ., pn. Expresia E =  J J  p res te  num ită (după forma ei, fără altă semni-

*=1
ficat ie mecanică) e.i.
Valoarea m axim ă este realizată cînd sistem ul arc o stare de determinare sta tis
tică, adică una dintre p robabilită ţi are valoarea 1. Valoarea minimă este ob
ţinută pentru  sistem ele cu stare de nedeterminare (statistică) completă, adică 
toate  stările au aceeaşi p robabilitate. Deci

1
—  <  E  sg 1. 
n

Corelaţie informaţională. Dacă pv  p2, . . - , pn şi respectiv qv  q2, . . . .  q„ sînt 
p robabilităţile  (frecvenţele sau ponderile) a două sisteme şi S„ rela tiv  la
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aceleaşi caracteristici comune Yr , Y2, , . Y„, expresia

«

C12 =  £  P ili

reprezintă c.i. a celor două sisteme re lativ  la  sistemul de caracteristici Yt , Y t , • ■ •

Corelaţia unui sistem cu el însuşi este identică cu energia inform aţională. în  
general

Dacă C12 =  0, cele două sisteme sînt „stră ine” intre ele ; n-au nici o 
caracteristică comună (din punct, de vedere statistic , bineînţeles).
Coeficient de corelaţie informaţională între ,S'j şi S2. E ste  definit de expresia

Teoremă importantă. r12 =  1 dacă şi num ai dacă cele două sisteme au  rep artiţii 
identice (slut identice din punct de vedere statistic), c.c.i. constituie instru
m entul principal în studiile şi aplicaţiile statisticii informaţionale.
Cazul n >  2. Definiţiile şi p roprietăţile  corelaţiei inform aţionale se generali
zează direct pen tru  orice num ăr fin it de sisteme.
Dacă n oo şi seriile care definesc energia inform aţională şi coeficientul res
pectiv  sîn t convergente, definiţiile şi proprietăţile enun ţa te  răm în valabile. 
Dacă repartiţiile  sîn t continue şi pt(x) sînt densităţile respective, generali
zările noţiunilor inform aţionale se ob ţin  fără vreo modificare esenţială. De 
pildă, coeficientul de corelaţie pentru  două repartiţii continue cu densităţile 
Pj(x), p»(x) este da t dc expresia

fără a face ipoteze sau a introduce condiţii noi. Conceptele şi metodele sta tis
ticii inform aţionale Onicescu cunosc o largă aplicare în economie, demografic, 
m arketing 6, sociologie -, pedagogie 3 etc. O aplicaţie recentă este econometria 
inform aţională. O dezvoltare a energiei inform aţionale se datorează lu i Crcsin 1 ; 
o încercare de generalizare a făcut Gh, Mihoc 2.

0 c12 ^  1 .

e12 S  P i Q i

12 "  v £»£* l/(S p |)(S 9f)

în  general.
0 <  r sg 1 .

i
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STATISTICĂ ECONOMICĂ. Disciplină care are ca obiect studiul sta tistic  
al fenomenelor şi proceselor economice de masă. Sub term enul de s.e. sc reu
neşte întregul studiu sta tistic  al vieţii economice în ansam blul său şi diferen
ţia tă  pe ram uri economice. în  mod corespunzător sc disting : s.e. generală 
şi statisiica de ramură *. Capitolele im portante ale s.e. generale s i n t : statistica 
avuţiei naţionale, statistica produsului social, statistica venitului naţional, 
sistem ul de balanţe al economiei naţionale (balanţa reproducţiei produsului 
social şi a venitu lu i naţional, ba lan ţa  legăturilor dintre ram uri, balan ţa  avu 
ţiei naţionale, ba lan ţa  muncii). Uneori, prin  s.e. se înţelege, în  esenţă, statisiica 
social-economică, care cuprinde studiul sta tistic  nu num ai al fenomenelor eco
nomice, dar şi al tu tu ro r celorlalte fenomene sociale. In  acest context se mai 
includ : sta tistica  populaţiei (statistica demografică — cu cea mai veche tra
diţie), sta tistica  învăţăm întulu i, s ta tistica  sănătăţii şi ocrotirii sănătăţii, s ta 
tistica  judiciară ctc. Procesul de diversificare a sta tistic ii pe ram uri este în 
continuă desfăşurare.
Domeniui predilect al s.e. : m etoda balanţelor, seriile cronologice, indicii, ana
liza tend in ţe lo r; contribuţii im portan te : E. Laspegres* (1834—1913); Fr. 
Y. Edgeworth * (1845 -1 9 2 6 ); E. Fngel * (1821-1896), I. Fisher * (1 8 6 7 - 
1947). I I . Paasche * (1851-1925), W. M. Persons şi alţii.
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5. Dicţionar statistic-economic, ed. a Il-a , D irecţia C entrală de Statistică, Bucu
reşti, 1969.

6 . DUMAS, R ., L'entreprise et la statistique. Tom e I. Dunod, Paris, 1967.
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STATISTICĂ ANALITICĂ (inductivă sau inferenţială). P a rte  a sta tistic ii care 
cuprinde metodele de apreciere critică a valabilităţii param etrilo r empirici : 
p arte  centrală a statisticii m atem atice. Param etrii calculaţi sînt definiţi şi 
precişi (cu condiţia aplicării unor procedee corecte) num ai în  ce priveşte colec
ţia  de un ită ţi observate ; ei pot fi lua ţi d rept reflectări m ai m ult sau mai puţin  
deform ate ale unor param etri în tr-o  populaţie m ai întinsă, reală sau ipotetică, 
cunoscută sau necunoscută. Pentru  estim aţii dincolo de datele disponibile, se 
aplică metodele de inferenţă statistică, in trînd  în acţiune, ca un instrum ent 
com plem entar, conceptul de probabilitate. Mai întîi, p rin  inducţii d irijate şi 
controlate, se dezvăluie modelele teoretice (probabiliste) aplicabile observa
ţiilor ; apoi, reprezentările concrete sîn t confruntate cu modelele induse şi se 
formulează — în term eni de probabilitate — gradul de încredere ce se poate 
acorda concluziilor. E ste  evident că un astfel de demers com portă un risc de 
eroare, imposibil de anulat. Se recurge la calculul probabilită ţilo r pen tru  a 
măsura acest risc şi a selecţiona procedurile care să-l minimizeze pe cit este 
posibil.
Cea m ai m are parte  a cercetărilor statistice — chiar cînd par exhaustive — 
au ca obiect „eşantioane” dintr-o populaţie infinită şi im pun parcurgerea com
pletă a drum ului metodologic sch iţa t. Trebuie să adm item  că, dacă nu s-ar 
realiza saltul spre utilizarea probabilităţilor, statistica nu s-ar elibera nicicînd 
de cazurile particulare şi vederile sale a r  fi extrem  de lim itate. P robabilitatea 
„im prim ă marca de adevărat obiect al ştiin ţei statistice. Cei ce nu vor să se 
uite la  această marcă pot, totuşi, să facă ştiin ţă  bună dacă m arca există. 
D ar ci nu o ştiu sau. mai curînd, nu vor să o ştie. Dacă, însă. această marcă 
nu există, simpla elaborare a datelor statistice constituie o muncă zadarnică, 
o moară care se învîrte în gol. Acesta este riscul em piriştilor pu ri” (Onicescu). 
Noţiunile de statistică şi p robabilităţi formează aceeaşi linie de gîndire, care 
oferă cadrul conceptual capabil să depisteze structurile  ascunse sub m u lţi
mea faptelor observate. în  sensul m odern al term enului, statistica este 
privită to t mai m ult ca „ştiin ţa  in terpretării faptelor prin  raportare  la modele 
probabiliste” .
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STATISTICĂ TEORETICĂ (teorie a statisticii). 1. Sinonimă cu sta tistica  
m atem atică 3 ; 2 . term en  m ai general cuprinzind statistica m atem atică 4, unele 
metode şi concepte cum  a r  fi seriile cronologice, indicii, metode elaborate de 
psihologie şi alte discipline, avînd un caracter de maximă generalitate ; 3. teorie 
a unui domeniu lim ita t în care se aplică metodele statistice : teorie a statisticii 
sociale, teoria sta tistic ii economice ; expune obişnuit metodele statisticii 
descriptive adap ta te  la domeniul respectiv ; 4. term enfolosit pen tru  a marca 
diferenţa fa ţă  de sta tis tica  aplicată.
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STATISTICĂ DE RAMURĂ. P a rte  a statisticii social-economice, reprezen- 
tind  aplicarea m etodelor sta tistice  la  studiul unei ram uri a economiei naţio
nale : s ta tistica  industriei, s ta tis tica  agriculturii, statistica comerţului etc. 
Fiecare s.r. se bazează, pe de o p arte , pe principiile unitare ale teoriei statisticii, 
iar pe de altă  parte, pe tezele ştiin ţelo r speciale care studiază esenţa fenome
nului supus cercetării. în  cadrul s .r . se aplică şi se diferenţiază procedeele sta
tistice şi indicatorii sta tistic i in  funcţie de specificul obiectului de studiu. 
Pentru  a pune în evidenţă procesele, interdependenţele unei ram uri, s.r. poate 
folosi şi alte metode can tita tive decît cele stric t statistice.
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STATISTICĂ ACTUARIALĂ. Are ca obiect fenomenele ce pot constitui 
riscuri asigurate : incendiul, cutrem urul, grindina, inundaţia, epizootiile (asi
gurări de bunuri) sau m oartea asiguratu lu i, accidentele (asigurări de persoane) 
urm înd să stabilească frecvenţa, regularita tea  şi întinderea pagubelor ce le 
po t produce în  vederea analizării posibilităţilor de cuprindere a acestor feno
mene în sfera asigurărilor, ca riscuri asigurate, a stabilirii cuantum ului prim elor 
necesare acoperirii acestor riscuri şi determ inării mărimii sum elor asigurate, 
în  s.a. se folosesc teoria probabilităţilor şi s ta tistica  m atem atică, se efectuează 
calcule actuariale, se întocmesc tabele actuariale de m ortalita te  etc. S.a. cu
prinde : funcţiile biometrice, construirea tabelelor de m ortalita te , studiul ren 
telor viagere, al rezervei m atematice, al asigurărilor de diferite tipuri etc. 
Din punct de vedere istoric, s.a. şi, mai general, m atem atica ac tuaria lă  a evo
lu a t în strinsă legătură cu teoria probabilităţilor şi demografia, 
în  România, s.a. s-a dezvoltat graţie lucrărilor unor m atem aticieni şi s ta tis ti
cieni ca : M. Saniclevici, M. Praporgescu, Gh. Mihoc * (1906—1981), legate de 
nevoile asigurărilor de viaţă.

B IB L IO G R A F IE
1. MIHOC, Gh., Tratat de matematici actuariale, Biblioteca Institu tu lu i de 

statistică, actuaria t şi calcul al U niversităţii din Bucureşti, Bucureşti, 
1943.
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STATISTICĂ OFICIALĂ. Institu ţii de statistică ale sta tu lu i, îm preună cu 
ac tiv ita tea  desfăşurată de acestea în domeniul culegerii, prelucrării şi publi
cării datelor statistice. Institu ţiile  respective poartă denumirea de oficii cen
tra le  de statistică, birouri naţionale de statistică, in stitu te  centrale de s ta 
tistică, direcţii centrale de statistică, existînd astăzi în m ajoritatea covîrşitoare 
a ţărilor. P rintre a tribu ţiile  acestor in stitu ţii figurează efectuarea de recensă
m inte şi anchete statistice, înregistrarea preţurilor, întocmirea conturilor naţio
nale, publicarea de anuare statistice.
în  cadrul cooperării internaţionale, institu ţiile  naţionale de statistică furni
zează date Organizaţiei N aţiunilor Unite (Biroul de S tatistică, D ivizia de 
Populaţie etc.) şi organismelor din cadrul O.N.U. (F.A.O., O.M.S., UNESCO.
B.I.T . etc.) care publică anuare internaţionale, studii etc. în  ţările dezvoltate, 
oficiile naţionale de sta tistică  au fost organizate în cursul sec. al X lX -lca. Un 
rol im portan t In această p riv in ţă l-au avu t Congresele in ternaţionale  de sta
tistică (primul — 1853) şi Institutul Internaţional de Statistică *. în  perioada 
postbelică, rolul hotărîtor îl au Comisia de S tatistică a O.N.U. şi Biroul de Sta
tistică O.N.U., precum şi Comisiile economice regionale. In  cadrul Comisiei 
Economice O.N.U. pentru  E uropa funcţionează Conferinţa statisticienilor 
europeni.
în  unele ţă ri se face distincţia în tre  statistica generală a statului, reprezentată 
de Oficiul naţional de sta tistică  şi statistica departamentală (-» şi Sistem infor
maţional statistic).
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II. CATEGORIILE ŞIIXŢEI STATISTICE

FEXOMEN DE MASĂ (gr. phainomenon — ceea ce a p a re ) . în  raportu l dialec
tic d in tre esenţă şi fenomen, acesta din urm ă exprim ă trăsă tu rile  individuale, 
exterioare, în tim plătoare şi vremelnice ale obiectelor, t r ă s ă tu r i  prin care dome
niile realităţii se m anifestă nemijlocit şi m ultiplu. Ca no ţiune  generală, feno
menul reprezintă orice proces din n a tu ră  şi societate (procese fizice, chimice, 
biologice, economice, sociale). E lem entul particular a l  f.m. este conferit de 
fa p tu l că el se constituie sub acţiunea colectivă şi r e p e ta tă  a unui num ăr mare 
de factori in tim plători şi că deci pen tru  punerea în  ev iden ţă  a  esenţei este 
nevoie de un  num ăr m are de cazuri. Form area p re ţu rilo r  pe p ia ţa  neorgani
zată presupune un  num ăr m are de producători care îş i  confruntă cantităţile 
de m uncă individuală ; formarea unui comportam ent dem ografic in sinul unei 
populaţii presupune, pe de o parte, un  num ăr mare d e  persoane, iar pe de 
a ltă  parte, un  num ăr mare de factori sociali, culturali, educaţionali, psihologici, 
din a căror influenţă şi combinaţii se constituie o a n u m ită  atitudine fa ţă  de 
familie, fa ţă  de num ărul de copii etc. Denumiri sinonim e : „fenomen statis
tic ” , „fenom en colectiv” . Un term en mai vechi „fenom en atip ic”, mai puţin 
uzita t, exprim ă sugestiv trăsăturile unui f.m ., fenom en care nu se poate re
produce în mod identic aproape niciodată.
E'.m. ne duce la problema raportu lu i dintre necesitate şi întîm plare, dintre 
legea statistică * şi legea dinamică, dintre modelul slohastic * şi cel determ inist, 
cu largi in terpre tări şi implicaţii a t î t  pe plan filozofic c ît şi în domeniul statistic.
F .m . se întîlncsc aproape in toa te  domeniile ştiinţei ş i a]e activ ităţii sociale. 
Sub aspectele cele m ai complexe ele apar însă în dom eniul social. în  cadrul 
fenomenelor sociale se ivesc forme de relaţii cauzale deosebit de complexe : 
afară de cauzele esenţiale şi neesenţiale intervin lan ţu rile  de evenimente cau
zale, în care se integrează, ca o verigă, scopurile um ane _  personale şi sociale. 
Fenom enalitatea neobişnuit de bogată a vieţii sociale ridică cele mai m ari 
dificultăţi in stabilirea schemelor fenomene — cauze supuse analizei statistice.
LEGE STATISTICĂ (stohastică). Lege care guvernează com portam entul 
fenomenelor de masă, descriind relaţii cauzale statistice *. Particu larita tea  esen
ţia lă  a I.s. constă în fap tu l că ea este stabilită  şi nu valorează decît statistic, 
adică aplicată num ai unei mase de evenimente cu s tru c tu ră  completă şi nici
decum cazurilor particu lare . O astfel de lege se realizează ca o tendin ţă  predo
m inantă, ca o necesitate care îşi croieşte drum  p rin tr-u n  num ăr foarte mare 
de întîm plări şi care se m anifestă in aceste intîm plări ca medie a unui num ăr 
mare de abateri întim plătoare.
L.s. este una din formele de m anifestare a  conexiunii universale a fenomenelor 
din n a tu ră  şi societate. N oţiunea opusă şi com plem entară a l.s. este legea dina
mică (determ inista) a cărei definiţie este urm ătoarea ; valorilor stric t deter
minate. ale unor factori le corespund intotdeauna valori stric t determ inate ale 
mărimilor dependente dc aceşti factori.
In cazul legii dinamice, raporturile  cantitative dintre m ărim i răm în adevărate 
pen tru  fiecare caz individual, pen tru  fiecare elem ent a i colectivităţii supus 
acţiunii legii respective. Un exemplu este legea atrac ţie i universale. în  tim p ce 
legea dinam ică descrie com portam entul riguros al uno r sisteme sum ative şi 
închise şi deci prevederea riguroasă a  stărilor ulterioare ale unor asemenea 
sisteme, l.s. exprim ă com portam entul sistemelor complexe> integrative şi des
chise.
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Introducerea l .s . In metodologia ştiinţei a fost stim ulată In mod deosebit de 
cercetările în domeniile termodinamicii, mecanicii fluidelor şi a gazelor, domenii 
în care nu se m ai putea opera cu legi dinamice, specifice mecanicii clasice. 
E ste relevantă, în acest sens, „mişcarea brow niană”, în care, pen tru  a  se putea 
caracteriza com portam entul unui gaz închis în tr-un  recipient, la o anum ită 
presiune şi tem peratură, nu se poate proceda la studierea mişcării fiecărei 
molecule în parte, ci se procedează la o evaluare a mediei de com portam ent 
al tu tu ro r moleculelor gazului.
Fizica contem porană se foloseşte aproape exclusiv de metodele statistice, for- 
m ulînd legile ei pentru  un num ăr mare de sisteme. Media sau rezu ltan ta  sta
tistică a com portam entului unui ansam blu de elemente are caracter de lege, 
deoarece este stabilă şi repetabilă. Astfel, dacă se consultă statisticile demo
grafice, se constată „stabilita tea  sta tistică” a raportu lu i de m asculinitate la 
naştere (în ţa ra  noastră în ju r de 106 băieţi la 100 fete) ; talia  adulţilor, în 
diferite populaţii, se distribuie după „curbe,Ţn clopot” m ai m ult sau mai puţin  
aplatizate (boltite) dar de aceeaşi alură genera lă ; studiul unor fenomene eco
nomice relevă cicluri de variaţie adesea foarte regulate etc. L.s. constituie 
modelul teoretic aplicabil la observa ţii; pentru  a o surprinde, demersul statistic  
operează probabilist, de unde şi denumirea de lege de probabilitate da tă  l.s. 
Legile statistice sînt legi cu s ta tu t propriu, to t aşa de obiective ca şi legile dina
mice ; ele sîn t m ai cuprinzătoare, corespunzind înţelegerii actuale şi s ta tu tu lu i 
contem poran al ştiinţei.
RELA ŢII CAUZALE STATISTICE (legături statistice). R elaţii prin  care se 
realizează mecanismul procesului de determ inare şi dezvoltare a  fenomenelor 
de masă. Spre deosebire de relaţiile cauzale mecanice (descrise de legi dinamice),
r.c.s. (descrise de legi statistice) exprim ă relaţii suple, neunivoce, relaţii în 
care cauzele interacţionează cu factorii aleatori, cu un cerc larg de condiţii, 
astfel îneît trecerea de la cauză la efect este m ediată de jocul întîm plărilor, 
cuprins în tr-un model statistic * (stohastic).
Fiind vorba de raportu l dintre cauză şi efect, de succesiunea genetică a  feno
menelor în funcţie de ansam blul condiţiilor care însoţesc dinamica lor obiectivă, 
legea cauzalităţii se m anifestă diferit in funcţie de varietatea formelor de m iş
care şi a nivelurilor de organizare a m ateriei. D acă mecanica clasică se concre
tizează prin  relaţii cauzale directe şi univoce, ştiin ţa contem porană a pus în 
evidenţă relaţii cauzale indirecte şi neunivoce de tipul unor în lănţuiri neliniare 
în care trecerea de la cauză la efect se realizează statistic. în  structurarea aces
to r relaţii cauzale neliniare care au loc în procesele aleatoare stohastice *, p re 
cum  şi in cercetarea mecanismului lor de funcţionare intervine probabilitatea*. 
(—> şi Corelaţie *.)
Istoric. Legătura de tip  statistic  sau stohastic a fost dezvăluită de şcoala bio- 
metrică Galton-Pearson, la sfîrşitul sec. al X lX-lea, sub forma „variaţiei 
legate” a variabilelor observate în colectivităţi statistice. U tilizarea concep
tu lu i de cauzalitate statistică (in formularea , , . .  .case of slatistical causation .. 
se întîlneşte în anul 1909, în memoriul lui G. U. Yule privind aplicaţiile metodei 
corelaţiei în statistica socială şi economică, prezen tat la sesiunea a X ll-a  a 
Ins titu tu lu i Internaţional de Statistică. De atunci, acest concept s-a înscris 
In sfera disputelor teoretice pu rta te  în ju ru l problemei determ inism ului şi cauza
lită ţii în ştiin ţă.
Elucidarea esenţei cauzalităţii statistice prezin tă  un interes teoretic şi metodo
logic m ajor pentru  cercetarea statistică a legăturilor dintre fenomenele de masă. 
într-o reprezentare dialectică a cauzalităţii, în tre  legătura statistică şi legătura
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funcţională (rigidă) există doar o deosebire relativă, oare apare In modalitatea 
de m anifestare a cauzalită ţii—neunivoc sau univoc. în  fond, legăturile rigide 
sir.i „cazuri lim ită” ale legăturilor statistice, un „model ideal, abstrac t al 
cauzalităţii concrete” şi se po t identifica numai in sistemele în care practic 
(şi nu principial) factorii aleatori nu influenţează calitativ starea lor viitoare. 
(IX . Regresie şi Corelaţie.)
LEGEA NUMERELOR MARI, Teorem ă a  statisticii m atem atice po triv it 
căreia frecvenţa unui evenim ent converge in probabilitate către probabilitatea
acelui eveniment.
în tr-o  form ă mai generală, l.n.m . caracterizează legătura dintre num ărul eve
nim entelor şi gradul de acţiune a legii generale, cu respectarea cîtorva condiţii
simple.
Pentru  ilustrarea l.n.m. se obişnuieşte a se utiliza experienţa constind din arun
carea unu i ban sau a unui zar, din scoaterea unei bile dintr-o u rnă  etc. A şadar, 
dacă într-o p robă (extragerea unei bile dintr-o urnă  care conţine bile albe şi 
bile negre) probabilitatea unui evenim ent (apariţia unei bile albe) este p  şi 
dacă se repetă proba de un num ăr mare de ori în condiţii identice (repunerea 
bilei in u rnă  după ce s-a no ta t culoarea sa), raportu l în tre num ărul de ori in 
care se produce evenim entul şi num ărul to ta l de probe —adică frecvenţa re la
tivă f  a evenimentului — tinde să se apropie din ce în ce mai m ult de p ro 
babilitatea p. Mai precis, dacă num ărul de probe este suficient de mare, 
devine absolut im probabil ca abaterea în tre f  şi p  să depăşească o valoare 
oarecare, oricît de mică ar fi ea, da tă  cu anticipaţie.
Prim ul care a  enunţat l.n.m . a fost J. Bernoulli în opera sa „A rs conjeetandi”, 
ap ă ru tă  în 1713 :
Dacă notăm  cu vn num ărul apariţiilor unui evenim ent A  in n experienţe inde
pendente şi cu p  — P (A ) — probabilitatea evenim entului A , a tunci

lim P  [ \ ' ! l  
»-»m ţ  j n

1 ,

oricare ar fi e >  0.
E x istă  şi a lte  v a ria n te ; ele stabilesc condiţiile in care un  şir de variabile alea
toare X 1, X j, . . . ,  X n independente satisfac relaţia

lim P  l X , +  . . . +  X n M [ X t ] +  . . .  +  M [ X n]
»—► 00 \ n n

<  E 1

oricare a r  fi e >  0.
L .n.m . are o utilizare curentă, în truc it ea perm ite să se aprecieze probabilitatea 
unui evenim ent doar prin referire Ia num ărul de cazuri in care s-a produs, 
o a ta re  apreciere fiind cu a ti t  mai bună cu cit num ărul observaţiilor este m ai 
m are şi cu a ti t  mai u tilă  cu cit nu există în general nici un a lt mijloc de a cal
cula această probabilitate.
Cei dinţii statisticieni, care au consta ta t regularită ţi în fenomenele sociale 
cercetate, s-au referit statornic la principiul numerelor mari. J. P. Siissmilcta, 
de exemplu, a  scris că ordinea în frecvenţa deceselor, naşterilor, căsătoriilor 
este vizibilă în num ărul m are de c a z u ri: „o proprietate a acestei ordini constă 
in aceea că se ascunde in dezordinea num ărului mic de cazuri şi poate  fi desco
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perită  num ai dintr-un mare num ăr de registre despre m ulte localităţi şi pentru  j 
m ulţi gni” . A. Quételet, căruia după expresia plastică a unui critic „îi trem ura I 
mîna de emoţia bucuriei” consemnînd rezultatele investigaţiilor sale statistice, 
a condiţionat „cunoaşterea legilor generale” de reunirea observaţiilor „în  destul 
de m are n u m ăr”, pen tru  a elimina din ele „ to t ceea ce nu este decît întîm plă- 
to r şi individual”.
în  v irtu tes  l.n.m ., acţiunea com binată a unui mare num ăr de factori întim plă- 
tori duce, în  anum ite condiţii foarte generale, la rezultate aproape independente 
de întîm plare, dînd deci posibilitate necesităţii să se realizeze. în  num ărul 
m are de observaţii, abaterile individuale (pozitive şi negative) de la tendinţa 
centrală * se po t compensa. Aplicarea unei legi statistice unei populaţii ce nu 
prezintă toate variaţiile de cazuri în proporţia lor norm ală este to t aşa de 
absurdă ca şi tentativa de a prevedea mom entul m orţii unui individ cu aju torul 
unei tabele de m ortalitate. Ca exemplu, în acest sens, să facem apel la una  din 
primele legi statistice descoperite : la naştere, num ărul băieţilor întrece pe cel 
al fetelor ; raportu l iniţial admis era de B 107 : F  100. Căutăm  să probăm 
păstrarea raportu lu i de m asculinitate Ia naştere în zilele noastre. E ste in afară 
de orice îndoială că, dacă ne-am opri asupra distribuţiei născuţilor pe sexe 
în sinul fiecărei familii în parte , a r fi imposibil să indicăm ce fel de raport tipic , 
există, date fiind fluctuaţiile sale destul de numeroase şi im portante pentru 
diferite familii. O cercetare, singură posibilă şi singură valabilă intr-o asemenea 
situaţie, trebuie întreprinsă pe mase îndeajuns de mari de naşteri. în tr-ade- 
văr, observarea cazurilor de naşteri, bunăoară pe cuprinsul ţă rii noastre, con
stituie m ărturia  faptulu i că an de an se nasc ceva mai m ulţi băieţi decît fete ; 
rapo rtu l general este de B 106 : F  100.
Cind m ecanism ul aleator, care perm ite să se atribuie apriori o valoare eveni
m entului, este cunoscut — ca in cazul de mai sus — frecvenţa constatată  em
piric pc un mare num ăr dc cazuri va fi lua tă  drept m ăsură a p robabilităţii 
evenimentului.
L .n .m . are o mare însem nătate nu num ai ca „ teză abstractă  a ştiin ţei” : ea 
joacă un  rol de seamă şi în activ ita tea  practică a oamenilor. J. Bernoulli a 
ţin u t să menţioneze că procedeul sporirii num ărului observaţiilor în scopul de a 
ridica gradul de siguranţă al judecăţii „nu este nou şi nu este neobişnuit” şi 
că „chiar omul simplu, după un instinct na tu ra l oarecare, el singur şi fără nici 
un  fel de instruire prealabilă (lucru de mirare) ştie că, cu cit mai m ulte obser
vaţii sînt luate în considerare, cu a ti t  este mai mic pericolul de a nu se ajunge 
la ţin tă ”. Foarte m ulte dintre fenomenele care se petrec în ju ru l nostru par să 
se producă cu to tu l întîm plător, dacă ne mărginim la a considera doar cîteva 
cazuri izolate. Dar, odată considerate la scară foarte mare, aceste fenomene 
întîm plătoare „se cum inţesc” şi prezintă un com portam ent din ce in ce m ai 
regulat, cu cit num ărul cazurilor sau al experimentelor creşte.
MODEL (STATISTIC). Termenul „m odel”  este lipsit de univocitale şi se 
utilizează pentru  a desemna concepte diferite. E xistă numeroase definiţii ale ni. 
şi ale condiţiilor pe care trebuie să le îndeplinească acesta. Reproducem defi
niţia  lui S. M arcus1 : „F iind  dat un obiect A , un a lt obiect B  este un m . 
al lui A, dacă urm ătoarele condiţii sînt indeplinite :
a) există o analogie intre B  şi A ; cu alte cuvinte, B  îndeplineşte o funcţie 
iconică in .rapo rt cu A  ;
b) obiectul B  poate fi investigat prin  cel pu ţin  o m etodă care nu e com pati
bilă cu natu ra  lui A , fap t care impune o anum ită eterogenitate a lui B  în ra 
p o rt cu A  ;
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c) există cel pu ţin  o m etodă de tipu l afirm at la punctul b), în raport cu care 
investigarea lui B  conduce la concluzii netriviale ; cu alte cuvinte, există o 
deosebire netrivială în tre elementele de in trare  şi cele de ieşire în investigarea 
lui B  p rin  metoda considerată;
d) concluziile relative la B  au o anum ită  relevanţă în raport cu A  ;
c) obiectul B  are o capacitate de autonom izare şi deschidere ; el poate fi con
ceput independent, poate părăsi funcţiile a), b), c) şi d) relativ  la A , pen tru  a 
dobîndi funcţii similare în raport cu un a lt obiect A. . .  .
. . .  Cea m ai bună şansă de a satisface cererile c) şi d) se obţine prin  constitu i
rea obiectului B  în contextul unei teorii (s.n .) cit mai avansate, bogată în con
cepte, metode şi rezultate aflate în tr-un  stadiu avansat de elaborare’'.
Prin urm are, in. este o verigă în tr-un  proces epistemologic mai larg care in te
grează : ipoteza, reprezentarea schem atică a unui proces, p rin  in., testarea 
acestuia (de obicei statistică) şi reluarea procesului, în cadrul unei teorii gene
rale. Toate aceste principii slnt valabile şi pentru  m. (s.).
Pentru  domeniul care ne preocupă, m. reprezintă, în general, transcrierea m ate
m atică a unor ipoteze simplificate despre starea sau evoluţia unu i fenomen 
sub influenţa anum itor variabile. Din punctu l de vedere al variabilelor care 
definesc structu ra  m., se disting două categorii.
Almlel determinist. M. care nu conţine elemente aleatoare şi care determ ină 
în mod cert starea sau evoluţia fenomenului stud ia t în funcţie de variabilele 
luate in considerare. Al.d. descrie o relaţie pu ră  între fenomene (o unică şi bine 
determ inată valoare a funcţiei pen tru  o valoare dată  a argum entului).
Model statistic (stohastic). M. în care intervin, pe lingă variabilele măsurabile 
sau observabile, una sau mai m ulte variabile aleatoare, corespunzător efectului 
posibil al factorilor necontrolaţi p rin  variabilele specificate în m. M.s. descrie 
o relaţie complexă în tre fenomene (un ansam blu de valori ale funcţiei pentru  
o valoare dată  a argum entului). Exemplu : m. consumului de energie electrică 
de forma :

E t =  ă +  bPt +  CFt +  U,.

Variabila endogenă E  (consumul de energie electrică) depinde de variabilele 
exogene P  (producţia industrială) şi F  (consumul unui produs substituibil), 
precum  şi de o pertu rbare  aleatoare U (eroare la ecuaţie in opoziţie cu eroarea 
de observaţie — eroare la variabile). Termenul U însumează, oarecum sub o 
formă aleatoare, efectul tu tu ro r factorilor nespecificaţi; el este considerat 
aleator, deoarece ignoranţa noastră  asupra m odalităţilor sale de determ inare 
ii conferă na tu ra  unei variabile aleatoare. Ca urm are a relaţiei form ulate, m ă
rimea E  este aleatoare, ca şi variabila U.
Variabilă endogenă. Variabilă ale cărei valori sînt deduse din rezolvarea m. 
Variabilă exogenă. Variabilă in trodusă „din a fară”, ale cărei valori sînt deter
m inate independent de in.
In m. statistic  de corelaţie, denumirile clasice ale variabilelor corelate sînt : 
variabilă dependentă şi variabilă independentă. Variabila cunoscută se numeşte 
variabilă independentă, iar variabila care poate fi cunoscută cînd se cunoaşte 
variabila independentă (sau variabilele independente) se num eşte variabilă 
dependentă. Se spune că variabilă dependentă este funcţie de variabila inde
pendentă. Se consideră că term enii de variabilă explicată şi de variabile expli
cative (sau descriptive) sînt mai potriv iţi, acestea din urm ă nefiind întotdeauna 
independente.

V.TREBICI



48

D acă prim a se suprapune cu noţiunea de variabilă endogenă, cea dc-a doua 
excede sfera noţiunii de v.e., cuprinzînd şi variabila endogenă „ în tîrz ia tă” sau 
„av an sa tă” in tim p, utilizată pentru  explicarea variabilei endogene. De exem
plu, pen tru  a atenua variaţiile conjuntturale ale consumului calculat de energie 
electrică prin  m. precedent, care ar apărea eventual prea puternice în com para
ţie cu variaţiile consum ului observat, se va putea introduce în acest scop o 
variabilă stabilizatoare E t ^ ,  adică :

E , =  a +  bPt +  cFt +  dEt_j +  Ut.

E[_î reprezintă consumul de energie electrică din perioada precedentă, tradu- 
cînd regularitatea obiceiurilor de consum. Et_l este o variabilă endogenă, dar 
inclusă în m. im aginat ca o variabilă explicativă.
în  vocabularul modern, se desemnează uneori o ipoteză explicativă p rin  denu
mirea de m. statistic  (m. x 2> model F, model t etc.). Orice m. statistic  implică 
o selecţie a variabilelor ce-I constituie şi deci o simplificare, de unde preocu
parea a ten tă  de a se obţine o reprezentare simplificată, dar nu deform ată. 
La construirea in. statistic mai ales, cercetătorul este am eninţat de două peri
cole foarte sugestiv caracterizate de cunoscutul matem atician R. Bellman : 
„capcana suprasimplificării şi m laştina supracom plicării” .
în  fond, in. traduce modul în care gîndirea omului concepe fenomenul m odelat. 
A ceastă concepere depinde nu num ai de fenomenul în sine — a căru i existenţă 
este independentă de felul cum l-a înţeles cercetătorul, dar şi de starea generală 
a cunoştinţelor umane. Un acelaşi fenomen poate să dea naştere la m ai m ulte 
in., fiecare din ele făcînd loc altuia, mai conform cu ansam blul cunoştinţelor 
dobîndite. Progresul ştiinţei şi introducerea tehnicii electronice de calcul con
duc la m. mai elaborate, care pot să se substituie m. p înă acum  fam iliare. 
Caracteristic pentru  stadiul actual al modelării este preocuparea de a elabora 
o teorie a coerenţei şi coeziunii care să îm pletească punctul de vedere determ i
n ist cu cel probabilist.
Modelarea este un  proces ite ra tiv  care presupune utilizarea unor dale experi
m entale în vederea alegerii unei anum ite repartiţii statistice şi în acelaşi tim p 
exam inarea validităţii acestei repartiţii. Secvenţele ar fi :
l .  formularea unei ipoteze ; 2. colectarea m aterialului experim ental; 3. verifi
carea ipotezei. D upă L. Tovissi şi V. Vodă 2, secvenţele sîn t : a) form ularea
m. iniţial (clase de repartiţii) ; b) culegerea m aterialului experim ental (datele) ; 
c) alegerea tfnei repartiţii particulare ; d) verificarea gradului de concordanţă 
a repartiţie i alese cu situaţia re a lă ; e) formularea ipotezelor ce explică m eca
nismele aleatoare ce au generat datele.
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POPULAŢIE (STATISTICĂ). Mulţime de elemente care aparţin  de o aceeaşi 
familie şi care fac obiectul cercetării statistice. P .(s) (sau simplu populaţia> 
poate fi a lcă tu ită  dintr-un ansam blu de persoane (populaţia Rom âniei la recen- 
săm intul din 5 ianuarie 1977), obiecte (parcul de tractoare şi m aşini in agri
cultura românească la o anum ită dată), evenimente (căsătoriile în  cursul unei
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perioade), idei sau opinii (opiniile consumatorilor despre calitatea unor noi 
tipuri de bunuri de uz îndelungat puse în circulaţie) etc. O populaţie este finită, 
dacă include un num ăr determ inat de elemente, dar ea poate ii considerată 
d rept reprezentativă a unei populaţii teoretic infinite, care acoperă 
universul conceptual statistic (un lot de piese fabricate în condiţiile date este 
o populaţie fin ită  ce se poate considera ca reprezentînd populaţia infinită 
constitu ită  din mulţimea tu tu ro r pieselor care ar putea să fie produse în ace
leaşi condiţii). E ste fundam ental să se fixeze frontierele p.(s.) supuse efectiv 
observării. De exemplu, populaţia, obiect al recensăm întului din 1977, a fost 
de lim itată  in :
— conţinut : s-au cuprins cetăţenii români domiciliaţi in ţa ră  sau aflaţi tem 

porar în stră inătate  la data recensămîntului, precum şi cetăţenii străini sau 
persoanele fără cetăţenie cu domiciliul perm anent în România ;

— spaţiu : s-au recenzat locuitorii de pe întreg teritoriul ţ ă r i i ;
— timp : declaraţiile înscrise în formularele de recensăm înt au treb u it să se 

raporteze la starea populaţiei existentă la ora „ 0 ” din noaptea de 4 spre 5 
ianuarie 1977 (deşi perioada de completare a formularelor a fost 5 —12 ia 
nuarie 1977).

în general, fără o circumscriere riguroasă a obiectului investigaţiei statistice — 
a p.(s.) — în funcţie de scopul investigaţiei, apare pericolul de a se înregistra 
fenomene din afara populaţiei studiate sau, dim potrivă, de a  se omite unele 
fenomene ţinînd de populaţia respectivă. Se înţelege că, în ambele situaţii, 
s-ar ajunge la o reflectare deform ată a m ediului observat, iar ulterior, în sta
diile urm ătoare ale cercetării, la caracterizări şi concluzii eronate.
Termenul de p.(s.) este preluat din studiul concret al populaţiei umane, deve
nind însă un concept abstract, de m axim ă generalitate. Se precizează că obiec
tele care in tră  in populaţie dispun de unele caracteristici generale şi se deose
besc prin  alte caracteristici. Populaţia omogenă este compusă din obiecte în 
care una sau mai m ulte caracteristici esenţiale sînt comune.
Termeni sinonimi pentru  p .(s.) : colectivitate statistică, ansam blu s ta tis tic , 
colectiv statistic, a căror folosire nu este recom andabilă.
Colectivitate statistică. Sinonim al populaţiei statistice *.
EŞANTION (statistic). Subm ulţim e sau parte  dintr-o populaţie (statis
tică) *, constitu ită  după criterii bine stabilite, pentru a putea servi la determ i
narea caracteristicilor populaţiei ( statistice)*. (—* III. Anchetă prin  sondaj şi 
X IV . Teoria sondajului statistic.)
UNITATE STATISTICĂ (Individ). E lem ent al unei populaţii statistice, asupra 
căruia se va efectua nemijlocit observarea. în  populaţiile statistice citate (—* 
Populaţie), u.s. erau respectiv : persoana, gospodăria, tractoru l agricol, maşina 
agricolă, căsătoria, opinia.
U .s. este pu rtă to ru l originar de inform aţie sau, altfel spus, subiectul logic al 
inform aţiei statistice. D atorită  varietăţii aspectelor sub care se poate prezenta 
în fap t, u.s. comportă o definiţie precisă, care exclude orice posibilitate de in ter
pretare diferită de către observatori şi astfel orice eroare ce poate prejudicia va
loarea investigaţiei. Definirea u n ită ţii în trebu in ţate  în statistică se impune 
chiar şi a tunci cînd ea a r  părea clară pen tru  oricine. Să considerăm, de pildă, 
„născu tu l v iu ” un ita te  principală în statistica demografică. La prim a vedere 
s-ar părea că nu mai este nevoie să-l definim clar şi d is tin c t; to tuşi in literatura 
domeniului, precum şi in lim bajul comun identificăm existenţa unor înţelesuri 
divergente. De aceea, pentru  o recunoaştere fără  echivoc, a fost adop ta tă  u r
m ătoarea definiţie a noţiunii de născu t viu : „produs al concepţiei expulzat

4 c. 680
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sau extras complet din corpul mamei, independent de durata  gestaţiei, şi care, 
după această separaţie, prezin tă un  semn de v iaţă precum : respiraţia, activi
ta tea  cardiacă, pulsaţiile cordonului ombilical sau contracţia m usculară depen
den tă  de v o in ţă”.
U . s. sint uneori constituite din m ai m ulte u n ită ţi simple (u.s. complexe) ; defi
nirea lor poate  să ridice chestiuni din cele m ai complicate. Un caz tipic de acest 
gen îl reprezin tă definiţia gospodăriei, un ita te  de observare obişnuită la recen
săm ântul populaţiei. în  definiţia recensăm întului din 5 ianuarie 1977, prin 
gospodărie s-a înţeles : „grupul de două sau m ai m ulte persoane care locuiesc 
Îm preună în mod obişnuit, avînd în general legături de rudenie, care participă 
în  to ta lita te  sau p arţia l la form area veniturilor şi la cheltuirea lor”. Definiţia 
a  fost Înso ţită  de o serie de a lte  precizări. în  investigaţiile aceleiaşi populaţii 
se po t alege u.s. diferite şi o aceeaşi u.s. poate să fie definită în chip diferit. 
De exemplu, recensăm intele populaţiei, microrecensămintele veniturilor popu
laţiei, sondajul sta tistic  al bugetelor de familie au drept u.s. fie familia, fie gos
podăria sau m enajul, existînd diferenţe in definirea lor de la o ţa ră  la alta , 
uneori de la o înregistrare la a lta . C ercetătorul ce-şi propune să analizeze m ani
festările unu i fenomen de m asă, oglindite in seriile de date statistice, are datoria 
•ca, înain te de toa te , să cunoască un ita tea  în trebu in ţa tă  la culegerea datelor 
şi m odul cum a fost ea definită. A ceastă cunoaştere îl apără  de compararea unor 
•date even tua l necom parabile, însoţită  de aprecieri înşelătoare. 
CARACTERISTICĂ STATISTICĂ. însuşire comună unităţilor unei populaţii, 
re ţin u tă  in tem atica  investigaţiei statistice şi care capătă accepţii sau valori 
diferite de la o u n ita te  la alta  sau de la un grup de un ită ţi la altul.
VARIABILĂ STATISTICĂ. Caracteristică statistică care are proprieta tea  
•de a-şi schim ba în timp sau spaţiu nivelul de dezvoltare sub influenţa diferi
ţilor factori ce acţionează asupra populaţiei statistice. Variaţia unei caracteris
tici poate fi continuă şi discontinuă (discretă).
Variabilă calita tivă. C aracteristică ale cărei m odalităţi sint consemnate, pen
tru fiecare u n ita te , sub form ă „literală” şi nu numerică. Aşa s-ar exprima, 
într-o populaţie de muncitori, meseria (strungar, frezor, lă c ă tu ş . . . )  ori forma 
de calificare (şcoală, cursuri de calificare, ucenicie la locul de m u n c ă .. . ) ,  sexul 
(masculin, feminin). Caracterul can tita tiv  al observaţiilor rezultă doar din 
num ărarea u n ită ţilo r corespunzătoare fiecărei m odalităţi a caracteristicii res
pective.
Variabilă cantitativă. Caracteristică măsurabilă ; fiecărei u n ită ţi statistice ii 
corespunde un num ăr care este măsura (valoarea) caracteristicii. Observaţiile 
sint susceptibile de exprimare ab initio prin numere, care se po t ordona şi ierar
hiza (proprietăţi ordinale) şi asupra cărora se po t executa operaţii (proprietăţi 
cardinale). O bservatorul va no ta , de exemplu, cu referire la muncitori, vechi
mea in meserie in ani, productivitatea muncii in un ită ţi valorice (lei) sau Iu 
u n ită ţi na tu ra le  (bucă ţi, kilograme etc.), retribu ţia  in lei.
V. c. poate f i :
Variabilă discretă. Variabilă care poate lua num ai anum ite valori şi in general 
valori în treg i pe  scara lor de variaţie firească (num ărul copiilor pe familie, nu
m ăru l personalu lu i pe Întreprindere, num ărul de piese rebutate  dintr-un lot 
de piese etc.).
Variabilă continuă. Variabilă care poate lua orice valori intr-un interval finit 

sau infinit (întinderea unei ferme agricole vegetale, randam entul unei culturi, 
beneficiul unei întreprinderi, puterea instalată  a unui grup electrogen etc.).
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D istincţia din urm ă priveşte natura  intrinsecă a variabilelor numerice ; în fapt, 
şi o variabilă continuă m ăsurată in mod empiric, pe un anum it num ăr de un i
tă ţi statistice, apare ca variabilă discontinuă. In tervalul care separă valorile 
exprim ate în ordine discretă poate fi ales a rb itra r de observator, în funcţie 
de precizia dorită şi de m etoda de măsurare utilizată. De exemplu, producţia 
anuală de cereale a diferitelor cooperative agricole de producţie, alcătuind o 
populaţie statistică, se consideră satisfăcător evaluată în tone, deşi precizia 
de măsurare poate să treacă dincolo de această limită. Dacă to tuşi „producţia” 
este tra ta tă  ca v.c., se are în vedere fap tu l că apriori orice valoare (pozitivă) 
poate să reprezinte — într-un anum it interval — o producţie. Prin extensiunea 
noţiunii de v.c., cînd valorile posibile ale unei can tită ţi de n a tu ră  discontinuă 
sint foarte numeroase, aceasta se asimilează unei variabile continue, pen tru  a 
uşura calculele.
Observaţie. Adesea, noţiunea dc variabilă este u tilizată pentru a num i o carac
teristică numerică, rezervîndu-sc, în principiu, noţiunea de „caracteristică” 
(uneori „ a tr ib u t”) observaţiilor de ordin calitativ. în  controlul statistic  al 
calităţii produselor, de exemplu, sint utilizate expresiile „control prin a tr ib u te” 
(corespunzător sau necorespunzător) şi „control prin variabile” (variaţiile 
param etrilor supuşi măsurătorii).
VARIABILĂ ALEATOARE. N oţiune de bază în teoria probabilităţilor, dc— 
semnînd variabila ale cărei valori, apriori necunoscute, apar in îm prejurări 
datorate întîmplării, cu probabilităţi determinate. V.a. poate fi considerata 
drept o variabilă „specială” în sensul că ea comportă nu numai un ansamblu 
dc valori posibile, ci şi o funcţie bine definită care indică probabilitatea fiecăreia 
dintre valorile posibile.
Să considerăm, de exemplu, num ărul X  de puncte obţinute la aruncarea simul
tană  a două zaruri. X  nu poate lua decît una sau alta din unsprezece valori, 
2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 şi nu se va cunoaştĉ valoarea lu i X  înainte 
de aruncarea efectivă a zarurilor. Dar, cunoscînd compoziţia'JdculuT'Ăie'lmnle 
dTnaintc"caicuI.'Tprobabnitâfeâ"ca să se obţină, aruneînd sim ultan două zaruri, 
fie două puncte (x =  2), fie trei puncte (x =  3), fie p a tru  puncte (x =  4) 
etc. ; fie maximul de puncte (x =  12).
Astfel, in ipoteza ecb¡probabilităţii evenimentelor elementare :
Valori posibile (xj) 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Probabilităţi
corespunzătoare (pt) 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/38 
(suma probabilităţilor este egală cu 1 ).
Tabelul pune in evidenţă corespondenţa în tre  valorile posibile ale v.a. şi p ro 
babilităţile lor.
Exem plul prezentat ilustrează o v.a. de tip discret, a cărei repartiţie  se prezintă 
sub forma generală :

X], Xg, . .  •, x„

f(x»), . . . .  f(x„),
in care

n
=  P (X  =  x , ) ; £  f( x t) =  f(x ,)  +  f(x2) . . .  f(x„) =  1.

<=l

în numeroase cazuri, v.a. este susceptibilă de a lua oricare din valorile situate 
în tr-un interval (a, b), a sau b sau îm preună pu tînd  fi infiniţi. De exemplu,
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ta lia  indivizilor dintr-un grup de populaţie (mai multe sute de mii) ilustrează 
foarte bine noţiunea de v .a. continuă. A şti care este probabilitatea de a intîlni 
indivizi m ăsurînd Intre 1,65 m şi 1,70 m pune problema construirii interva
lului. în  general, se va adopta valoarea X  =  x , pentru  a reprezenta toate 
valorile care aparţin  intervalului mic :

1 1
X i---- — Ax* ^  x  <  x t +  —  Ax;

.a cărui am plitudine este aleasă arb itrar.
Se asociază a tunci fiecărei valori x t a  lui X  probabilitatea p ( cu care această 
valoare poate  fi a tinsă, probabilitate care se va raporta  la am plitudinea A xt- a 
intervalului ce cuprinde toa te  valorile lui X  reprezentate prin X  =  x t . 
R aportul

Pi
A Xi

este densitatea de probabilitate a  variabilei aleatoare X .
în  calculele practice, cu utilizarea tabelelor numerice, se va spune că probabi - 
litatea de a  obţine valoarea x  este

p  =  9 ( x) - A x .

REPA RTIŢIE STATISTICA. Fie o variabilă statistică X  care ia valorile 
Xj, x2, . . . ,  xn, cu frecvenţele fv  f2, . . f„. Mulţimea ale cărei elemente sînt 
perechile ordonate (x ,, fi) constituie repartiţia  variabilei statistice A":

* ^ 2  * * •  n  

f l  fs ■ ■ • fn

PARAMETRU STATISTIC. Valoare reprezentativă dedusă dintr-o operaţie 
num erică (definită fără am biguitate) aplicată la o repartiţie  statistică. O astfel 
de valoare este rezu lta tu l celei m ai m ari condensări posibile a inform aţiilor 
furnizate de o masă de observaţii. Se mai num eşte valoare tipică.
Nivel (al repartiţiei). Ordin de m ărim e caracterizat de  valoarea cen trală  a 
variabilei în ju ru l căreia gravitează celelalte valori.
Dispersie (a repartiţiei). A mplitudinea Im prăştierii valorilor observate In ju ru l 
valorii centrale.
Form ă (a repartiţiei). îndepărtarea repartiţiei statistice de la o repartiţie  
teoretică.
P .s. cel m al des u ti l iz a ţi :
a) param etrii de n iv e l: media, mediana, m o d u l; b) param etrii de dispersie : 
varianţa, abaterea medie pătratică, coeficientul de varia ţie ; c) param etrii de 
asimetrie şi de boltirc (aplatizare): coeficienţii lu i Pearson şi ai lui Fisher. 
în analiza statistică sînt desemnate sub numele generic de parametri şi alte 
valori sintetice, ca : Indicii de concentrare, coeficienţii de corelaţie, coeficienţii 
de contingenţă etc. Se obişnuieşte de asemenea (Îndeosebi in lite ra tu ra  anglo- 
saxonă) ca to.rm.6nul „param etru” să fie folosit pen tru  a se indica o valoare

V.TREBICI



53

reprezentativă teoretică, In care caz valoarea reprezentativă corespunzătoare, 
m ăsurată pe eşantion, este denum ită „sta tistică” . A stfel, m edia de sondaj este 
o statistică (engl. statistics) ce estimează media populaţiei, care este deci para
m etrul (în en g l.: parameter) .  < ţ
INDICATOR STATISTIC. Mărime statistică cu a ju to ru l căreia se caracteri
zează un fenomen — In cazul cel mai frecvent un  fenomen social-economic — 
sub raportu l structurii, interdependenţelor, al modificării sale în  tim p sau în 
spaţiu. Expresia numerică este legată de calitatea fenom enului; ca a tare , i.s. 
este expresia numerică a  unei categorii riguros definite. De exemplu, indicatorul 
„venitul naţional al R . S. României, pe anu l 1980, de 508,7 miliarde lei” 
este expresia can tita tivă a categoriei economice de ven it na ţional. D in pu n c tu l 
de vedere a i expresiei numerice, i.s. poate fi o m ărim e absolută (volum, efectiv, 
total) şi o mărime derivată (medie, indice, coeficient etc.). I.s. este rezu lta tu l 
unei observări şijprelucrărijstatistice.
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P A R T E A  A  DOUA

SISTEMUL INFORMAŢIONAL STATISTIC

Cercetarea statistică, ca oricare a ltă  cercetare ştiinţifică se realizează în trei 
etape d istincte, legate între ele şi intercondiţionate. Prim a etapă , cea a observării 
statistice *, asigură culegerea informaţiei prim are de la unităţile  statistice ce 
compun popu la ţia ; a  doua etapă este a prelucrării datelor statistice*; u ltim a 
este a analizei şi in terpretării rezultatelor obţinute, în vederea form ulării con
cluziilor referitoare la populaţia investigată. Acest demers este clasic în cerceta
rea statistică a fenomenelor social-economice, avînd o îndelungată tradiţie . în  
linii generale, acest demers este valabil şi pentru alte fenomene sau domenii, 
cum ar fi planificarea experimentelor *, cu particu larită ţi determ inate de natura  
acestui procedeu. Volumul m are al populaţiei, num ărul de caracteristici, com
plexitatea acestora, cheltuielile im portante angajate im pun o organizare cores
punzătoare a cercetării statistice, realizată astăzi cu aju torul unor m etode 
m odem e ca : teoria grafurilor, m etoda drum ului critic, m etoda analizei cost- 
beneficiu etc.
Partea a doua întruneşte conceptele şi metodele legate de culegerea datelor 
statistice, prelucrarea lor şi prezentarea acestora în formă convenabilă pen tru  
analiză statistică şi cea de conţinut.

III. CULEGEREA DATELOR STATISTICE

OBSERVARE STATISTICĂ (înregistrare statistică). A cţiunea de culegere a 
informaţiilor referitoare la unităţile  statistice şi caracteristicilor acestora, după 
criterii riguros definite. O. s. se realizează pe bază de plan în cadrul căruia sint 
specificate problemele legate de obiectul observării, scopul acesteia, problemele 
organizatorice, programul, tim pul şi locul observării etc. D atele înregistrate 
în cadrul o.s. trebuie să respecte două cond iţii: să fie în volum complet şi să 
aibă calitatea corespunzătoare. N erespectarea primei condiţii are ca rezultat 
omisiunea unităţilor (subînregistrarea), ia r a celei d ea  doua condiţii se m ateria
lizează in erori de observare *. Verificarea datelor observării reprezintă o fază 
de cea mai mare im portanţă a o.s.
Observare totală (exhaustivă). înregistrarea tu tu ro r unităţilor, fără excepţie, 
care constituie populaţia finită, supusă cercetării. Exem plul clasic este reccn- 
sămintul populaţiei * sau sistemul dărilor de seamă statistice, în industrie, de 
pildă, care cuprinde toate  întreprinderile.
Observare parţială. înregistrarea unui num ăr de un ită ţi din populaţia fin ită, 
alese după criterii bine definite. Exem plul tipic îl reprezintă ancheta prin  
sondaj *.
Observare curentă. înregistrarea sistem atică a unităţilor (şi a caracteristicilor 
acestora), în m od perm anent, pe m ăsura producerii fenomenelor respective.
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Exemplu : înregistrarea evenimentelor demografice de naşteri, decese, căsătorii. 
Observare periodică. înregistrare efectuată Ia intervale de timp, bine stab ilite , 
a unităţilor supuse observării (recensămintul populaţiei şi al locuinţelor, recen- 
săm iniul animalelor).
Observare directă. înregistrare nemijlocită ce se efectuează prin contac tu l direct 
al cercetătorului cu unităţile respective.
Observare indirectă. înregistrare a datelor din surse care au consem nat anterior 
fenomenul, ca de pildă, înregistrare pe bază de documente.
EROARE STATISTICA. în  investigaţia sta tistică  se produc inevitabil erori dc 
înregistrare şi de calcul, care pot fi clasificate convenţional in : a) erori de 
observare statistică; b) erori de prelucrare; c) erori de reprezentativ itate şi 
d) erori de modelare. Cele de observare sini :
Eroare sistematică. Rezultă din jocul unui factor a cărui acţiune face să devieze 
variabila studiată întotdeauna în acelaşi sens. Ca surse potenţiale de astfel de 
erori cităm : Încălcarea regulilor de circumscriere a cîmpului de investigaţie, de 
definire a unităţilor de observare, de alcătuire a chestionarelor, prelevări de eşan
tioane nereprezentative, procedee de prelucrare inadecvate, nerespectarea 
premiselor de calcul statistic. Adesea distorsiunile sint introduse de răspunsurile 
denaturate ale persoanelor anchetate din motive psihologice, economice sau de 
a ltă  natură. Bunăoară, persoana anchetată  dă alt răspuns decît cel corect, 
uneori din dorinţa de a face impresie (efect dc „v an ita te”), alteori socotind că 
răspunsul dat va face plăcere anchetatorului (efect de „sim patie” ). întrebările 
care au incidenţă fiscală ori implică interese economice, socialo etc. prezintă 
propriile lor riscuri de e.s. E x istă  încă riscul adiţionării de erori generate de 
prelucrările succesive ale observaţiilor statistice.
în calculele statistice, erorile se propagă pas cu pas fără nici o garanţie că ele 

se vor anula. Dacă e.s. este cunoscută, atunci este uşor de corectat rezultatu l 
f in a l; dacă ea nu este cunoscută, rezultatu l poate fi iremediabil compromis. 
Eroare accidentală. Im putabilă micilor cauze fortuite şi se produce în ambele 
sensuri : a t i t  în sensul exagerării cit şi in sensul diminuării fenomenului. Aceste 
erori se numesc şi erori compensatoare, denumire ce subliniază faptul că cu cit 
observaţiile sint m ai numeroase, cu a tî t  erorile comise intr-un sens au ocazia 
să compenseze pe cele comise în celălalt sens şi, în consecinţă, valoarea finală 
(medie, proporţie, dispersie) nu va fi sensibil afectată.
E.a. sint inerente şi inevitabile. Nu există estimaţie numerică a unei mărimi 
(care nu rezultă dintr-o simplă num ărătoare directă) fără eroare. Să presupunem, 
de exemplu, că vrem să m ăsurăm  cu precizie — in cadrul controlului statistic 
a l calităţii — lungimea unui produs. E fectuînd m ăsurători repetate, vom ajunge 
la o diversitate de rezultate, apropiate intre ele, dar nu identice. A tunci avem 
obiceiul să considerăm valoarea medie ca „adevărată” lungime a produsului 
şi divergenţele valorilor observate ca eroare accidentală. Asupra rezultatului 
operaţiei de m ăsurare avute  în vedere acţionează un complex de factori, care 
in mare p arte  scapă posibilităţii de a fi stăpîniţi şi provoacă diferenţele constate 
între m ăsurători. M ăsurarea este afectată de perturbaţii datorate fie agenţilor 
exteriori, fie instrum entelor folosite, fie însuşi observatorului. Desigur, dacă — 
in cazul considerat — am m ăsura lungimea produsului cu aju torul unui in stru 
m ent defect, eroarea s-ar repeta de fiecare dată  în acelaşi sens, adică ne-am 
afla în prezenţa unei erori sistematice.
A şadar, o operaţie statistică antrenează erori, cum se întîm plă in orice m ăsu
rare. Ceea ce interesează este ordinul de mărime al erorii, ca să se ştie în tre ce
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limite de acceptabilitate se găseşte [afirmaţia unei investigaţii statistice. S ta 
bilirea erorii de estim aţie probabilă are valoare de regulă deontologică pentru  
statistică şi statistician. „O eroare de 30% este m ai pu ţin  gravă, m ai ales că 
nu e o ra rita te  in unele domenii, decît neprecizarea erorii, care aduce cu ca ne
încrederea to tală  . . .  D upă cum medicul trebuie să distingă eventualele erori 
ale term om etrului sau ale unui tra tam en t de abaterile de la norm alitate pe 
care le prezintă o maladie, to t aşa statisticianul trebuie să distingă, estimînd 
cit m ai exact erorile de înregistrare şi de calcul statistic, de norm alitatca sau 
anorm alitatea proceselor studiate” (Onicescu).
Teoria erorilor, elaborată de Gauss şi dezvoltată considerabil ulterior, repre
zin tă  un capitol im portant al statisticii matematice.
RECENSĂMÎNT. Observare statistică totală, cu caracter periodic, de obicei 
la nivel naţional, după criterii bine stabilite.
P entru  efectuarea sa, este necesară elaborarea unui plan cuprinzînd toate 
etapele, de la pregătirea r. pînă la publicarea rezultatelor. Principiile generale 
ale r. s i n t : a) pregătirea minuţioasă a lucrărilor în cadrul cărora o atenţie  deo
sebită se acordă pregătirii cadrelor; b) testarea r. p ro iec ta t; c) efectuarea r. 
sim ultan pe întregul teritoriu al ţă r i i ; d) alegerea perioadei optime de efectuare 
a r . ; e) repetarea r. la intervale egale de tim p, în vederea asigurării conipara- 
bilităţii. Tipuri de r. : al populaţiei, al locuinţelor, al agriculturii, al animalelor. 
Cel m ai frecvent practicat rin prezent este r. populaţiei *; celelalte r. se efec
tuează m ult m ai rar.
RECENSÂMÎNT AL POPULAŢIEI. Observare statistică totală a populaţiei 
de pe un teritoriu delim itat (naţional), cu respectarea unor principii şi criterii. 
D upă O.N.U., ,,un r.p. se defineşte ca un proces de culegere, prelucrare şi 
publicare a datelor demografice, economice şi sociale la un tim p specificat 
şi valabile pentru toate persoanele din ţara  respectivă sau de pe un  teritoriu 
delim itat” 1.
Caracteristicile unui r.p. s in t : 2 a) este o operaţie in iţia tă  de s ta t ;  b) se efec
tuează pe un teritoriu bine determ inat; c) se înregistrează toa te  persoanele, fără 
excepţie (un iversalitate); d) înregistrarea are loc la acelaşi m om ent de timp 
(sim ultaneitate); e) unitatea de înregistrare este persoana ale cărei caracte
ristici se consemnează am ănunţit. Caracteristicile ce se înregistrează sint demo
grafice, sociale, economice, culturale. La recensămîntul populaţiei şi locuinţelor 
din 5 ianuarie 1977 s-au în reg is tra t: 1. numele şi prenum ele; 2. situaţia fa ţă  de 
capul gospodăriei; 3. situaţia la recensăm înt (prezentă, tem porar absentă, 
plecată pentru o perioadă îndelungată; 4. locul naşterii; 5. anul stabilirii in 
localitate; 6. ultim a reşedinţă a v u tă ; 7. domiciliul legal; 8. sexul; 9. data 
n a ş te r ii; 10. starea civilă ; 11. pentru  femeile născute înainte de 1962 : num ărul 
copiilor născuţi şi num ărul de copii in v ia ţă ; 12. ce tă ţen ia ; 13. naţionalitatea ;
14. felul şcolii absolvite; 15. profesia; 16. felul şcolii pe care o urm ează; 17. 
limba m a te rn ă ; 18. sursa principală de existenţă ; 19. locul de m u n că ; 20. sec
torul social-economic al locului de m u n că ; 21 . ocupaţia la locul de m uncă. 
Prelucrarea se face în mod detaliat, asigurîndu-se la echipamente electronice. 
(-> Prelucrarea automată a datelor recensămintului populaţiei şi al locuinţelor.) 
D atele unui r.p. sint folosite şi ca bază de sondaj * pen tru  diferite anchete, 
în  ultimele 3 — 4 decenii, un  r.p. este combinat cu metoda sondaju lu i: a) pentru 
recensămîntul de probă* ; b) pentru înregistrarea unor caracteristici num ai in cadrul 
unui eşan tion ; c) pentru verificarea datelor obţinute prin înregistrare ; d) pentru  
controlul datelor; e) pentru obţinerea operativă a datelor. Se practică com bi-
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narea unui r.p. cu cel al locuinţelor, al agriculturii sau al întreprinderilor eco
nomice.
Istoric. O dată cu apariţia statului au început să se practice, în tr-o  formă rudi
m entară, num ărători ale populaţiei. în  antichitate se cunosc recensămintele 
romane (census), efectuate cu regularitate. în  Europa, era recensămintelor 
moderne începe cu cel din Suedia (1749), din S.U.A. (1790), A nglia (1801),F ran ţa  
(1801). Problemele metodologice şi organizatorice ale r.p. au  făcu t obiectul 
congreselor internaţionale de statistică (1853—1872); după cel de-al doilea 
război mondial, Biroul de S tatistică al O.N.U. şi Divizia de Populaţie a O.N.U. 
s-au preocupat de perfecţionarea metodologică şi organizatorică a r.p. în  p re
zent, practic nu există ţa ră  in care să nu se fi efectuat cel pu ţin  un  r.p. 
în România, r.p., in mod autonom sau combinate cu alte recensăm inte, s-au 
efectuat in anii ; 1838, 1859, 1899, 1912, 1930, 1941, 1948, 1956, 1966 şi 1977.

B IB L IO G R A F IE
1. O.N.U. Principes et recommandations concernant les recensements de popu

lation de 1970 („E tudes statistiques” , Série M. nr. 44,1967).
2. V. T R EB IC I, Demografia, E d. ştiinţifică şi enciclopedică, B ucureşti, 1979.

RKCENSĂAIÎNT ECONOMIC. Observare statistică totală, de tipul recensă- 
m întului, avînd ca obiect întreprinderile industriale, comerciale, de transport, 
agricultură, pe un teritoriu bine delim itat şi cu respectarea unor principii şi 
criterii.
In România, ultim ul recensămînt general al întreprinderilor industriale, comer
ciale, de transport etc. s-a efectuat la 15 noiembrie 1948. în  prezent, se mai 
practică recensămîntul animalelor.
RECENSĂMÎNT EXPERIMENTAL (de probă). Aplicaţie a metodei sonda
ju lu i pen tru  testarea unui recensămînt al populaţiei în ceea ce priveşte meto
dologia şi organizarea. în  acest scop, se constituie un eşantion redus, compus 
din oraşe şi comune, în care sc procedează la efectuarea recensăm intului ; 
constatările servesc la definitivarea metodologiei şi organizării recensămintului 
populaţiei.
U1CRORECENSĂMÎNT. înregistrare prin sondaj a populaţiei, în vederea
culegerii datelor privind populaţia, unele caracteristici demografice, veniturile 
şi cheltuielile, locuinţele etc. AI. a fost in iţia t şi se practică în R . F . Germania. 
ANCHETĂ STATISTICĂ. Observare statistică parţială, efectuată în domenii 
ca : nivelul dc trai, cererea de m ărfuri, opiniile populaţiei etc. A.s. cunoaşte 
o mare dezvoltare în ultimele decenii. în  m ajoritatea cazurilor p rin  a.s. se în ţe
lege ancheta prin sondaj *.
ANCHETĂ PRIN SONDAJ (statistic ). Investigaţie întreprinsă pe o frac
ţiune reprezentativă a populaţiei statistice, num ită eşantion *. în  v irtu tea 
caracterului reprezentativ al eşantionului, informaţiile obţinute prin sondaj 
sîn t extinse la întreaga populaţie. De exemplu, pentru cunoaşterea nivelului de 
tra i al populaţiei unei ţări, sc recurge obişnuit la ancheta bugetelor de familie. 
D ouă soluţii p o t fi considerate : fie să se realizeze o anchetă exhaustivă şi deci 
să se supună investigaţiei toate familiile din ţara  respectivă, fie să se procedeze 
prin sondaj, anchetîndu-se un num ăr lim itat de familii. R aţiun i lesne de înţeles 
fac ca, în practica investigaţiilor statistice, să se adopte cea de-a doua soluţie, 
în ţa ra  noastră, eşantionul actual include 11 000 de familii din cele aproxim a tiv  

6,S milioane de familii. în  genere, se socoteşte că un sondaj cu o ra tă  m ai mică,
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anume o familie din o mie, perm ite să se estimeze, eu suficientă precizie, carac
teristicile nivelului de tra i al populaţiei ele referinţă *.
Circumscris num ai la o parte din populaţie, sondajul apare infinit m ai suplu, 
m ai economic, mai operativ şi astfel mai avantajos decit investigaţia exhaus
tivă. Graţie dimensiunii sale, a.s. perm ite adesea ridicarea calităţii informaţiei 
statistice, deoarece este posibilă organizarea mai temeinică a observării, folo
sirea unu i personal de anchetă mai bine pregătit, aplicarea m ai m ultor veri
ficări şi teste de exactitate şi im plicit reducerea la minimum a erorilor de 
observare, in  plus, un eşantion îngăduie observarea sim ultană a unui num ăr 
inarc de caracteristici şi deci aprofundarea cunoaşterii masei de fenomene.în 
sfîrşit, metoda sondajelor se impune nu numai pentru raţiun i de cost, rap id ita te , 
supleţe, ci şi de fiecare dată  cînd măsurarea alterează un ita tea  statistică (control 
de fabricaţie). Dacă se cercetează, de exemplu, punctul dc rezistenţă la şoca 
unui lot de becuri electrice, evident nu se va putea avea informaţia completă 
decît cu preţu l distrugerii întregului lot.
Inform aţia culeasă pe un eşantion este o informaţie parţială în raport cu ceea 
ce o conţine populaţia din care s-a extras eşantionul. P rin  aplicarea sondajului 
se renunţă  la inducţia completă şi se face apel la inducţia incompletă, adică se 
cau tă  să se tragă concluzii general valabile dintr-un num ăr restrins dc cazuri. 
Inducţia incompletă, folosită dintotdeauna în viaţa cotidiană ca şi în ştiinţă, 
s tă  la baza „metodei reprezentative” , care şi-a cucerit dreptul de cetate in sta
tistică la începutul secolului nostru.
.ANCHETĂ PRIN SONDAJ ALEATOR. A nchetă al cărei eşantion este pre
levat şi tra ta t  după principiile sondajului aleator (probabilist)*.
ANCHETĂ PRIN SONDAJ NEALEATOR. A nchetă efectuată cu m etoda 
sondajului prin alegere raţională * şi a sondajului prin metoda cotelor *. 
ANCHETĂ (SONDAJ) DE OPINIE. A nchetă parţială, efectuată obişnuit 
cu aju torul metodei sondajului, avînd drept scop cunoaşterea părerilor per
soanelor în diferite probleme. Opiniile individuale, subiective şi atitudinile 
izolate prezintă o semnificaţie ce poate fi înfăţişată obiectiv, cuantificată şi 
m ăsurată . Folosită pe scară largă în anchetele sociologice, demografice, psiho
sociale, de marketing. Acest tip de anchetă presupune mai m ulte etape : a) 
delim itarea obiectului; b) p reanclie ta ; c) determinarea obiectivelor şi form u
larea explicită a ipotezelor cercetării; d) universul anchetei; e) alcătuirea eşan
tionului ; f) alegerea tehnicilor de cercetare; g) pretestarea instrum entelor de 
cercetare; h) definitivarea acesto ra ; i) aplicarea în teren a instrum entelor de 
cercetare; j) prelucrarea datelor; k) analiza rezultatelor; 1) redactarea rapor
tu lu i de cercetare. Organizarea se face uneori cu tehnica grafurilor sau al me
todei PE R T .
PANEL. E şantion cu caracter stabil (eşantion fix) compus dintr-un num ăr de 
persoane de la care se obţin informaţii în legătură cu opiniile lo r; cercetarea 
se face după m etoda longitudinală, persoanele din eşantion fiind chestionate la 
diferite momente de timp.
CHESTIONAR. Instrum ent şi tehnică de investigare a opiniilor, m otivaţiilor, 
intereselor, atitudinilor, reprezentind o succesiune logică şi psihologică de între
bări scrise sau de imagini grafice cu funcţie de stimuli, în raport cu ipotezele 
cercetării. întrebările s în t : a) in troductive; b) de trecere; c) f iltru ; d) bifur
cate ; e) de control.
EXPERIMENT. Observarea şi măsurarea efectelor manipulării unor variabile 
independente asupra variabilelor dependente într-o situaţie în care acţiunea
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•altor factori — prezenţi efectivi, dar străini studiului — este redusă la minimum. 
.După G. C uvier: „observatorul ascultă natu ra , experim entatorul o întreabă 
şi o sileşte să i se dezvăluie” . E . sc practică în cele m ai variate domenii, inclusiv 
în cel psihosocial.
{-> X V II. Planificarea experimentelor.)
Istoric. A ncheta prin sondaj s-a practicat cu m ult înaintea elaborării m ate
matice a sondajului. începuturile cercetărilor de acest gen se plasează în Anglia, 
spre sfîrşitul sec. al X V III-lea, obiectul lor fiind condiţiile de viaţă şi, m ai p arti
cular, „.paupertatea” . Prim a cercetare de acest gen poate fi socotită aceea a lui 
sir Frederick M orton Eden, publicată în 1797, la Londra, sub titlu l : „S tarea 
săracilor sau istoria claselor m uncitoare din Anglia . . . ” ; m aterialul a fost 
cules de către parohii săteşti şi cuprindea descrierea a 73 familii muncitoreşti, 
în sec. al X IX -lea se continuă asemenea cercetări. Ch. Booth, considerat pă

rin tele  anchetei sociale ştiinţifice, publică 17 volume (1889 — 1902) din ancheta 
sa : ,.Labour and life of the people of London” . U n a lt pionier este Frédéric 
Le P lay , cu clasjcile sale cercetări în mediul muncitoresc : „Les ouvriers euro
péens” , 6 voi. Paris, 1855. în  1890, A . Toque şi E . Cheyson au prezentat la 
Sesiunea Institu tu lu i Internaţional de S tatistică comunicarea „Les budgets 
com parés de cent monographies de fam ille” . Din aceeaşi perioadă datează şi 
lucrările lui Ernst Engel * (1821 — 1896) consacrate bugetelor de familie. 
Comunicarea sa, prezentată Institu tu lu i Internaţional de S tatistică (Bull. 
de l’In s titu t International de Statistique, Tome VI, Rome, 1892) face m enţiunea 
că a folosit 149 bugete pentru  anul 1800, 240 pentru perioada 1801 —1850 şi 
2889 bugete pentru perioada 1851 — 1890.
Istoria propriu-zisă a metodei sondajului statistic  începe cu ultim ul deceniu al 
sec. al X IX -lea, fiind legată de numele lui A. N. Kiaer, statistician norvegian. 
Acesta a efectuat pe teren cercetări după principiile metodei sondajului, ale 
cărui rezultate au fost prezentate la sesiunea din Berna (1895) a Institu tu lu i 
In ternaţional de Statistică. Ideile sale au fost primite cu ostilitate, printre 
adversari numărîndu-se Georg von M ayr şi Luigi Bodio. Urmează o lungă pe
rioadă de discuţii, în cadrul Institu tu lu i Internaţional de S tatistică (sesiunile 
din 1895, 1897, 1901). Sesiunea din 1903 recomandă această metodă, denum ită 
reprezentativă, în urm ătoarea specificare : „cu obligaţia ca în expunerea rezul
tatelor să se arate complet în ce condiţii s-a făcu t alegerea unită ţilo r observate” . 
Totuşi rezervele au persistat ; abia la sesiunea din 1925 a Ins titu tu lu i In te r
naţional de S tatistică (Roma), la avizul comisiei special instituite („Commission 
su r ¡’application des méthodes représentatives”), compusă din A . L. Bowley*, 
Corrado Gini *, A . Jensen, Lucien March şi F r. Zizek, m etoda a fost acceptată 
şi recom andată oficial. Primele teoretizări m atem atice se datorează lui 
A . L . Bowley *, în lucrarea sa „Elém ents of statistics”  (2 vol., ed. London, 
1902, p. 308— 315), care a efectuat şi o anchetă asupra condiţiilor dc viaţă  din 
Anglia. Cercetările prin sondaj s-au diversificat şi, paralel, s-a dezvoltat teoria 
m atem atică a sondajului.
Aplicaţiile au cuprins condiţiile de v iaţă, opiniile persoanelor în legătură cu 
diferite probleme, controlul produselor etc. în  1927, L. L. Thurstone foloseşte 
m etoda pentru  măsurarea atitudinilor (L. L . Thurstone şi E . J .  Chave, „The 
M easurement of A ttitudes” , Chicago, 1929).
-O contribuţie im portantă au av u t anchetele de opinie, cele sociologice ca şi de 
psihologie socială, iar ceva m ai tîrziu, cele de marketing. în  1935, G. Gallup 
înfiinţează Institu tu l American de Opinie Publică, cunoscut sub denumirea
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Gallup Poll ; în  aceeaşi perioadă, E . R oper efectuează sondaje în cadrul univer
sită ţii Princeton ; în 1940 se înfiinţează Biroul de Cercetări ale Opiniei Publice 
de la U niversitatea Princeton (H. Cantril) ; în 1936 ia fiinţă Insitu tu l B ritanic 
de Opinie Publică, în F ran ţa , în 1938, se întemeiază Institu tu l Francez de Opinie 
Publică (IFO P), cu revista „Sondages” . în  1947, are loc, la Paris, Congresul 
institutelor europene de opinie publică. Iau fiin ţă sute de in stitu te  şi de centre 
de studiere a opiniei publice, grupate în ESOMAR (Consiliul european pentru 
studierea opiniei publice şi a pieţelor), şi W APOR (Asociaţia M ondială pen tru  
S tudiul Opiniei Publice). In 1949, S. A. Stouffer publică „The American Sol- 
dier” (Princeton) ; anchetele sociologice şi psihosociale se dezvoltă considerabil 
îm preună cu metodele statistico-m atem atice respective (C. P . Lazarsfeld, 
K . Merton, K atona). U n domeniu predilect de aplicaţie al sondajului devine şi 
demografia, al cărui început este m arcat de ancheta „Indianopolis S tu d y ” 
11938), continuată apoi cu numeroase alte anchete. Sute de anchete prin  sondaj 
cu caracter demografic se efectuează in întreaga lume ; cea m ai m are este An
cheta Mondială a F ertilită ţii (W .F.S.), efectuată in ultim ii ani şi la care s-a 
afiliat şi România.
în  România, prim a mare anchetă prin sondaj este cercetarea bugetelor de fa 
milie, in iţia tă  în 1948, şi care se continuă pînă astăzi, cu un  eşantion de 11 000 
bugete de familie (6500 personal m uncitor, 4 000 ţăran i şi 500 pensionari), 
ancheta prin sondaj a  preţurilor de pe p ia ţa  ţărănească, în 95 oraşe, cercetarea 
unui num ăr de 800 magazine, ancheta unui panel de consum atori compus din 
7 000 familii, în 20 oraşe şi 30 localităţi rurale. Se efectuează de asemenea dife
rite  anchete de marketing, de sociologie şi psihologie socială etc.
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IV. PRELUCRAREA DATELOR STATISTICE

Informaţiile obţinute in cadrul observării statistice * se referă la unităţi statis
tice. Pentru  a deveni utile analizei eie sînt supuse concentrării şi sistematizării. 
A ceasta reprezintă a doua fază a cercetării statistice — prelucrarea datelor 
statistice. Trecerea de la u n ită ţi la grupe, apoi la întreaga populaţie sau colec
tiv ita te  statistică, este însoţită de o pierdere inevitabilă a informaţiei.

Sub raport gnoseologic, prelucrarea datelor statistice presupune o operaţie 
dc proiectare a grupărilor statistice care să ofere un  cadru logic în care se sis
tem atizează informaţii după criterii ce ţin  dc specificul fenomenelor investigate. 
Din punctul de vedere al tehnicilor şi metodelor de prelucrare, în decursul 
tim pului prelucrarea datelor statistice a cunoscut faza m anuală, faza mecano- 
grafică, in iţia tă  în ju ru l anilor 1890 şi faza electronică sau autom atizată, 
incepînd cu circa trei decenii în urm ă şi astăzi generalizată în activ ita tea  oficiilor 
naţionale de statistică din întreaga lume.
U nii term eni cu veche tradiţie  în statistică, dar figurind şi astăzi in m anualele 
de statistică, şi-au p ierdut ac tu a lita tea ; în schimb s-au extins pe scară largăî 
term enii legaţi de prelucrarea autom atizată. Din num ărul acestora nu au 
fost re ţinu ţi decît cei care sîn t legaţi nemijlocit de prelucrarea datelor statistice, 
evitîndu-se cei ce se referă în general la calculatoare electronice, programe etc. 
si care figurează în lucrările de specialitate.
PRELUCRAREA DATELOR STATISTICE. Ansamblu de operaţii cuprinzînd 
verificarea, sistem atizarea şi prelucrarea datelor obţinute prin observarea s ta 
tistică.
Prelucrare primară. Prelucrarea informaţiei statistice primare.
Prelucrare secundară. Prelucrarea informaţiei obţinute in cadrul prelu
crării primare.
Prelucrare centralizată. Prelucrare efectuată de obicei la nivel c e n tra l—de- 
exemplu, în cadrul oficiului central de statistică.
Prelucrare descentralizată. Prelucrare efectuată la nivel local (judeţ, municipiu, 
întreprindere) sau departam ental (minister).
GRUPARE STATISTICĂ. Operaţie de descompunere a unei populaţii statis
tice sau colectivităţii în subpopulaţii denumite generic grupe, pe baza unor 
caracteristici (cantitative sau calitative), a căror variaţie justifică asemenea 
grupe.
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"Grupare statistică simplă. Grupare după o singură caracteristică (Exemplu : 
gruparea întreprinderilor industriale după num ărul muncitorilor).
Grupare statistică combinată. Grupare după mai multe caracteristici.
Grupare statistică tipologică. Grupare după caracteristici ce pun în evidenţă 
tipuri de fenomene (Clasificări şi nomenclatoare) avînd un caracter, de cele 
mai m ulte ori, oficial. De exemplu, clasificarea ram urilor economiei naţionale, 
clasificarea populaţiei pe categorii sociale etc.
Grupare statistică analitică. G rupare în care se pune în evidenţă relaţia reci
procă d in tre două sau m ai m ulte caracteristici, din care unele au rol de factor, 
iar altele sin t caracteristice rezultative.
E xistă o strînsă legătură în tre grupări, tabele şi serii statistice. 
PRELUCRAREA DATELOR STATISTICE CU AJUTORUL MIJLOACELOR 
TEHNICII DE CALCUL. Aplicarea tehnicilor şi metodelor informaticii 
la prelucrarea datelor statistice, ţinind seama de specificul statisticii. D atorită 
volum ului m are de date ce necesită să fie prelucrate intr-un interval dc timp 
c it m ai scurt, precum  şi com plexităţii calculelor statistico-m atem atice, prelu
crarea datelor statistice constituie un domeniu tipic al prelucrării informaţiei 
cu  aju torul tehnicii de calcul.
în  prelucrarea datelor statistice, se utilizează o varietate de mijloace ale teh 
nicii de calcul, în funcţie de cerinţele specifice activităţii statistice luate in con
siderare. Astfel, la nivelul personalului ocupat cu corectarea şi verificarea datelor 
statistice poate fi suficientă utilizarea de microcalculatoare electronice de buzunar 
sau de maşini de calculat de birou (tendinţa modernă constă în elaborarea de 
microcalculatoare specializate pentru  culegerea şi verificarea prim ară a datelor 
statistice inclusiv acumularea lor pe o casetă m agnetică); la nivelul organelor 
teritoriale de statistică, a căror activ itate este orientată cu prioritate pe p re
lucrarea datelor statistice operative şi curente, po t fi suficiente maşini electro
nice ele facturat-contabilizat programabile, terminale conectate cu un calculator 
electronic central, minicalculatoare electronice sau chiar calculatoare electro
nice*, în funcţie de volumul activ ită ţii s ta tis tice ; la nivelul organelor centrale 
-de statistică, este necesară asigurarea capacităţii de prelucrare necesare asi
gurării şi a prelucrării anchetelor statistice * şi recensămintelor statistice *, precum 
şi a analizei informaţiei statistice, ceea ce implică, de regulă, utilizarea de calcu
latoare electronice de mare capacitate *. Soluţiile de dotare a sistemului statistic 
cu tehnică de. calcul sint funcţie şi de concepţia organizării prelucrării datelor 
statistice *.
Istoric. Tehnica de calcul a ap ă ru t sub impulsul necesităţii obţinerii intr-un 
tim p u til a datelor recensăm întului populaţiei S tatelor Unite ale Americii din 
anul 1890, prin inventarea şi utilizarea echipamentelor de convertire şi centra
lizare a datelor bazate pe utilizarea cartelei perforate, de către dr. H erm ann 
H ollerith , de la U. S. Bureau of the Census. E le s-au dezvoltat ulterior pentru 
prelucrarea datelor dc gestiune în general sub denumirea de seturi mecanógra
fa ice, principalul producător al acestor echipamente, firma americană IBM (In ter
national Business Machines) a devenit în continuare principalul producător 
•de calculatoare pe plan mondial. Organizaţiile de statistică naţionale au fost 
p rin tre  primele utilizatoare ale calculatorului electronic (din anii ’50) şi au con
trib u it la introducerea unor metode tehnice specializate (de exemplu, lectura 
o p tică  a documentelor cu perform anţe foarte ridicate — cititorul de documente 
FO SD IC  dezvoltată de LT. S. Bureau of the Census pentru recensăminlul popu
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laţiei din anul 1960). în  România, prelucrarea datelor statistice cu a ju to ru l 
echipam entelor mecanogratice a început în anii ’30 şi s-a extins considerabil in 
anii ’50. în 1960 a in tra t în exploatare la D irecţia Centrală de S tatistică  primul 
echipam ent electronic de prelucrare a datelor convertite pe cartele perforate 
din Rom ânia, iar în 1967 a in tra t în exploatare la Direcţia Centrală de S tatis
tică prim ul calculator electronic cu multiprogram are şi memorie externă de 
mare capacitate din ţara  noastră. în  anii ’70, în cadrul sistemului Direcţiei 
Centrale de Statistică, au in tra t în exploatare teleprclucrarea şi teleinterogarea 
datelor statistice cu ajutorul terminalelor cu tub  catodic conectate prin linii 
telefonice normale (comutabile) cu un calculator electronic al Centrului de 
calcul al Direcţiei Centrale de Statistică.
în  cadrul Comisiei Perm anente pen tru  Statistică din cadrul C .A .E .R . funcţio
nează grupa permanentă de lucru pentru automatizarea prelucrării informaţiei 
statistice; în cadrul Conferinţei Statisticienilor Europeni a Comisiei Economice 
pentru  Europa — O.N.U. funcţionează o grupă de lucru pentru automatizarea- 
prelucrării informaţiei statistice şi un seminar internaţional (seminarul ISIS 
— Integrated S tatistical Inform ation System), organizat periodic de către 
Centrul de calcul de cercetări de la B ratislava; sub auspiciile Organizaţiei 
N aţiunilor Unite şi ale guvernelor ţărilor gazdă au fost înfiinţate Central de
calcul de cercetări (CRC-Bratislava) şi Centrul internaţional de instruire 
(SZAMOK) în Ungaria ; în sfirşit a fost lansat şi un proiect International — C liE  
P S U I)  în domeniul autom atizării prelucrării autom ate a inform aţiei statistice 
SCP — Statistical Computing Project.
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ORGANIZAREA PRELUCRĂRII DATELOR STATISTICE. Structurarea, 
resurselor, mijloacelor şi procedurilor utilizate in prelucrarea datelor statistice 
si a relaţiilor dintre ele sub forma fluxurilor informaţionale *. 
în  cadrul unei economii naţionale, prelucrarea datelor statistice are, în general, 
un caracter difuz în sensul că la nivelul fiecărei u n ită ţi economico-sociale 
este necesară cunoaşterea şi analiza rezultatelor propriei activ ită ţi, elaborarea 
unor calcule statistice m atematice în scopul organizării şi conducerii unor acti
v ită ţi ceea ce implică realizarea unui sistem informaţional statistic *.
Din punctul de vedere al obiectivelor şi al sferei de cuprindere, la nivelul unei 
economii naţionale prelucrarea datelor statistice este organizată de regulă 
a s tfe l:
a) culegerea datelor primare, prelucrarea şi elaborarea de rapoarte şi formulare 
statistice la nivelul unităţilor economico-sociale de bază, conform metodologici- 
elaborate cu colaborarea organelor centrale interesate şi difuzate de către orga
nul naţional de sta tistică;
b) culegerea şi validarea rapoartelor şi formularelor statistice eventual şi pre
lucrarea lor prim ară de către organele teritoriale de statistică, transm iterea lor 
la organul central de statistică în vederea validării şi prelucrării la nivelul întregii 
economii, elaborării de rapoarte şi analize destinate conducerii superioare, ad
m inistraţiei de s ta t şi/sau publicului la rg ;
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c ) culegerea, validarea şi prelucrarea rapoartelor şi formularelor statistice 
in cadrul departamentelor, m ai ales referitor la inform aţia statistică specifică 
departam entului, raportîndu-se după metodologia elaborată şi difuzată de către 
organul central de statistică.
în  R om ânia, activ itatea de culegere, transm itere, prelucrare, memorie şi an a 
liză a datelor statistice este organizată la  nivelul unităţilor economico-sociaie 
şi la nivelul centralelor, ministerelor şi celorlalte organe centrale şi la nivelul 
sistem ului D irecţiei Centrale de S tatistică (direcţiile judeţene de sta tistică , 
■direcţia de statistică a municipiului B ucureşti, Direcţia Centrală de S tatistică 
ş i C entrul de calcul al D irecţiei Centrale de Statistică).
în  linii m ari, D irecţia Centrală de S tatistică elaborează sistemul melainfor- 

m aţional statistic * in colaborare cu Comitetul de S ta t al Planificării, Ministerul 
F inan ţe lo r şi celelalte organe centrale şi teritoriale interesate, efectuează 
verificarea informaţiei statistice şi asigură realizarea rapoartelor şi analizelor 
-cu privire la dezvoltarea economico-socială a economiei naţionale, iar organele 
teritoriale de sta tistică  realizează culegerea şi controlul datelor statistice şi ela
borează rapoartele şi analizele dezvoltării cconomieo-sociale, pe plan local. 
Organizare centralizată (a prelucrării datelor statistice). P rin  aceasta se înţelege 
-că prelucrarea autom ată are loc in principal la nivel central, elaborîndu-se 
.a tit rezultatele necesare la nivel teritorial cit şi la nivelul ansamblului econo
miei naţionale. în  aceste cazuri există o unitate de informatică statistică * cen
tra lă  puternică.
Organizare descentralizată (a prelucrării dalelor statistice). Prelucrarea au to 
m ată  are loc în principal la nivel teritorial, la nivel central efecluîndu-se in 
special centralizări şi analize. în  aceste cazuri prelucrarea datelor statistice se 
bazează pe un ansamblu de un ită ţi de informatică.
Organizare m ixtă (a  prelucrării datelor statistice). Combinare a celor două tipuri : 

cen tralizată  şi descentralizată.
în  cadrul sistemului Direcţiei Centrale de Statistică este reprezentată a tit 
prelucrarea autom ată centralizată — direcţiile judeţene de statistică dotate 
■eu terminale conectate cu Centrul de Calcul al Direcţiei Centrale de S tatistică 
— cit şi cea m ixtă — direcţiile judeţene prelucrează datele statistice la centrele 
de calcul teritoriale, din subordinea Ins titu tu lu i Central pen tru  Conducere şi 
Inform atică.
în  afară de organizarea prelucrării datelor statistice la nivel naţional este orga
n iza tă  şi prelucrarea datelor statistice la nivel internaţional, pe baza unor acor- 
-duri internaţionale conform cărora organul central de statistică sau un  organ 
departam ental autorizat, cu acordul Direcţiei Centrale de S tatistică (pentru 
datele statistice referitoare la  un  domeniu lim itat), transm it periodic datele 
convenite. Exemple de prelucrări de date statistice la nivel internaţional sînt 
cele ale C.A .E.R., O.X.U. (inclusiv ale agenţiilor specializate), E .M .I., Comu
n ită ţii Economice Europene, care elaborează şi publicaţii statistice in terna
ţionale.
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UNITATE DE INFORMATICĂ STATISTICĂ. Organizaţie avînd ca obiect 
al activ ităţii prelucrarea informaţiei statistice, eventual şi culegerea şi/sau 
verificarea şi/sau transm iterea inform aţiei statistice, eventual şi proiectarea, 
im plem entarea şi întreţinerea sistemului informatic statistic sau subsistemelor
acestuia.
De regulă, u.I.s. dotate cu calculator electronic, care dispun de personal num e
ros şi realizează şi proiectarea de sisteme informatice, sînt denum ite centre 
de calcul electronic; unităţile  dotate cu calculator electronic sau minicalculator 
electronic cu personal pu ţin  numeros cuprinzînd şi analişti sau program atori 
pentru proiectarea şi/sau im plementarea de sisteme informatice sîn t denumite 
oficii de calcul; celelalte u n ită ţi de informatică sîn t num ite staţii de calcul. 
U .i.s. se caracterizează prin : pondere relativ  m are a personalului din activ itatea 
de prelucrare autom ată a  datelor (operatori şi controlori de date), ca urm are 
a volumului mare de date şi de lucrări şi a necesităţii asigurării calităţii rezul
tatelor, precum şi num ăr relativ  m are al personalului din activ ita tea  de cer
cetare — proiectare (analişti, program atori, ingineri de sistem), ca urm are a 
posibilităţii reduse de utilizare a soluţiilor standard de firm ă sau curente pentru 
alte domenii de activitate, ceea ce implică necesitatea elaborării şi dezvoltarea 
soluţiilor de prelucrare a datelor statistice de către unităţile de informatică, 
în  ţa ra  noastră u.i.s. sînt organizate conform decretului 499/1973 care stabileşte 
normele legale de organizare a unităţilor de informatică din R . S. România. 
E xistă două un ită ţi de inform atică s ta tis tic ă : Centrul de calcul al Direcţiei Cen
trale de S tatistică şi sta ţia  de calcul din cadrul Centrului de calcul.
D ată  fiind im portanţa sistemului informaţional statistic şi trad iţia  Îndelungată 
de utilizare a echipamentelor pentru prelucrarea informaţiei, în m ajoritatea 
ţărilor membre ale C.A.E.R., organului central de statistică i s-au subordonat 
şi unităţile de informatică teritoriale (de exemplu, ansam blul centrelor de calcul 
teritoriale), deşi capacitatea acestora nu este încărcată decit într-o măsură 
relativ mică pentru  prelucrarea datelor statistice.
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SISTEM INFORMAŢIONAL STATISTIC. Lato sensu, ansamblul mijloacelor, 
metodelor şi procedeelor necesare realizării culegerii, validării, transm iterii, 
prelucrării, memorării, regăsirii şi analizei informaţiei statistice. Stricto sensu,
s.i.s. se compune din :
1. ansamblul datelor statistice (indicatorilor economico-sociali stalistici) înscrise, 
respectiv păstrate pe suporturi de inform aţie de tip  docum ent şi/sau magnetice 
(dări de seamă statistice, form ulare statistice, arhive şi serii cronologice de date 
statistice, rapoarte, analize şi publicaţii statistice). Acestea, ia rîndul lor, s î n t :
a) dale statistice de intrare : furnizate de unităţile economico-soeiale rapor
toare de date statistice sau culese de personalul specializat sau alocat tem porar 
al organului central de statistică, şi anum e : dări de seam ă statistice ale unită
ţilor economico-sociale; rapoarte statistice ocazionale (înregistrări statistice
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speciale) ale unităţilor economico-sociale; formulare statistice de evidenţă 
p rim ară (de exemplu, ale populaţiei, vămilor c tc .) ; formulare de anchete sta
tistice ; formulare de recensăminte statistice ; date statistice m em orate ; date 
statistice de ieşire destinate organelor de conducere supreme, teritoriale şi 
departam entale ale s ta tu lu i; acestea pol fi rapoarte, analize şi studii cu carac
te r  de uz in tern  sau sec re t;
2 . informaţia de descriere a dalelor statistice şi fluxurilor informaţionale statistice 
(clasificări s ta tis tic e ; nomenclatoare statistice ; norme metodologice sta tis
tice ; norme tehnice statistice ; docum entaţie de prelucrare sta tistică  ' prin 
care se descriu procedurile de elaborare a ieşirilor statistice şi de memorare a 
datelor statistice).
Ansamblul inform aţiei de descriere a datelor statistice şi a fluxurilor informa
ţionale statistice este denum it şi sistem metainformaţional statistic.
A nsam blul datelor statistice arhivate şi/sau mem orate sau păstrate ca serii 
de date statistice este denumit şi fond de date statistice. Organului central de 
sta tistică  din fiecare ţară  îi şi revine a tribu ţia  organizării fondului naţional de 
da te  statistice.
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FLUX INFORMAŢI OXAL STATISTIC. Circuitul informaţiei statistice de la 
unitatea, de raportare pînă la realizarea lucrării statistice care iese din sistemul 
inform aţional statistic  sau actualizarea fondului de date statistice destinat 
accesului mai m ultor utilizatori. De regulă, în cadrul unei economii naţionale 
există numeroase f.i.s. paralele.
Flux informaţional statistic eu eanalc multiple. Datele statistice culese circulă 
pe două sau m ai m ulte circuite paralele, rezultatele centralizării fiind iu prin
cipiu cel pu ţin  în parte identice. F.i.s.c.m . prezintă avanta ju l posibilităţii 
verificării rezultatelor prin confruntare şi dezavantajul duplicării efortului. 
A vantaju l poate fi im portant în cazul prelucrării inform aţiei statistice fără 
suportul calculatoarelor electronice.
Flux informaţional statistic cu canal unic. F luxuri în care aceleaşi date statis
tice circulă pe un singur circuit informaţional.
In  România, există ambele tipuri de f.i.s.

B IB L IO G R A F IE
1. COSTAKE, N., Sistemul informaţional economic, în „R evista  de S tatistică” 

nr. 1, 2, 3, 1967.

NOMENCLATOR STATISTIC UNITAR. Convenţie de reprezentare codifi
cată a unei clasificări statistice astfel îneît codurile a tribuite să fie invariante. 
O clasificare statistică realizează o partiţie  pe mai m ulte niveluri ierarhice, 
definind un graf de tip  arbore care constituie suportul centralizării indicatorilor 
economico-sociali însumabili. P en tru  realizarea invariantei codurilor : 
a) fiecărei entită ţi a  clasificării statistice şi, respectiv, fiecărui nod al grafului
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i se asociază două co d u ri: codul de identificare propriu şi codul de identificare 
a unităţii de nivel ierarhic im ediat superior ;
b) codurile a tribuite sînt nesemnificative (de exemplu, numere întregi pozitive
oarecare);
c) o en tita te  este definită într-o singură clasificare ;
d) actualizarea nomenclatorului se face de către o singură organizaţie, care 
difuzează in sistemul informaţional cconomico-social modificările operate şi/sau 
ediţii actualizate ale nomenclatorului.
Pentru siguranţa codificării sln t utilizate coduri cu caracter (cifră) de control. 
E xistă cel puţin  trei clasificări care au caracterul unor p artiţii generale ale 
sistemului economic : clasificarea administrativă — structura ierarhică a un i
tăţilor economico-sociale ; clasificarea adminislrativ-teritorială — structura 
ierarhică a zonelor teritoriale şi localită ţilo r; clasificarea ramurilor, produselor 
ş i serviciilor.
X.s.u. sînt create, în treţinute şi difuzate cu aju torul calculatorului electronic 
şi slnt definite legal.
în  general, o poziţie d intr-un nom enclator un itar conţine : cele două coduri 
asociate entităţii — codul de identificare propriu şi cel al en tită ţii ierarhic 
imediat superioară; tex tu l descriptiv ; codurile asociate din alte nomenclatoare 
u n ita re : codurile asociate din alte nomenclatoare. Codurile asociate creează 
deci legături cu alte nomenclatoare.
În  ţara noastră, primele nomenclatoare unitare , şi anume SIR U ES (nomencla
torul unitar al unităţilor economico-sociale) şi SIRUTA (nom enclatorul un itar 
al unităţilor teritorial-adm inistrative), au fost definite prin H.C.M. 74/1976. 
Slnt in curs de elaborare sau finalizare nomenclatorul un itar al ram urilor, p ro 
duselor şi serviciilor, nomenclatorul un itar al indicatorilor dezvoltării econo- 
mico-sociale şi nomenclatorul un itar al clasificării unice a produselor şi servi
ciilor.
Existenţa unor subordonări multiple are d rept consecinţă ca relaţiile de sub
ordonare efective să nu poată  fi reprezentate p rin tr-un graf de tip  arbore, ci 
printr-un graf de tip reţea. Necesitatea regulilor unice de centralizare a datelor 
statistice impune însă adoptarea unor convenţii necesare pen tru  realizarea 
nomenclatoarelor unitare sub formă de graf arbore. U tilizarea exclusivă de 
nomenclatoare unitare reprezintă condiţia de bază a integrării sistem ului in 
formaţional economico-social.
în  afară de nomenclatoarele unitare, în prelucrarea statistică se utilizează şi 
nomenclatoare specifice, elaborate pen tru  necesităţile unei singure prelucrări 
statistice (de exemplu, un recensămint sau o singură dare de seamă), intr-o 
anum ită perioadă (de exemplu un an). Nomenclatoarele specifice sîn t liste sim
ple utiiizindu-se codificarea semnificativă, ceea ce poate uşura program area 
prelucrării datelor. Nomenclatoarele specifice prezintă însă urm ătoarele dez
avan ta je , care sînt în mod evident precum pănitoare : a) codificarea sem nifi
cativă este sensibilă la modificări organizatorice ; b) analiza sta tistică  este 
o rien ta ţi pe domenii specializate şi nu pe ansam blul sistem ului economic, 
constituind un factor de perturbare a deciziei macroeconomice.
Pentru asigurarea suportului pregătirii deciziilor macroeconomice este nece
sară realizarea unui sortim ent minim de nom enclatoare unitare, de interes 
general, care să cuprindă : nom enclatorul u n ita r  ai unităţilor teritoriale (coor
donate geografice) nom enclatorul u n ita r al profesiilor ; nomenclatorul un itar 
al ocupaţiilo r; nomenclatorul un itar al cetăţenilor şi naţionalităţilor.
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Din considerente de com patibilitate cu nom enclatoarele internaţionale se reco
m andă ca fiecărei poziţii d intr-un nom enclator u n ita r să i se asocieze şi even
tualele coduri internaţionale asociate.
REGISTRU STATISTIC AUTOMAT. E xtindere a noţiunii de nom enclator 
sta tistic  unitar. Reprezintă un nom enclator sta tistic  creat, În tre ţinu t şi difuzat 
cu aju toru l calculatorului electronic. La poziţiile acestui nom enclator sînt aso
ciate şi valorile curente ale unor indicatori caracteristici (de exemplu, fiecărei 
un ită ţi economico-sociale i se po t asocia num ărul mediu de personal şi va
loarea fondurilor fixe). Primele r.s.a. in tra te  în practica sistemelor inform aţio
nale ale sta tistic ii moderne au fost registrele au tom ate ale populaţiei (in Sue
dia, Norvegia). Realizarea registrelor autom ate ale populaţiei implică şi legi
ferarea codului de identificare personal (adoptat şi în ţa ra  noastră), 
în  România a fost realizat registrul au tom at al localităţilor care conţine datele 
demografice totale aferente fiecărei localităţi.
O dezvoltare a r.s.a . o constituie asocierea nu num ai a valorilor curente ale unor 
indicatori, ci a seriilor cronologice *. în  România a fost realizat r.s .a . al seriilor 
cronologice ale judeţelor, cuprinzînd cîteva mii de serii asociate fiecărui judeţ, 
în  cazul in care seriile sînt asociate unor nom enclatoare unitare  se poate vorbi 
despre existenţa unor baze de date statistice * în sensul restrîns al term enului.

B IB L IO G R A F IE

1. Ordinul Directorului General al Direcţiei Centrale de Statistică, B. Of., p ar
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2. COSTAKE, N ., CUCINSCHÎ, E ., ZAMFIRESCU. R ., Registrul, unităţilor 
economico-sociale (SIRU ES), în „R evista  de S ta tis tică” nr. 5, p. 197(5.

SISTEM INFORMATIC STATISTIC. Ansamblul echipam entelor şi progra
melor care asigură autom atizarea prelucrării, memorării, regăsirii, eventual 
şi a culegerii şi publicării inform aţiei statistice.
S.î.s. se poate defini prin :
a) structura funcţională constituită din următoarele subsisteme :
— subsistemul metainformatic statistic, care cuprinde baza de m etadate s ta 
tistice sau cel puţin  ansam blul nom enclatoarelor unitare statistice şi.sau al 
registrelor autom ate statistice ;
— subsistemul prelucrării dalelor recensămintelor şi anchetelor statistice de mare 
volum , subsistem elaborat şi u tilizat de regulă, de către organul naţional al 
sta tistic ii de s ta t sau organe naţionale specializate pen tru  cercetări s ta tis tic e ;
— subsistemul prelucrării datelor statistice operative şi curente, realizat şi utili
zat, de regulă, de toa te  unităţile  inform atice coordonatoare ale prelucrării 
autom ate a datelor statistice din economie ;
— subsistemul automatizării pregătirii publicării informaţiei statistice, subsistem 
rea liza t şi u tilizat de regulă de organele naţionale ale statisticii de s t a t :
— subsistemul bazelor de dale statistice, subsistem realizat şi u tilizat de regulă 
de organele naţionale ale sta tistic ii de s ta t, care asigură accesul şi al altor 
u n ită ţi in te resa te ;
— subsistemul modelelor matematice macroeconomice statistice, subsistem rea
liza t şi utilizat de regulă de organele naţionale ale statisticii de sta t, care 
asigură şi accesul altor organe ale adm inistraţiei de s ta t interesate :
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b) structura de echipamente de prelucrare a informaţiei statistice constă din :
— echipamentul electronic central, în principal unul sau mai m ulte calculatoare 
pen tru  prelucrarea datelor statistice ; echipamentul pentru introducerea şi veri
ficarea datelor statistice la nivel central.
T endinţa mondială actuală constă în renunţarea la maşinile de perforare/veri
ficare cartele în favoarea urm ătoarelor : pen tru  volume m ari de date  statistice
— cititoare optice autom ate ale form ularelor statistice şi corectarea prin  te r
minale cu tu b  catodic a form ularelor com pletate in tr-un  mod care nu a  p u tu t 
fi recunoscut de cititorul optic a u to m a t; pen tru  volumele uzuale de date sta
tistice operative şi curente — echipamente de tip  m ini/m icrocalculator care 
realizează introducerea/verificarea datelor cu aju toru l term inalelor cu tub  
catodic şi conversia lo r pe suport m agnetic (disc sau bandă magnetică), eventual 
conectate la echipam entul electronic c e n tra l;
— echipamentul pentru interogarea/utilizarea dalelor statistice la nivel central. 
P en tru  interogarea/analiza datelor statistice şi m etadatelor statistice memo
rate, echipam entul curent este in prezent term inalul cu tu b  catodic echipat cu 
im prim antă term inal pen tru  reţinerea rezultatelor apreciate ca im prim ante ;
— echipamentul pentru realizarea publicaţiilor statistice. T endinţa mondială 
actuală constă în utilizarea echipam entelor au tom ate pen tru  trasarea grafi
celor (inclusiv in culori), precum  şi a unor tehnici avansate  de realizare au to 
m ată a publicaţiilor pe baza datelor statistice şi tex telor rezu lta te  din prelu
crarea au tom ată şi furnizate pe suport m agnetic (de exemplu, m etoda fotocom- 
p oz iţie i);
— echipamentul pentru teletransmisia automată a datelor statistice. Realizarea 
reţelelor de teleprelucrare a datelor statistice constituie una din tendinţele 
actuale. Reţelele de teleprelucrare a datelor statistice po t necesita : minical- 
culatoare de telecom unicaţii (pentru descărcarea echipam entului central şi/sau 
pentru  concentrarea mesajelor de la /la  m ai m ulte term inale) ; modem uri (pen
tru  realizarea legăturii d in tre echipam entul electronic de calcul şi liniile de tele
comunicaţii) ; secretizoare (de exemplu, pen tru  realizarea confidenţialităţii 
datelor transm ise pe liniile de telecom unicaţii pub lice);
— echipamentul electronic pentru prelucrarea datelor statistice la nivel teritorial 
depinde de mărimea şi specificul terito riu lu i pe care îl serveşte In relaţiile cu 
Volumul datelor statistice culese, dar şi cu com plexitatea problem elor de analiză 
statistică a dezvoltării economico-sociale a teritoriului. în  cazul unor teritorii 
m ari, organele teritoriale de statistică sînt dotate cu calculatoare electronice 
(de regulă, sub forma centrelor de calcul teritoriale, care servesc şi unităţile 
economice mici şi celelalte un ită ţi economico-sociale din teritoriu). Există 
şi situa ţia  dotării cu minicalculatoare, acestea pu ţind  fi interconectate într-o 
reţea de teleprelucrare a datelor statistice *. în  cazul unităţilor teritoriale relativ  
mici, este suficientă dotarea cu echipam ente m ai simple (de genul maşinilor de 
facturat-contabilizat electronice program abile şi/sau cu term inale cu tub  
catodic (cu cel pu ţin  o im prim antă term inal).
în  România, direcţiile judeţene de statistică sînt dotate cu maşini electronice 
de facturat-contab ilizat program abile FC 64 şi FC 128 şi/sau cu term inale 
cu tu b  catodic, conectate la calculatoarele Centrului de calcul al Direcţiei Cen
trale  de S tatistică ;
— echipamentul electronic pentru prelucrarea datelor statistice la nivelul centra
lelor, departamentelor şi ministerelor nu are caracter specific, o parte din capaci
ta tea  echipam entului existent fiind u tilizată pen tru  prelucrarea datelor sta
tistice.
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— canalul de transmisie a datelor statistice intre organele centrale şi organele 
teritoriale de statistică respectiv organele departamentale: linia telefonică închi
ria tă  sau com utabilă pen tru  te letransm iterea au tom ată a in fo rm aţie i; acest 
canal este u tilizat în cadrul reţelelor de teleprelucrare autom ată a datelor sta
tis t ic e ; legătura te lex , pen tru  transm iterea volumelor de informaţie reduse; 
transm iterea autom ată a docum entelor; transportu l unor suporturi materiale 
de inform aţie : bandă magnetică, bandă perforată (dacă rezultă ca produs 
secundar al unei prelucrări) sau documente (dările de seamă şi/sau formularele 
statistice, centralizatoare de date statistice).
Tendinţa modernă constă in utilizarea liniei telefonice pen tru  transm isia au to 
m ată a datelor statistice operative şi curente, bandă magnetică in cazul dărilor 
de scamă statistice cu volum mare de date şi transportu l docum entelor (în 
vederea citirii optice autom ate) în  cazul volumelor foarte m ari de date s ta tis 
tice. Conform acestei tendinţe, introducerea şi controlul datelor statistice, sînt 
pe cît posibil, descentralizate, deci cit mai aproape de locul generării informaţiei 
sta tistice .
c) Structura programelor de prelucrare automată a datelor statistice, care cuprinde :
— sistemul programelor pentru crearea/întreţinerea, livrarea, copierea pe suport 
magnetic a nomenclatoarelor unitare statistice ;
— sistemul programelor pentru prelucrarea automată a datelor statistice in loturi 
(in  mod lo t) : programe şi generatoare de programe de introducere şi control 
logic au tom at ale datelor statistice ; generatoare de tabele statistice ; programe 
pen tru  crearea/întreţinerea textelor care nu sîn t preluate au tom at din nom en
clatoarele un itare  ; programe de elaborare a tabelelor s ta tis tic e ; programe 
pentru  autom atizarea pregătirii publicaţiilor statistice în sensul asigurării 
confidenţialităţii, precum şi în sensul elaborării suporturilor pen tru  comanda 
echipam entelor de trasare grafic şi/sau im prim are/m ultiplicare ;
— sistemul programelor pentru teleprelucrarea datelor statistice operative şi cu
rente : programe pen tru  teleintroducerea/validarea/ccntralizarea datelor sta tis
tice ; programe pentru apelul la d istan ţă  a  tabelelor s ta tis tic e ; programe 
pen tru  teleprelucrarea datelor statistice în  tim p real (realizind practic sim ultan 
introducerea/validarea şi elaborarea datelor s ta tis tic e );
— sistemul programelor de gestiune a bazelor de datejmetadaie statistice asigurînd : 
crearea/actualizarea bazelor de date statistice ; teleintcrogarea bazelor de date 
s ta tis tic e : in terfa ţa  de utilizare a bazei de date statistice cu sistem ul progra
m elor de prelucrare a datelor sta tistice  în mod l o t ;
— sistemul programelor de analiză a dalelor statistice: program e generale pen
tru  calcule statistico-m atem atice ; programe pentru  calcule de analiză sta tis
tică specializate ; programe pentru  modelarea dezvoltării proceselor economico- 
sociale.
Tendinţele actuale în domeniul programelor de prelucrare a datelor statistice 
constau in : standardizarea so lu ţiilo r; mărirea perform anţelor, prin adaptarea 
cît mai bună la necesităţile prelucrării datelor statistice şi utilizarea tehnicilor 
avansate ; creşterea ponderii programelor de teleprelucrare a datelor statistice : 
realizarea unei „interfeţe prietenoase” în tre calculator şi utilizatorul statis- 
tician. Caracteristicile aproxim ative ale unei asemenea in terfeţe po t fi urm ă
toarele : universalitate (permite accesul utilizatorului la toate  datele statistice 
şi procedurile necesare); transparenţă (utilizarea program elor poate fi realizată 
dc personal sta tistic  fără pregătire specială informatică) ; cooperalivitate (de 
exemplu, posibilitatea utilizatorului de a întrerupe şi relua execuţia cu o even
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tua lă  modificare a param etrilor, furnizarea de mesaje cu înţeles clar, de natură 
să ghideze acţiunile u tiliza to ru lu i; personalizare (de exemplu, utilizarea de 
mesaje ierarhice, perm iţînd distincţia dintre utilizatorul neinstruit sau infrec- 
vent şi utilizatorul experim entat — această caracteristică fiind im portantă 
în special în cazul program elor de teleprelucrare).
S.i.s. este form at din subsisteme orientate pe dom enii: subsistemul inform atic 
al statisticii industriei, subsistemul inform atic sta tistic  al agriculturii şi silvi
culturii, subsistemul inform atic sta tistic  al muncii şi retribuirii, subsistemul 
inform atic sta tistic  al populaţiei etc.
în  România a fost elaborat un sistem de programe de prelucrare standard  gene
rale pen tru  prelucrarea dărilor de seamă statistice operative şi curente, u tilizat 
direct de către economiştii statisticieni : sistemele de programe ESOP.
Sistem informatic statistic integrat. Sistem caracterizat prin  urm ătoarele r
a) utilizarea exclusivă a nom enclatoarelor unitare, ceea ce are d rept consecinţe 
descrierea unitară a proceselor macroeconomice, complexe şi posibilitatea me
morării datelor statistice în baze dc date ;
b) un anum it indicator economico-social (respectiv o anum ită m etadată) este 
cules, la un mom ent dat, o singură dată, ceea ce are d rept consecinţe, printre 
altele, şi organizarea fluxului inform aţional pc principiul canalului unic şi 
actualizarea centralizată a nom enclatoarelor unitare, precum şi a fişierelor şi 
bazelor de date statistice.
Integrarea sistemului inform atic sta tistic  constituie o cerinţă evidentă pen tru  
pregătirea deciziilor de conducere macroeconomică, Sntrucît perm ite elabo
rarea modelelor m atem atice macroeconomice statistice. Lipsa integrării siste
mului inform atic sta tistic  prezintă un num ăr de dezavantaje evidente, p rin tre  
eare im posibilitatea corelării datelor statistice şi im posibilitatea prevederii 
consecinţelor probabile ale deciziilor posibile.
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CALCULATOR ELECTRONIC ( u t i l i z a i  i n  p r e lu c r a r e a  d a le lo r  s ta tis t ic e ) . Cal
culator electronic destinat unui organ central de sta tistică  avind urm ătoarele 
carac teristic i: memorie in ternă 2 . . . 4  M B; memorie externă cu acces d irect 
(de exemplu u n ită ţi cu discuri magnetice), 1. . . 10 GB ; in cazul prelucrării 
autom ate a datelor statistice există o regulă empirică po triv it căreia rapo rtu l 
dintre capacitatea memoriei externe şi capacitatea memoriei interne este de 
ordinul a 103 ; 4. . .6 u n ită ţi cu bandă magnetică ; memorie virtuală ; viteză 
de prelucrare 1 . . .2 mii. operaţii/s : sistem de operare perm iţînd telcpreluerarea 
in teractivă, la nivelul unei reţele de ordinul zecilor, sutelor de terminale cu 
tub  catodic (mod mesaj), inclusiv prin interm ediul unor m inkalculatoare ; 
sisteme de programe pen tru  aplicaţii statistice care perm it : prelucrarea au to 
m ată a formularelor statistice in loturi ; telcpreluerarea autom ată a dărilor de

V.TREBICI



72

seam ă statistice ; crearea/intreţinerea/utilizarea bazelor de m etadate statistice ; 
crearea/întreţinerea/utilizarea bazelor de date statistice ; analiza statistico-m a- 
tem a tică ; elaborarea/utilizarea modelelor macroeconomice dinamice cu mai 
m ulte ra m u ri; elaborarea in teractivă de programe, inclusiv în limbaje de p ro 
gramare de nivel înalt. (FORTRAN, COBOL, PL/1, PASCAL, BASIC, APL). 
în  e tapa actuală, caracteristicile tehnice minime ale minicalculatoarelor u tili
zate in prelucrarea descentralizată a datelor statistice se po t considera urm ă
toarele : memorie internă 128. . .256 KB ; memorie externă 4 0 ..  .100 MB în 
acces direct pe discuri magnetice + 2  un ită ţi cu bandă m agnetică; un ită ţi 
periferice ; 4 . . .  6 terminale cu tu b  catodic, cititor cartele, im prim ante ; posibi
lita tea  (ecbipainent/sistem de operare) de conectare Ia reţele de teleprelucrare : 
sisteme de programe standard pen tru  prelucrarea form ularelor statistice în 
loturi : crearea/intrcţinerea unei baze de serii de date statistice ; analiza sta- 
tistico-m atem atică cu sistem de program are interactivă, la nivelul cel pu ţin  
a unui limbaj de nivel înalt.
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2. JOVM IR, S., MITRAN, T„ M ic dicţionar dc inform atică, în „R evista de 
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PROGRAME ŞI SISTEME UE PROGRAME STANDARD PENTRU PRE
LUCRAREA DATELOR STATISTICE. Program e şi sisteme de programe 
specifice informaticii statistice elaborate ca soluţii standard  cu caracter general. 
S tandardizarea se realizează la urm ătoarele n iv e lu ri: program e cu caracter 
specializat (execută, de exemplu o singură fun c ţiu n e); ele constituie o restric
ţie  in proiectarea prelucrării, dar po t asigura perform anţe înalte ; programe 
param etrizate (pot fi u tilizate tn principiu de către u tilizatorul nespecializat 
şi adap ta te  necesităţilor aplicaţiei in limite re la tiv  la rg i); programe generate 
automat pe baza descrierii efectuate intr-un lim baj orien tat pe aplicaţie, even
tual direct de către u tilizatorul statistician .
Programe şi sisteme de programe standard pentru prelucrarea dărilor de seamă 
şi formularelor statistice în mod Iot care asigură:
— crearea, întreţinerea, copierea pe bandă m agnetică a nom enclatoarelor u ti
lizate in prelucrare :
— introducerea/validarea inform aţiei cu sem nalarea erorilor şi eventual cu 
opţiunea de corecţie autom ată şi calculul de indicatori suplim entari (programe 
de control logic). Controlul logic al datelor statistice este un  control de p lau 
zibilitate şi se referă in mod cúrentela : verificarea unor relaţii aritm etice între 
indicatorii rapo rta ţi (cheie de tip  „ to ta ]” =  „sum a elementelor com ponente” ) 
sau intre indicatorii rapo rta ţi în perioada curentă şi cea precedentă (cheie de 
tip  „cum ulat” : valoare cum ulată ra p o r ta tă  =  valoarea cum ulată rapo rta tă  
anterior -f- valoare din perioada c u re n tă ); verificarea unor re la ţii de ordin 
(de exemplu : „d in  care” mai mic decit „ to ta l” ) ; verificarea unor re la ţii de 
plauzibilitate intre valorile unor indicatori (de exemplu : gradul de general 
nu este plauzibil la o v îrstă sub 30 a n i) ; acest tip de control logic utilizează 
nomenclatoare ; verificarea prim irii datelor statistice de la toate un ită ţile  r a 
portoare implicate (controlul de in tegritate).
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A utom atizarea controlului logic al informaţiei statistice are o im portanţă deose
bită  in asigurarea calităţii rezultatelor. în  vederea creşterii acestei calită ţi are 
sens şi minimizarea inform aţiei introduse, de exemplu preluarea caracteristici
lor un ită ţilo r de raportare  d intr-un nomenclator m em orat şi nu din formularul 
rap o rta t, în vederea evitării erorilor de testare ;
— elaborarea tabelelor statistice. D in punctu l de vedere al prelucrării datelor 
sta tistice , tabelele po t fi de două tipuri de bază ; tabele cu s tructu ră  fixă, ale 
căror dimensiuni sîn t sau po t fi predeterm inate (de exemplu : populaţia, pe 
grupe de v irstă şi sex e ); tabele liniare, ale căror dimensiuni nu p o t fi predeter
m inate sau nu  este sigur că p o t fi predeterm inate (de exemplu : valorile indi
catorilor producţiei industriale pe feluri de un ită ţi raportoare, pe un ită ţi ra 
portoare). Un elem ent de tabel liniar poate fi un subtabel fix (de exemplu, 
pen tru  fiecare nivel din tabelul liniar anterior se po t imprima 2 r în d u r i; valori 
in p re ţu ri constante, valori în p re ţu ri curente).
E x istă  şi alte tipuri, a căror utilizare nu se recomandă.
E laborarea ambelor tipuri de tabele statistice implică citirea întregului fişier 
de date statistice validate în urm a controlului logic autom at şi cum ularea în 
diferitele niveluri de to talu ri ale valorilor indicatorilor specificaţi prin  denu
m irea tabelului sau -|-1 (in cazul calculului de frecvenţe).
O peraţia de calcul al tabelelor statistice în memoria internă a calculatorului 
se num eşte şi ventilare, caracterizată p rin  definirea elem entului de tabel care 
este ven tila t, definirea desfăşurării (nivelurilor de totalizare) şi a criteriului de 
apartenen ţă  la tabel a datelor din arhiva supusă prelucrării.
Poate avea sens şi calculul de coloane suplim entare (după efectuarea centrali
zării), iar în cazul tabelelor cu s truc tu ră  fixă sau a subtabelelor eu s truc tu ră  
fixă ale tabelelor liniare — şi calculul de rînduri suplim entare ;
— im prim area tabelelor care constă în im prim area datelor în forma fişierelor 
tabel elaborate cu textele conform nomenclatoarelor, eventual cu calcule de 
coloane suplim entare şi/sau diferite editări).
Programe standard pentru prelucrarea dărilor de seamă/formularelor statistice 
in mod interactiv. Programe care realizează de regulă parţia l funcţiile cita te  
mai sus, utilizînd ca un ita te  periferică de in trare şi de ieşire term inale. în  solu
ţiile de tip  tim p real, elaborarea tabelelor are loc sim ultan cu introducerea şi 
validarea datelor.
Sisteme de gestiune a bazelor de date statistice. Sisteme al căror specific, în 
rap o rt cu alte sisteme de gestiune de baze de date, constă in : asigurarea memo
rării de serii cronologice de date statistice, cu posibilităţi de actualizare a valo
rilor din trecu t în funcţie de modificările organizatorice ; existenţa, în genera), 
a două niveluri de agregare : nivelul datelor individuale la nivelul unităţilor 
de raportare  ; nivelul datelor agregate pe nivelurile standard generale ; preve
derea modului de lucru in teractiv  (pentru realizarea răspunsului rapid la solici
tări). precum şi lot (pentru realizarea actualizărilor bazelor de date) utilizînd 
fişierele create în prelucrarea datelor statistice operative şi curente.
BÂZĂ DE METADATE STATISTICE ; Colecţie de m etadate statistice uni
tare mem orate şi accedate sub controlul unui sistem de gestiune a bazelor de 
date. O bază de m etadate statistice nu cuprinde în mod obligatoriu serii de 
m etadate, ci versiunea curentă (eventualele versiuni anterioare pu ţind  fi copiate 
în fişiere de date şi reincărcate în caz de necesitate în bază de m etadate). 
BAZĂ DE DATE STATISTICE. Colecţie s tru c tu ra tă  de serii cronologice de 
date statistice, memorate conform unei baze de m etadate statistice, al cărei
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conţinu t reflectă concepţia unui model macroeconomic sau a unui submodel 
al acestuia şi este actualizat sistem atic pe baza datelor statistice operative şi 
curente, care perm it accesul rapid  al utilizatorilor pen tru  interogare şi analiză, 
pe baza unui limbaj orientat pe aplicaţie şi/sau unor convenţii de utilizare 
simple şi al cărui conţinut este rela tiv  independent de modificările organiza
torice din economia naţională. P en tru  a realiza independenţa m axim ă posibilă 
fa ţă  de modificările organizatorice, datele statistice se memorează la nivelul 
minim. Pentru  a realiza viteza de răspuns maximă, sistemul de programe pen
tru  gestiunea b.d.s. prevede a ti t  agregarea la cerere (de-a lungul unui subgraf 
al unui nomenclator unitar), precum şi memorarea datelor agregate periodic 
in mod lot (baza de date statistice prim are şi b.d.s.)
C onţinutul b.d.s. poate fi p ertu rba t (în sensul com patibilităţii term enilor serii
lor de date statistice mem orate) de modificări metodologice şi/sau de preţuri. 
E xploatarea unei b.d.s. implică desemnarea adm inistratorului bazei de date 
statistice.
BANCĂ DE DATE STATISTICE. Ansamblul constitu it dintr-o bază de ineta- 
date statistice şi o bază de date statistice utilizate cu aju torul unui sistem de 
gestiune specific. Reprezintă elementul caracteristic sistemelor informatice 
statistice moderne integrate.

B IB L IO G R A F IE

1. ARVAS, C., Join t m c of dala banks, în „R evista de S tatistică” , Anexă, 
1968.

2. MARTIN, M. J ., Computer Data Base Organisation, Prentice-Hall. 1977.
3. PESCARU, V ., CATONA, I., DUNA, D., POPESCU, C ., ŞATRAN, I., 

Fişiere, baze şi bănci de date, Ed. tehnică, Bucureşti, 1976.

PRELUCRARE AUTOMATĂ A DATELOR STATISTICE OPERATIVE.
Prelucrare autom ată periodic — zilnică, decadală, lunară, trim estrială — re lativ  
sim plă (orientată pe validare şi centralizare pe niveluri standard  (de regulă 
m inister/departam ent/centrală/unitate sau judeţ/m unicipii -f  oraşe, respectiv 
comune) avind drept obiectiv esenţial obţinerea rezultatelor in tr-un  tim p cit 
mai scurt (ciclul to tal de prelucrare adm inistrat pe ansamblul organizaţiei 
statistice de ordinul 24 — 72 ore).
Teleprelucrarca datelor statistice operative cu utilizarea nomenclatoarelor 
unitare  constituie o soluţie eficientă pen tru  sistem ul inform atic sta tistic . 
PRELUCRARE AUTOMATĂ A DATELOR RECENSĂMlNTULUI 
POPULAŢIEI ŞI AL LOCUINŢELOR. Prelucrarea autom ată a datelor s ta 
tistice individuale înregistrate pe bază de declaraţie, cu privire la s itu a ţia  la 
un mom ent d a t a fiecărui locuitor al unei ţă r i. D atorită  înregistrării la nivel 
individual, prelucrarea datelor recensăm intelor populaţiei şi ale locuinţelor 
este posibilă in tr-un  num ăr foarte mare de profiluri, pu ţind  constitu i suportu l 
unor analize complexe macroeconomice. Prelucrarea autom ată a datelor recen- 
săm intulu i populaţiei şi locuinţelor este caracterizată în afară de volum ul mare 
de date, prin  urm ătoarele :
a) culegere de date individuale exhaustive, ceea ce im pune proiectarea formula
rului de înregistrare astfel incit să se simplifice c it mai m ult operaţia de înre
gistrare (în unele ţă ri autoînregistrare), precum şi de introducere în calculator 
(preferabil prin citirea autom ată a fo rm ularu lu i);
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b) prevederea urnii control logic autom at al datelor înregistrate : ţin înd seama 
<ie volumul foarte mare de date este perm isă şi utilizarea de corecţii autom ate 
de tip determ inist (de exemplu, sex feminin, şi virsta 12 ani, şi profesia elev, 
şi situa ţia  fa ţă  de capul gospodăriei fiică, şi sursa de existenţă întreţinută de 
părin ţi a ra tă  că num ărul de copii născuţi vii in  v ia ţă  este nul, indiferent de 
num ărul înregistrat) sau corecţii de tip sta tistic  (de exemplu, stare civilă căsă
torit, sex bărbătesc, tehnician ocupat în industrie, cu virsta nedeclarată, poate 
primi v irsta individului anterior cu aceleaşi caracteristici de sex, profesie, stare 
civilă, ram ură). Corecţia autom ată nu poate fi u tilizată în toate cazurile, fiind 
necesară sem nalarea ca eroare a cazurilor nerezolvabile (de exemplu, sexul 
şi virsta necunoscute).
în  urm a controlului logic autom at se creează arhiva datelor recensământului 
populaţiei şi al locuinţelor, de regulă pe bandă magnetică (există şi cazuri in 
care arhiva datelor recensăm întului populaţiei s-a p ă s tra t pe discuri magnetice, 
pen tru  a perm ite elaborarea rap idă  de tabele la cerere). Se recom andă şi ela
borarea statisticii corecţiilor autom ate efectuate, pentru  a evalua plauzibili
ta tea  deciziilor metodologice (de exemplu, concentrarea corecţiilor autom ate 
pe o singură procedură şi în acelaşi tim p o frecvenţă ridicată a acestora suge
rează posibilitatea unei im perfecţiuni metodologice).
c) E laborarea şi im prim area tabelelor recensăm întului, validarea acestora (la 
nivelul unei un ită ţi teritoriale) şi transm iterea lor spre publicare. A vînd in 
vedere volumul foarte mare de date, precum şi com plexitatea metodologiei 
recensămîntului, organizarea prelucrării nu se face pe etape funcţionale (intro
ducere, constituire arhivă, elaborare tabele, imprimare tabele) la nivelul în tre
gului volum de date ci pe un ită ţi teritoriale în cazul ţă rii noastre, pe judeţe. 
T endinţa modernă constă în atribuirea de coduri de identificare personale cu 
ocazia efectuării unui recensăm înt al populaţiei, care devine astfel şi sursa de 
încărcare a unui registru perm anent al populaţiei.

B IB L IO G R A F IE
1. COSTAKE, N., FILO TTI, I., ZAMFIRESCU, R., Unele observaţii privind  

programarea prelucrării dalelor recensămîntului populaţiei şi locuinţelor din 
l i  martie 1H66. în „R evista  de S tatistică” nr. 2, 1968.

PRELUCRARE IXTEGRATĂ A DATELOR DEMOGRAFICE. Prelucrare 
autom ată a datelor statistice demografice proiectată şi organizată astfel incit 
toate prelucrările statistice de date demografice să constituie un sistem infor
matic statistic  integrat. Exemplu : încărcarea unui registru autom at al populaţiei 
cu ocazia unui recensăm înt, actualizarea sa perm anentă prin prelucrarea bule
tinelor demografice şi elaborarea de tabele statistice demografice exclusiv pe 
baza datelor memorate in registrul autom at al populaţiei.
în  România, prelucrarea in tegrată a datelor demografice are loc la un nivel 
agregat (nivelul minim fiind cel al populaţiei totale pe sexe şi ani de v irstă 
la nivel de comună). Sistemul inform atic statistic  de prelucrare a datelor demo
grafice, care utilizează nomenclatorul un itar al unită ţilo r teritorial-adm inistra- 
tive, cuprinde :
— prelucrarea autom ată a datelor buletinelor demografice, din care rezultă 
datele demografice curente ;
— actualizarea datelor demografice ale localităţilor obţinute la ultim ul recen
săm înt al populaţiei prin rezultatele prelucrării datelor demografice curente ;
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— actualizarea registrului perm anent demografic al localităţilor :
— calculul ratelor de fertilita te  şi m ortalita te  pe m ed ii;
— subsistem ul prognozei demografice ;
— subsistem ul analizei m atem atice a m igraţiei populaţiei.

B IB L IO G R A F IE
1. COSTAKE, N., GOREAC, I., Program conversaţional pentru modelarea 

creşterii populaţiei şi calculul unor indicatori asociaţi, in „S tud ii şi cercetări 
de calcul economic şi cibernetică economică” nr. 2, 1981.

INTEGRAREA SISTEMULUI INFORMATIC STATISTIC ÎN SISTEMUL
INFORMATIC NAŢIONAL. C onstituirea sistem elor informatice naţionale 
care constau în esenţă din urm ătoarele :
a) elaborarea, întreţinerea şi difuzarea nomenclatoarelor unitare  de către sis
tem ul inform atic sta tistic  către celelalte subsisteme inform atice din economie ;
b) elaborarea, întreţinerea şi difuzarea d^ către  sistem ul inform atic sta tistic  
a sistemelor informatice standard  de prelucrare a datelor statistice ;
c) asigurarea accesului la băncile de date statistice ;
d) conectarea calculatoarelor electronice din cadrul sistem ului inform atic s ta 
tis tic  la re ţeaua naţională de calculatoare electronice ;
e) definirea interfeţelor dintre sistem ul inform atic sta tistic  şi celelalte compo
nente ale sistem ului inform atic naţional.

B IB L IO G R A F IE
1. COSTAKE, N „ Cu privire ta proiectarea şi realizarea sistemului naţional 

de informatică al R. S. România, în Cibernetica aplicată in economie, E d . 
Academiei R .S .R ., Bucureşti, 1982.

2. COSTAKE, N „ PETREAN U , N ., Unele probleme ale sistemului informatic 
naţional, în „R evista Economică” , nr. 34, 1982.

Y. PREZENTAREA DATELOR STATISTICE

R ezultatele prelucrării primare sau secundare a datelor statistice sîn t prezen
ta te  in tabele statistice * sau iau forma reprezentărilor grafice *. Acestea sînt 
forme comode pentru  înţelegerea populaţiilor şi caracteristicilor acestora despre 
care s-au ob ţinu t informaţii cu prilejul observării statistice. F uncţia  tabelelor 
sta tistice  şi a reprezentărilor grafice nu se reduce la aceea de prezentare a 
rezultatelor p re lucrării; în numeroase cazuri, ea este şi analitică. A ceasta ex
plică reluarea unor tabele şi reprezentări în capitolele urm ătoare (Regrcsie şi 
corelaţie ; Analiza seriilor cronologice ; Control statistic al calităţii).
TA BEL STATISTIC. Form ă de prezentare a rezultatelor prelucrării prim are 
sau secundare, a unei sistem atizări logice de date statistice prim are sau derivate 
(medii, indici, coeficienţi etc.), cu aju torul căruia se caracterizează populaţia
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(colectivitatea) investigată, părţile  sale componente (subpopulaţiile), legăturile 
d in tre ele. în  ultim a analiză, t.s. este un ansam blu de reprezentări despre 
populaţie, care constituie s u b ie c tu l  * t.s. şi despre p r e d ic a t  *.
Redus îa esenţial, t.s. se prezintă sub forma a două coloane : una  conţine valo
rile variabilei (x() care delimitează clasele şi a l ta —efectivele ( f ¡) observate pen
tru  fiecare clasă.
Subiectul t.s. Populaţia sau subpopulaţiile statistice despre care se fac propo
ziţii logice in t.s.
Predicatul t.s. Elementele statistice ce caracterizează subiectul t.s. : num ărul 
un ită ţilo r, valoarea însum ată a caracteristicilor etc., adică ceea ce se spune 
despre subiectul t.s.
Introducerea t.s. marchează un  mom ent im portan t în istoria statisticii (-*
Statistică.)
în tre grupările statistice şi t.s. există o simetrie.
Tabel statistic simplu. ( Tabel cu simplă intrare). Tabel prezentind  repartiţia  
unei colectivităţi după o singură caracteristică (a tribu tiva, de tim p sau spaţiu). 
Macheta tabelului este form ată din două coloane : prim a destinată înscrierii 
m odalităţilor caracteristicii, a doua — înscrierii frecvenţei sau nivelului fie
cărei m odalităţi. Un tabel sta tistic  care descrie, de exemplu, colectivitatea 
după o variabilă discretă are forma generală :

Valorile
variabilei Frecvenţele

f i

x 1

x2 Í2

Xi fi

xn în

n
Total Er«♦ =1

în  măsura in care se consideră u til, se adaugă coloane referitoare la frecvenţe 
relative, frecvenţe cumulate, valori globale, abateri etc.
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Exem plu de t.s.s. in  care datele sin t ordonate cronologie. Populaţia  României 
ia recensăm intele din 1930, 1948, 1956, 1966, 1977

78

Tabelul 1

D ata recensămintului N um ărul populaţiei totale

29 decembrie 1930 14 280 729
25 ianuarie 1948 15 872 623
21 februarie 1956 17 489 450
15 m artie 1966 19 103 163

5 ianuarie 1977 21 55 9 910

Sursa : Anuarul statistic al R. S. România, 1981, p. 45.

Tabel statistic pc grupe. T.s. în care populaţia (colectivitatea) este prezentată 
pe grupe sau clase după o singură caracteristică; aceasta din urm ă poate fi 
can tita tivă  sau calitativă.

Numărul întreprinderilor şi al personalului muncilor după forma de proprietate,
in 10S0

Tabelul 2

Form a de proprietate
Numărul

întreprin
derilor

N um ărul
personalului

m uncitor

Numărn! 
personalului 

m uncitor pe o 
întreprindere

IN D U STR IE 1752 3 198 100 1825
Industria de s ta t 1334 2 896 600 2171
Industria cooperatistă 418 301 500 721

Sursa: Anuarul statistic al R. S. România, 1981, p. 135.

Tabel statistic combinat. T.s. in care populaţia apare sub formă de grupări 
combinate, cu predicatul p relucrat sau neprelucrat; populaţia este grupată 
după două sau mai m ulte caracteristici.
TABEL CU DUBLĂ INTRARE. Tabel infăţişînd repartiţii combinate după 
două caracteristici. Cind există o dependenţă între cele două caracteristici, 
tabelul capătă denumirea de tabel de corelaţie. Să considerăm, de exemplu, o 
colectivitate descrisă sim ultan după două variabile X  şi Y. N otînd prin ,r,. 
x2, . . , , x {, . . . ,  xp valorile luate de variabila X p rin  y„ y2, . . .  y t, . .  ., yg valorile
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Populaţia României pe provincii istorice la recensămintul din 5 ianuarie 1977 
şi ratele de natalitate, mortalitate şi ale excedentului natural în  perioda 19SB— 1980

Tabelul 3

Provincii istorice N um ărul
populaţiei

Rate (la 1000 locuitori)

N atalita te M orta
litate

Excedent
na tu ra l

ROMÂNIA 21 559 910 20,2 9 ,5 10,7
Oltenia 2 354 265 19,7 10,3 9 ,4
M untenia 4 505 385 20,6 9 ,5 11,1
Dobrogea 863 348 20,6 8 ,1 12,5
Moldova 4 402 798 24,2 8 ,1 16,1
B anat 1 082 461 15,4 12,1 3,3
Transilvania 4 385 954 19,9 9 ,6 10,3
Crisana-Maramures 2 031 814 19,0 11,1 7 ,9
Municipiul Bucureşti 1 933 885 14,3 9 ,0 5 ,3

Sur-a ; V. Trebici, Les provinces historiques de la Roumanie : aspects démographiques, in vol. Paper s 
in Honour of Octav Oniccscu on His90th Birthday, Nagard PubKstaer, Roma. 1983. p. 470.

luate fie variabila Y, iar prin f i} num ărul un ită ţilo r colectivităţii care au 
valoarea xt a variabilei X  şi to todată  valoarea ijj a variabilei Y, tabelul este
de forma :

Vi Vi . . . VI Ui Total

x i f:i fl2 f i i flQ fir

x2 fi21 f u fî? Îi‘

Xj. fii U 2 fa . .. f i t fi-

; 1 :

Xp fpi fp 2 .. . fpi fpq fp-

Total f i f ’2 .. . u ... f-a f - .

Pe nodurile  tabelului figurează valorile variabilei X  şi pe coloane, valorile 
variabilei Y. Tabelul are p  rinduri şl q coloane. P en tru  scurtarea scrierii sim
bolice, se indică prin tr-un  punct o totalizare după indicele i sau indicele j .
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f t . este to talu l frecvenţelor rindului i, însumarea fiind efectuaţii după indi
cele j  :

Q
f i - —Ui +  fii 4- • - • -f  f i i  +  ■ • ■ +  fm — f a ;

j = i

f . j  este to ta lu l frecvenţelor coloanei j ,  însumarea fiind efectuată după indi
cele i :

P
f  •} — fi i  ~r fs} -r  ■ • • +  f i i  +  • • • +  fpj ~  f i l 

ia l

f.. reprezin tă volumul colectivităţii, obţinut prin însum area efectuată fie rind 
cu rind, fie coloană cu coloană, 
însum area rînd cu rind

fu +  fii •+- - • • -+- f i i  + • • • 4- fia fi
~i~ Î21 ~T f22 ~T • • • T f2Î “T . . .  -f foQ +  n

f . .  =  •
+  fii +  U * + • • •  + f i i  4 • • • 4- fia + f i -

{+  h i — fp2 +  - ■ ■ H fp}+  ■ • ■ -r fvQ 4- /33*

ceea ce se scrie
P « p

f- i “ t i  f i ' ‘
i=  1 j=  1 i= 1

însum area coloană cu coloană sc scrie

8 P Q
1 1 ~j — 1 i= 1 3= 1

în  definitiv
P Q P

f . .  = £  S  t u  = I f i -  =  t  f
>= 1 ;=  1 1 1

Uneori se reunesc datele într-o repartiţie  de frecvenţe cu trei dimensiuni (_Y, 
Y , Z) şi în acest caz se construieşte un tabel sta tistic  cu trei intrări.
E xam inat in raport cu forma sa, tabelul sta tistic  are urm ătoarele elemente :
a) un  corp constitu it dintr-un num ăr variabil de rînduri şi coloane ;
b) indicaţii de identificare : număr, titlu  general, titlu ri de rinduri şi coloane, 
u n ită ţi de măsură ;
c) indicaţii complementare : surse, note explicative.
U n tabel sta tistic  bine alcă tu it dispensează de pagini de comentarii şi in ter
pre tări, fiind un instrum ent de lucru deosebit de util pen tru  specialişti.
TABEL DE ASOCIAŢIE. Tabel sta tistic  care prezintă repartiţia  elementelor 
unei populaţii după două caracteristici corelate logic şi care alternează în tre 
două posibilităţi.
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Dacă X u  avind două posibilităţi, A'n  şi X }1, şi „Y,, avind două posib ilită ţi, 
A'i:[ şi X22, prezintă frecvenţe comune, acestea sîn t înfăţişate în tabel de forma :

Valorile Valorile caracteristicii
caracteristicii x 2 TOTAL

■Y2i X 22

A n «i i n12 «11 +  «12
n2i «22 /?2i  ~f~ 2̂2

TOTAL n1i+ n 21 «12 + "22 n

T.a. serveşte la calculul coeficientului de asociaţie *.

1 TABELĂ (statistică). Termen folosit în exclusivitate pentru  un tip  special de 
tabel statistic  cuprinzlnd funcţiile biometrice, cum a t fi tabela de mortalitate * 
sau tabela de viaţă * cu largă aplicabilitate în demografie, ac tua ria t, con tro lu l 
sta tistic  al calităţii.
REPREZENTARE GRAFICĂ. R eprezentare prin  figuri geometrice, na turale  
sau simbolice a datelor cuprinse în tr-un  tabel statistic *. Transpunerea în gra
fice a datelor statistice constituie, în m ulte cazuri, un mijloc de studiu av an ta 
jos, deoarece oferă o vedere sin tetică a fenomenelor studiate, înlesneşte com 
para ţii în tre fenomene, pune în lum ină caracteristicile lor (structuri, relaţii, 
tendinţe, regularităţi) şi eventual conduce la descoperirea de anomalii, erori 
sau omisiuni în datele originale. Unele grafice îndeplinesc şi funcţii de calcul 
sta tistic , cu aju torul lor determinîndu-se mai simplu anum ite valori statistice, 
pen tru  care nu se cere o precizie prea mare. în  activ ita tea  curentă de p lani
ficare şi de previziune, m etoda grafică se dovedeşte de asemenea un  auxiliar 
preţios.
R.g. nu sîn t insă destinate să înlocuiască tabelele statistice, ci să le com pleteze, 
făcîndu-le mai asimilabile. Folosul graficelor, deşi însemnat, este lim ita t prin  
posibilităţile de reprezentare în tr-un  singur plan. Nu se poate înfăţişa, în gene
ral, decît un  singur fenomen sau fenomene juxtapuse ; reprezentarea evoluţiei 
sim ultane a mai m ultor variabile legate se a ra tă  dificilă şi adesea imposibilă. 
Chiar cu aju torul reliefului, cu greu se p o t reprezenta im agini grafice cu m ai 
m ult de trei dimensiuni.
Reprezentarea în coordonate rectangulare (ortogonale) Reprezentare în rapo rt 
si proporţional cu două axe perpendiculare între ele (fig. 1 ).
Poziţia unui punct P  oarecare din plan  se determ ină in rap o rt cu punctul de 
intersecţie sau originea celor două drepte, num ite respectiv axa x-ilor şi axa  
y-ilor (sau axa absciselor şi axa ordonatelor). D istan ţa  a socotită pe axa x-ilor 
se numeşte abscisa punctului P, d istan ţa  b pe axa y-ilor, ordonata sa ; îm preună, 
cele două distanţe constituie coordonantele punctului P. Abscisele duse la d reapta 
şi ordonatele duse deasupra originii sîn t pozitive, celelalte coordonate s în t nega
tive. în  cea mai mare parte  a graficelor statistice şi abscisele şi ordonatele sîn t 
pozitive. Pentru  a localiza un punct P (x f, m) este necesară gradarea axelor 
după o anum ită scară. Se alege în mod arb itra r o un ita te  de lungim e şi se  s ta 
bileşte o corespondenţă intre această un ita te  de lungime şi un ită ţile  re la tiv e
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ia x  şi !/. T ransportată pe o axă, o scară numerică se transform ă in scară gra
fică. Scările grafice uzuale s î n t : scara aritmetică şi scara logaritmică.

t
N h

Fig. 1 Reprezentare in coordonate, 
rectangulare

■ i 
■O

■O
o

ong>ne O
obcisa

Scara aritmetică (naturală) traduce proporţiionalitatea între numerele (x*, 
şj lungimile absciselor şi ordonatelor, iar scara logaritmică, proporţionalitatea 

între logaritmii numerelor (x*, yi) şi lungimile absciselor şi ordonatelor. 
Exem plu  Scara verticală aritm etică (a) şi logaritmică (b) (fig. 2).

1,000

0,954
0,903

0,845

0.778

0,699

0.602

0,301

F ig .  2 S c a r ă  a r itm e tic ă  ş i lo g a r itm ic ă 2
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8SrIn cazul scării aritm etice, intervalul corespunzător unei u n ită ţi răm ine ace
laşi pe întreaga lungime a scării. La scara logaritmică, intervalele grafice, adică 
segmentele dintre punctele cotate, sîn t inegale. Ca atare, scara aritm etică este 
o scară uniformă sau scară liniară, iar scara logaritmică, scară neuniformă sau 

? scară neliniară. Scara logaritmică se stabileşte mai în tii pen tru  numerele cu
prinse in tre 1 şi 10, adică, fiind aleasă un ita tea  de lungime, se înscriu punctele 
de diviziune la o d istanţă de origine m ăsurată succesiv prin log 2, log 3, log 4 
. . . e tc., log 9, numere citite în tabela de logaritmi. Fiecare dintre diviziuni, 
poate fi gradată  in acelaşi mod : de exemplu, segm entul ale cărui ex trem ită ţi 
p o artă  gradările 2 şi 3 va putea fi îm părţit în 10 pă rţi num erotate 2.1 : 2 ,2 ; 
e tc., punctele de diviziune găsindu-se la distanţe de origine respectiv egale cu 
log 2,1 ; log 2 ,2 ; . . .  ; log 2,9. Subdiviziunile se extind a tî t  cît se doreşte şi. 

J a t î t  cit ele răm in uşor de descifrat. Prelungindu-se segm entul astfel g radat
y prin tr-un  segm ent identic, se realizează scara logaritmică a num erelor de la.

Fig. 3 IJirlie logaritmică
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10 la 100, cu gradarea 20, 30, 40 . . . .  90 şi eventual cu gradări interm ediare. O 
a  doua translaţie  va realiza scara logaritmică a numerelor de la 100 la 1 000 şi 
aşa mai departe. A m plitudinea translaţiei se numeşte modul logaritmic (scară 
grafică a  unei hlrtii logaritmice în care gradarea este lim itată la o clasă de nu- 
m eraţie zecimală, fie de la 1 la 10 sau de la 10 la 100 sau de la 100 la 1 000 
etc.). O scară logaritmică include, după caz, 2, 3, 4 etc. module.
Diagrame logaritmice se po t construi fie pe h irtie  cadrilată obişnuită (in gene
ral hîrtie milimetrică), transpunînd logaritmii în coordonate aritm etice ca şi 
numerele naturale, fie pe hîrtie logaritmică (hirtie log-log) — hîrtie gradată in 
scări logaritm ice, dar cu numerele naturale indicate pe scări. Mai frecvent se 
utilizează hîrtia semilogaritmică, h îrtie  în care axa absciselor este gradată în 
scară aritm etică, iar axa ordonatelor, în scară logaritmică. H îrtia  logaritmică 
sau sem ilogaritmică prcim prim ată perm ite să se plaseze direct datele originale 
pe grafic, fără a fi nevoie să se determine în prealabil logaritmii lor (fig. 3 şi 4).
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Reţea prutiabllistă (hîrtie probabilistă). H îrtie special gradată (simplu sau dublu 
logaritmică) pe care se reprezintă perechile de puncte (f,-, F(, n), av lnd ca 
rezu lta t liniarizarea funcţiei de repartiţie . Se recunoaşte astfel repartiţia  res
pectivă şi se estimează param etrii ei fără să se apeleze la m etode analitice. 
Reprezentare in coordonate polare Reprezentare în coordonate raporta te  la o 
axă i  si un pol o s itu a t pe x. Coordonatele polare ale unui punct P, în tr-un 
plan, sin t : d istanţa p =  OP (raza sectoare) şi 0 =  unghiul xOP  (unghi polar).
<fig. 3).

Cu condiţia ca să se fixeze un sens pozitiv de ro taţie  pornind de la axa Ox (axă 
polară), corespondenţa astfel s tab ilită  este biunivocă, adică oricărui punct din 
plan ii corespunde un cuplu unic (p, 6) şi, reciproc, dacă se dă un cuplu (p, 
6 ), acestuia ii corespunde un punct şi unul singur în plan. Unghiul 0 se exprimă 
în grade sau în radiani, iar raza vectoare, îutr-o unitate de lungime oarecare. 
Coordonatele polare sîn t folosite în special pentru  reprezentarea seriilor crono
logice (date săptăm înale, lunare, trim estriale sau anuale). O P  =  p este o 
lungime proporţională cu im portan ţa  fenomenului la un  m om ent dat, 0 in ter
valul de tim p care separă două m ăsuri succesive, 2tt reprezentînd un ita tea  
de tim p. Dacă 2rz reprezin tă anul, 0 este egal cu tt/26 pen tru  variaţiile săp 
tămânale, tţ/6 pen tru  variaţiile lunare, tt/2 pen tru  variaţiile trim estriale. 
DIAGRAMĂ IN BATOANE (bare). D iagram ă în care fiecărei valori a va
riabilei, înscrisă în abscisă, i se asociază o ordonată („ b a to n ” , „b a ră” ) de 
lungime proporţională cu frecvenţa valorii. Lungimile batoanelor însum ate 
tac deci S/<, dacă se consideră frecvenţele absolute sau 1 (resp. 100), dacă se 
consideră frecvenţele relative. Acest tip  de diagramă este propriu variabilelor 
discrete (fig. 6).
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P entru  compararea a două sau niai multe repartiţii cu frecvenţe absolute ine
gale se recurge la reprezentarea frecvenţelor relative, modificSndu-se in conse
cin ţă  scara_de-a lungul axei verticale.
DIAGRAMĂ CUMULATIVĂ. P en tru  o repartiţie  discretă, diagram ă con
stru ită  „ în  scară” : se trasează, ca şi în cazul diagramei in baloane, segmente 
de drepte de lungimi proporţionale cu frecvenţele, dar decalîndu-se progresiv

N 'ă scu ţi Vii

1 2 3 4 5 6 7 8
Rangul

Fig. 7 Diagramă cumulaliuă a născu
ţilor vii după rangul născutului viu in

R. S. România, 1979

in sus, astfel îneît originea fiecărui segm ent să se afle la nivelul extrem ităţii 
segm entului precedent. Segmentele verticale se unesc prin  segmente orizontale 
(fig. 7). Palierele orizontale ale diagramei au drept ordonate :

F t=  fi +  fa +  . . .  +  fi, respectiv Ft =  fx +  J2 +  ■ ■ - +  fi-
Înălţim ea fiecărei trepte este proporţională cu o frecvenţă simplă (fţ. resp. /;). 
Diagram a (fig. 7) prezintă frecvenţele cum ulate ascendente şi a ra tă , pen tm  
fiecare rang al născutului viu, proporţia născuţilor vii avînd un rang cel m ult 
egal cu cel considerat. R eprezentarea frecvenţelor cumulate în sens invers, 
după aceeaşi metodă, ar a răta , pen tru  fiecare rang al născutului viu, proporţia 
născuţilor vii avind un rang cel pu ţin  egal cu cel considerat.
DIAGRAMĂ PRIN COLOANE (Diagramă prin tuburi de orgă). Reprezen-

Fig. S Personalul ocupat in industria 
României, pe sexe

tare a unei serii sau repartiţii simple prin  dreptunghiuri avînd bazele 
egale si înălţim ile (prin urm are si suprafeţele) proporţionale cu frecvenţele 
(fig. 8).
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D reptunghiurile succesive po t fi a lă tu ra te  sau separate (printr-un interval
constant).
Acest tip  de diagramă perm ite să i se a lă tu re  o scară care să pună şi mai bine 
In evidentă raporturile intre frecvenţe.
Uneori, dreptunghiurile sin t construite pe o linie de bază verticală şi în acest 
caz diagrama este num ită diagramă prin benzi (fig. 9).

I'ig. 0 Producţia de energie elec
trică pe locuilo r in  R. S. România

1950

1955

1960

1965

1970

1975

1979

Se poate reprezenta, prin dreptunghiuri, evoluţia mai aiultor fenomene ju x ta 
puse. haşurîndu-se în chip diferit (fig. 10).
În trucît la diagramele descrise in tră  în calcul numai înălţimile dreptunglnu- 
rilor, ele sin t diagrame cu o dimensiune (liniare). D reptunghiurile nu sin t d^cit 
..ordonate lărg ite” pen tru  a fi m ai vizibile. Ordonatele sint, reprezentate p rin  
ariile dreplunghiurilor, dar se păstrează proprietatea proporţionalităţii lungi
milor (lungimea dreptunghiurilor), dîndu-se fiecărui dreptunghi aceeaşi lăţim e.

Fig. 10 Ritmurile medii 
mondiale şi ale R . S. Ro
mânia in perioada 19S0 — 

1975
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D reptunghiurile sin i adoptate de asemenea pentru  reprezentarea grafică a 
structurii populaţiei sau eşantionului in raport cu variabila observată (fig. 1 1 ). 
Un dreptunghi se îm parte In mai m ulte altele, înălţim ea dreptunghiiirilor di
vizionare variază proporţional cu mărim ea ponderii.

Fig. 11 Structura pe sexe a personalului 
ocupat în  industria României

DIAGRAMA CIRCULARĂ (în  sectoare). D iagram ă în care rep artiţia  se re
prezintă sub forma unui cerc divizat în sectoare avînd unghiurile la centru 
(deci şi suprafeţele) proporţionale cu frecvenţele (fig. 12).

mii«? .
ram uri

1965  ’ # 79

în  aplicaţie :
— pen tru  fiecare din cei doi ani s-a constru it un  cerc a cărui arie este p ropor
ţională cu mărim ea venitului naţional (146 mld. lei in 1965 şi 499 m ld. lei în 
1979) ; razele celor două cercuri (rx pentru  1965 şi r2 pen tru  1979) s în t in 
raportu l :

F^-Fs-F«* 1,85;

— îm părţind 360“ proporţional cu ponderile d e ţin u te  de ram urile economice 
considerate s-au afla t unghiurile la centru ale sectoarelor de cerc (3,6 X 56,9 a  
»205°; 3,6 X 29,3 «106° etc.).
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O varian tă  a acestei tehnici constă în înlocuirea cercului p rin tr-un semicerc, 
unghiul unui sector care reprezintă p ( %) fiind egal cu (px l80 )/100 . Diagram a 
astfel constru ită se num eşte diagramă semicirculară (fig. 13),

P en tru  com paraţii in tim p sau în spaţiu , diagram a circulară scoate în evidenţă 
deodată diferenţele în valoare absolută şi in valoare re la tivă . D iagram a semi
circulară nu evidenţiază decît raportu l părţilo r cu în tregu l, im portan ţa  lor
relativă.
DIAGRAMĂ PRIN SUPRAFEŢE. D iagram ă form ată de obicei din p ă tra te  
sau cercuri avind suprafeţele proporţionale cu valorile reprezentate (fig. 14).

Pentru construirea unei astfel de diagrame trebuie extrase rădăcinile p ă tra te  
ale valorilor seriei. Laturile pă tra te lo r, razele cercurilor se iau proporţionale 
cu aceste rădăcini.
HISTORIOGRAMĂ (cronodiagramă). Reprezentare grafică a unei serii cro
nologice bazată pe sistem ul coordonatelor rectangulare. Valorile succesive ale 
seriei sunt reprezentate de linia frin tă  trasa tă  prin  punctele de coordonate y, t
(fig. lă ) .
Pe axa absciselor s-au reprezen tat „an ii” (t), iar pe axa ordonatelor „valorile 
variabilei observate” (y). F iecărei perechi de valori a seriei îi corespunde în 
p lanul axelor u n  p u n c t : in tersecţia dreptelor ridicate perpendicular pe axele 
de coordonate. Caracterul de „serie de stocuri” s-a m arcat grafic prin plasarea 
punctulu i reprezentativ  în dreptul datei de referinţă („sfîrşitul anului” ). în  
caz de „serie de fluxuri” , punctu l reprezentativ  va fi fixat în mijlocul segmen
tului corespunzător intervalului de timp de un an (fig. 16).

Fig. 13 Structura popu
laţiei ocupate a României
pe sectoare de activitate

P rim ar Secundar

Fig. 11 Densitatea popu
laţiei pe continente (lo

cuitor) kmp), 197 S
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M ii bucă ţ i

Fig. 15 Parcul de tractoare şi maşini agricole principale (la sfirşitul anului)

Fig. 10 Evoluţia numărului populaţiei României a natalităţii şi 
mortalităţii, 1871 — 1080
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H. sin t, niai m ult decit alte grafice, instrum ente de analiză şi de cercetare. 
Hle înlesnesc stud iu l componentelor seriilor cronologice, mai ales a trendului 
şi a fluctuaţiilor sezoniere şi perm it compararea mai multor serii cronologice. 
De asemenea, o h. face posibilă urm ărirea cu uşurinţă a evoluţiei diferenţei intre 
două fenomene, cind aceasta are o semnificaţie concretă (diferenţa intre cos
turile totale şi costurile fixe, între venituri şi cheltuieli, Intre im porturi şi ex
porturi etc.). în  exemplul luat (fig. 16), diferenţele între na ta lita te  şi m orta
litate m archează sporul na tu ra l al populaţiei, clar sesizat, in evoluţia sa, la 
simpla lectură a graficului. In legătură cu construirea h., problema cea mai 
im portan tă  este aceea a raportu lu i dintre un ita tea  de lungime adoptată  pentru 
m ăsura tim pului şi cea care serveşte pen tru  scara ordonatelor. Fenomenele 
reflectate in seriile cronologice se caracterizează prin numeroase variaţii a 
căror înfăţişare grafică depinde de alegerea scărilor. Prin lărgirea sau compri
marea scărilor, intr-o  anum ită m ăsură, se po t atenua sau, dim potrivă, am pli
fica variaţiile. Dacă scările nu au fost judicios alese, există riscul unor in ter
pretări false. Se reţine principiul general după care o variaţie recunoscută ca 
in teresan tă  trebuie să fie dezvăluită prin li. Fig. 17 ara tă  cum alegerea scărilor 
poate influenţa judecata cititorulu i asupra am plitudinii variaţiei. Institu tu l 
in ternaţional de S tatistică a stab ilit cu prilejul celei de a Y lll-a  sesiuni, pc 
baza raportu lu i prezen tat de Jacques Bertillon, că unităţile  trebuie astfel 
alese incit a lura tangenţială a liniei din li. să fie reprezentată de o dreaptă 
înclinată la 45° fa ţă  de axe (I .I.S ., V III e session, J . Bertillon : Propositions 
relatives à l ’uniformité à apporter dans l'établissement des graphiques, p. 313, 
apud N. Georgcscu-Roegen, op. cit., p. 57).

Fig. 17 Historiograme cu scări diferite

T ot pentru  a nu avea o impresie falsă despre dimensiunile variaţiilor fenom e
nului reprezentat, este necesar ca în to tdeauna scara verticală să pornească de 
la zero. Cind ordinul de m ărim e al datelor din serie depăşeşte cu m ult nivelul 
zero, se întrerupe scara, aşa cum se vede în fig. 18.
Prin întreruperea operată se ev ită  un gol prea mare pe grafie şi se perm ite ale
gerea unei scări care să pună m ai bine în evidenţă variaţiile fenomenului de
scris.
DIAGRAMĂ SESIILOGARITMICĂ. D iagram ă care com portă o scară loga- 
ritm ică şi o scară aritm etică .
În general, d.s. se aplică la seriile cronologice şi se construieşte cu scara logarit- 

snicâ pe axa  ordonatelor (fig. 19).
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U tilizarea axei ordonatelor ca scară logaritmică înseamnă să se substituie 
funcţia Y  =  log y funcţiei ij. Valorile sin t ordonatele nominale, iar (lo
garitm ii zecimali ai lui \i(), ordonatele reale. ( —> Scară logaritmică). Pe diagramă 
se înscriu ordonatele nominale iji (valorile exporturilor), ceea ce simplifică 
lectura.

Fig. ÎS Indicii prcfurilor (1970= 100)

M ilio a n e  lei va lu tă

Fig. 19  Exporturile jRomâniei în ţări capitaliste 
dezvoltate, 1965 — 1979'
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A xa absciselor, gradată  aritm etic, poartă  scara tim pului (anii). Paralele la 
axe, duse p rin  punctele gradărilor, determ ină o grilă care uşurează plasarea 
punctelor şi citirea valorilor.
O s. are cîteva p r o p r ie tă ţ i  de u tilita te  practică.
1. O rd o n a te lo r  n o m in a le  în  p ro g re s ie  g e o m e tr ic ă  le  c o r e s p u n d  ( p e  d ia g r a m ă )  o rd o 
n a te  re a le  î n  p ro g re s ie  a r itm e tic ă .
Astfel, notăm  corespondenţa :

;/ a a q  aq2 aq8 . .  .
l r log a  (log a  -4-  log q) (log a +  2 log q) (log a  ~r 3. log q)

2. D a c ă  r a p o r tu l  d in tr e  d o u ă  v a lo r i  a le  l u i  tj este ega l cu  r a p o r tu l  d in tr e  d o u ă  
a lte  o a lo r i a le  sa le , d i fe r e n ţa  o rd o n a te lo r  re a le  a le  p r im e lo r  d o u ă  este  ega lă  cu  
aceea  a  o rd o n a te lo r  re a le  a le  u l t im e lo r  d o u ă .
De exemplu, egalitatea

—  =
Vi î/3

9:f

se traduce prin

log —  ; 
Vi

: log
!h_
Va

sau
log ij2 -  log î/j =  log ¡/4 -  log ijs,

adică
r 2 -  r # =. r 4 -  r 3.

Pe axa ordonatelor, lungimile ( Y s — Y%) şi ( y , — V3) silit egale.
P e n tr u  o a ceea ş i v a r ia ţie  a  lu i  x ,  d o u ă  se g m e n te  s in t  p a ra le le , d a c ă  r a p o a r te le  

o rd o n a te lo r  n o m in a le  a le  p u n c te lo r  p e  ca re  le u n e sc  s i n t  ega le. 
în tr-o  diagram ă cu scări aritm etice, dreap ta  care uneşte două puncte Aţx^i j )  
şi B (x .,y .,)  are drept coeficient director ;

xa — Xj

şi două drepte cu acelaşi coeficient director sin t paradele. 
Pe ci.«., coeficientul director real este :

, U 2log —
Ui

De aceea se spune că d.s. păstrează rapoartele.
D.s. devine deci utilă cind se studiază v a r ia ţ i i l e  r e la tiv e , adică rapoartele de 
mărimi. Prin reprezentarea grafică, de exemplu, a unei serii cronologice sc u r
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măreşte mai'ales lendinfa generală de evoluţie a fenomenului şi oscilaţiile in ja ru l 
acestei tendinţe. Im portanţa unei schimbări absolute date depinde de mărimea 
bazei la care se raportează schimbarea. Ca a tare , pen tru  reprezentarea seriei 
•cronologice, d.s. este potrivită, în trucît, în tr-o  asemenea diagramă, distanţele 
verticale egale pe axa ordonatelor reprezintă varia ţii procentuale egale, în 
tim p ce pe o diagramă aritm etică de tip  obişnuit ele reprezintă variaţii absolute 
egale.
D.s. perm ite determ inarea raportu lu i între două valori ale variabilei şi im plicit 
ra ta  de variaţie, precum şi compararea creşterilor (sau descreşterilor) relative 
a  mai m ultor variabile.

Pe srafic, lungimea A Y  este egală cu log — . Prin urm are, este suficient să se
Vi

ducă lungimea A Y  pe scară pornind dc Ia origine şi să se citească indexul corcs-

punzător pen tru  a se obţine valoarea raportu lu i — (fig. 20).
Vi

V a ie r

A

Fig. 20 Reprezentarea raportului
Vi

Presupunlnd

■şi reportind pe scară lungimea A P , cu începere de Ia origine, rezultă

de unde, ra ta  de creştere egală cu 0,5 sau 50%.
A vantajul reţelei semilogaritmice în compararea creşterilor relative a două sau 
mai m ulte variabile apare clar din confruntarea graficelor 21 a şi 21 h, care 
reprezintă aceleaşi serii de date.
Panta lui A  este mai m are decît cea a lui B  şi a lui C ; pan ta  lui C este cea 
mai mică. A  arc, aşadar, o creştere relativă mai intensă decit B  şi C. Graficul 
pe reţea aritm etică ("fig. 21 a) nu perm ite form ularea unei astfel de judecăţi 
(rem arcăm  îndeosebi că variaţiile lui .4, pe graficul cu scară aritm etică, sînt 
greu de c itit, da to rită  scării utilizate).
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O m odalitate de a măsura procentul de creştere sau de descreştere, reprezentat 
în d.s. p rin tr-o  d istanţă verticală dată, ca şi rapo rtu l procentual in tre o serie 
cronologică şi o a lta  constă în construirea scărilor corespunzătoare pen tru  un 
modul (fig. 22).
Diviziunile pe scară (a), citită de jos în sus, marchează creşterile  procentuale , 
care se întind de la 0 la  900% (începutul şi sfîrşitul m odu lu i; d is tan ţa  de la 1

a b
Fig. 21 Diagrama aritmetică (a) şi semilogaritmică (6) a aceleiaşi 

serii statistice
la 2 reprezintă o creştere de 100 %, de la  1 la 3 o creştere de 200 %, . . .  , de- 
la 1 la  10 o creştere de 900% ; aceleaşi creşteri s în t şi în cazul celorlalte module, 
adică de la  10 la 100, de la  100 la 1000, de la 1000 la 10 000 etc.). ş.

i ! ▼
900---- o---- } JGO — -

soo---
j — 1 
1 1400 — 50---- «0 • —

Fig. 22 Scări in procente : 30 0 - - 60--- | o  -
a) scara creşterilor ; b) scara
descreşterilor ; c) scara corn- ; .j

paraţiilor -.00__
•_L =

«0
8 V —

L_L-_ 9C :
ţa)

P en tru  a determ ina cu aju toru l scării (a), de exemplu, procentul de creştere a 
exportului ţării noastre în R . F. Germania, în tre  anii 1977 şi 1979, (lig. 19) 
măsurăm pe o verticală distanţele intre punctele care înfăţişează aceşti a n i ;
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aşezînd această distanţă pe scară, aflăm o creştere de aproape 60 %. Pe scara 
descreşterilor (b), citită de sus In jos, d is tan ţa  de la o diviziune la a lta  reprezintă 
10%. A stfel, de la  diviziunea no ta tă  cu 100 la diviziunea no ta tă  cu 90, de la 
diviziunea no tată  cu 90 la acea no ta tă  cu 80 ctc. sîn t cltc 10 % ; descreşterea 
de la  punctu l n o ta t cu 0 p îna la u ltim ul punct al scării este de 90% (la fel în 
celelalte două module). Scara (b) se foloseşte ca şi scara ( a ) : se măsoară pe ver
ticală d is tan ţa  între două puncte şi segm entul determină descreşterea procen
tuală  pe scara (b). De exemplu, pen tru  anii 1967 şi 1968, se găseşte o des
creştere a  exporturilor In S.U.A. egală cu 25%.
Cu aju torul scării de com paraţie (c) se poate determina, în exemplul dat, raportul 
procentual în tre  exportul în o ţa ră  şi exportul în o a ltă  ţară. Dacă vrem să 
cunoaştem , de exemplu, raportu l procentual între exportul în F ran ţa  şi ex
po rtu l în R. F . Germania în anul 1979, măsurăm d istan ţa  în tre punctele cores
punzătoare ale diagramei şi apoi o transpunem  pe scara de com paraţie, socotind 
de sus în jos ; găsim că exportul în F ran ţa  a reprezentat 30% din exportu l în 
R . F. Germania.
Pentru  aprecierea ratei de variaţie  se poate de asemenea utiliza un indicator 
de pantă — un desen construit pe hîrtie transparentă, comportînd un fascicul 
de drepte ale căror pan te  sînt indicate în procente (fig. 23).

Fig. 23 Indicator dc pantă

E ste ş tiu t că pan ta  creşte sau descreşte cu ra ta  de variaţie. Exam inarea diver
selor pan te  ale aceleiaşi diagram e informează deci despre variaţiile ratei, 
în  construirea indicatorului de pan tă , s-ar puteă, teoretic, determ ina creşterea 
o rdonate i referitoare la  p an tă  pen tru  un in terval Ax egal cu un ita tea , dar o 
astfe l de construcţie a r  fi adesea imprecisă. E ste preferabil să se ia un interval 
A x c ît mai mare şi care să conţină un num ăr comod de un ită ţi. în  cazul tra ta t
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(fig. 24) s-a luat A x =  30 ani. Propunîndu-nc să construim, de exemplu, ordonate 
referitoare la pan ta  de 2% , avînd : 
r =  0.02 şi 1 — r  =  1,02 
(r este ra ta  de creştere anuală).

M ia .
• W r

Fig. ¿4 Producţia dc energie electrică în  România

atunci

A y
—  =  log (1 - f  r) =  log 1,02.
Ax

în  tabela de logaritmi se găseşte : 
log 1,02 =  0.00860. 
de unde

r  =  30 X 0,00860 =  0,258.
Această valoare a lui i r  corespunde modulului 1 al scării logaritm ice, dar 
m o d u lu l  fiind 5 c m  (tig. 24), ordonata A l’ =  5 X 30 X 0,00860 =  1,29 cm. 
O rdonata relativă la pan ta  de 4 % (log 1,04 =  0,01703) va fi :
5 X 30 : : 0,01703 =  2,55 cm ş.a.m .d.
Aplicxnd indicatorul de pan tă  pe diagram a evoluţiei producţiei de energie 
electrică a României în decursul a  30 de ani, se identifică pen tru  perioada 
1951 — 1970 un ritm  mediu anual de creştere egal cu 15%.
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In  cincinalul 1971— 1975, ritm ul mediu anual a fost de circa 9%, ia r în ultim ul 
cincinal 4,7% .
D.s. este utilizată nu num ai pen tru  a evidenţia proporţiile, ci şi pentru  a re
produce gama întinsă a valorilor unei variabile. Un acelaşi interval A Y  pe o 
scară funcţională logaritmică reprezintă un domeniu de variaţie cu a tî t  mai 
mare a funcţiei y  studiate cu cit acest in terval este mai îndepărtat de origine. 
Considerînd, de exemplu, evoluţia lui y  de la  1 la 10000 şi modulul scării logarit- 
mice 5 cm, A Y  =  5 cm reprezintă :

9 un ită ţi de Ia 1 la 10 
90 „  „  10 „  100

900 „ „ 100 „  1000
9000 „  „  1000 „  10000.

Cu scara 0,5 cm =  1 unitate, a r trebui o lungime de 5000 cm sau 50 m pc scara 
aritm etică pentru  a reprezenta varia ţia  lui y de la 1 la 10000, în tim p ce pe scara 
logaritm ică trebuie num ai 20 cm (4 module x  5 cm) pen tru  a reprezenta această 
variaţie.
Graţie distorsiunii pe care o introduce (dilatarea relativă a zonelor de valori 
m ari in raport cu zonele de valori mici), d.s. perm ite un studiu fin al fenomenu
lui reprezentat. La d.s. se recurge în cazul variaţiilor exponenţiale. Dacă repre
zentarea grafică pe scară aritm etică evidenţiază o curbă care sugerează o funcţie 
exponenţială, expresia sa va fi de forma

;/ — abx

(cu o şi & constante şi x  variabilă).
Scriem egalitatea logaritm ilor celor doi m em b ri:

log y — log (a ■ bx) =  log a -~ x log b

In trucit log a şi log 6 sîn t constante ca şi a şi b rezultă că log ij  sau Y  este 
o funcţie liniară de x.
Se obţine o dreaptă pe graficul semilogaritmie. Aşadar, un grafic scniilogaritmic 
perm ite o anamorfoză (transform are geometrică a unei curbe) utilă : curbele 
exponenţiale sini transformate în drepte.
DIAGRAMĂ LOGARITMICĂ (diagramă log-log).Diagramă in coordonate dublu 
logaritmiee.
Utilizarea a două axe gradate în scări logaritmiee prezintă interes în materie 
de ajustare *. R eţeaua logaritmică transform ă în dreaptă, prin anamorfoză, 
o funcţie putere de forma 
y  — axh,
dar, in această transform are, trebuie să se treacă nu numai de la y  la log y, 
ci şi de la x  la log x. Se obţine, in tr-adevăr : 
log y — log a +  b log x.
Exemplu. R elaţia între producţia globală industrială (y) şi fondurile fixe indus
triale (x ), considerată de forma y  =  axb (fig. 25).
Punctele definite de cuplurile (log x, log y) — corespunzătoare datelor înregis
tra te  în 35 judeţe — se situează în ju ru l unei drepte care poale fi trasa tă  vizual 
sau prin tr-o  a ltă  metodă. D reapta pare să ajusteze cel mai bine norul statistic* 
figurat. V.TREBICI
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O aplicaţie clasică a graficului logaritm ic este aceea întreprinsă de economistul 
italian V. Pareto la studiul repartiţiei Veniturilor. Pareto a rem arcat că „ajus
ta rea” cea mai satisfăcătoare a unei serii de puncte de coordonate reprezentînd

l'iy . Producţia globală 
industriala şi fondurile fixe  

industriale, 1979

F o n d u rile  f ix e  ¡n-.ustr.-Hie ;r,:l'a rc !e

respectiv valorile veniturilor x şi num ărul y al veniturilor superioare lui x 
(frecvenţe cumulate) pare să fie de forma hiperbolei. Adoptînd coordonate dublu 
loga ritmice, el a obţinut o ajustare liniară. A utorul dă atunci curbei de frec
venţe cum ulate o expresie analitică : 
log y =  log a — b log x  (pantă negativă)
şi pune astfel în evidenţă repartiţia  asimetrică a veniturilor. Fig. 26 ilustrează 
constatarea lui Pareto.
Punctele M y i h ,  sînt foarte apropiate de o dreaptă, care se poate
trasa, fără  eroare sensibilă, prin punctele M., şi M 7. Dacă se asimilează seria cu 
această dreaptă şi se calculează valorile constantelor din ecuaţia log ij =  log a — 
— b iogx, rezultă : log ij =  16,1786 — 2,4099.
A ceasta relaţie care leagă y  şi x, caracteristică aproape tu tu ro r repartiţiilor de 
venituri, a prim it numele de „legea lui P areto” .
D .l. sc aplică frecvent la studiul elaslicilă[ilor (de exemplu, elasticitatea dife
ritelor categorii de cheltuieli din bugetul de familie : alimentaţie, îmbrăcăminte, 
locuinţă, igienă şi sănătate etc. în funcţie de cheltuielile totale).
N atural, toate  proprietăţile specifice scărilor funcţionale logaritmice sîn t aici 
valabile. în  particular, d.l. va fi indicată atunci cînd y şi x prezintă am plitudini 
de variaţie cu a tît mai mari cu cit se depărtează de origine (proprietate de 
„ ta sa rc” dînd o precizie re la tiv  constantă).
HISTOGRAMA. Grafic al repartiţiei pe clase dc valori form at dintr-o succe
siune de dreptunghiuri a lăturate, avind suprafeţele proporţionale cu frecven
ţele in clase. Termen introdus de K. Pearson (gr. histos — ţe s u t; grama — scriere, 
desen).
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H. se construieşte in coordonate rectangulare (fig. 27); pe axa absciselor se 
trec  valorile variabilei care delimitează clasele, iar in ordonate valorile frecven-

Mii

Fig. 26 Curba lui Pardo 
privind reparti/ia veni

turilor

Fig. 27 Histograma repar
tiţiei a 9S8 de tineri in virslă 
de 19 ani după înălţime

N um ăr de  p ersoane

ţelor de c lasă ; punctele reprczentînd lim itele fiecărui interval ele clasă sc unesc 
prin  linii orizontale. Suprafaţa închisă de linia in scară ce mărgineşte li. şi de 
axa absciselor este proporţională cu sum a frecvenţelor.
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In aplicaţie, s-a rep rezen ta t prin  h. repartiţia  populaţiei observate făcută pe 
clase de talii cu am plitudine constantă (148—152 cm, 152—156 c m , . . . ,  
188—192 cm) şi a tunci s-au construit, pe intervalele scării egal spaţiate, drept
unghiuri de Înălţim i proporţionale cu frecvenţele repartiţiei (7 persoane, 2 0 per
soane, . . . ,  5 persoane). în  cazul contrar — al repartiţiei pe clase de am plitu
dine variabilă — re la ţia  de proporţionalitate trebuie să fie aplicată la  supra
feţele d reptunghiurilor, nu la Înălţimile lor. De aceea, se operează o anum ită 
transform are a rep a rtiţie i înainte de a fi reprezentată grafic.
Exem plu. R epartiţia  personalului ocupat în economia României după retri
buţia netă  lunară, m artie  1979.

Tabelul 4

R etribu ţia  (lei) Numărul personalului 
(%)

Frecvenţe reduse la in
tervalu l de 100 lei

Pină la 1 300 4 ,0 4 ,0
1 3 0 1 -1  500 9 ,2 4 ,6
1 5 0 1 -1  700 14,8 7 ,4
1 7 0 1 - 2  000 26,1 8 ,7
2 0 0 1 - 2  500 27,5 5 ,5
Peste 2 500 18,4 3 ,7
Total 100,0 —

Sursa : Anuarul statistical R. S. România 7980, p. 124.

Clasele de re tribu ţie  n u sînt toa te  egale între ele, iar prima şi ultim a clasă slnt 
nedeterm inate. Pent ru  a înlătura mai întîi nedeterminarea, convenim să Închi
dem prim ul in terval la 1 200 lei, nivelul minim al retribuţiei la data  observării 
şi u ltim ul in terval la  3 000 lei, adica egal cu intervalul precedent. In  ceea ce

Vig. 28 Histograma repar
tiţiei personalului din 
economia naţională după 
retribuţia netă lunară rea

lizată, martie 1979

priveşte inegalitatea claselor, soluţia constă în a alege un interval de clasă un itar 
(de exemplu, prim ul interval =  100 lei), a  cărui am plitudine să fie divizor 
comun tu tu ro r celorlalte intervale.

1200 I3GO :=-00 1700 2OO0 2500 3000

R e tn b u t a netă  lunară  (le-:;
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Construim h. (fig. 28) ridicînd dreptunghiuri care au bazele p roporţionale cu 
frecvenţele pe interval un ita r (reduse la in tervalu l de 100 lei).
Uneori, poate fi utilă trasarea h, pe h irtie  semilogaritmică, cu scară  logarit- 
mică In abscise şi liniară în ordonate, ca în fig. 29. Tabelul 5 conţine ele mentele 
necesare pen tru  a construi h. repartiţiei log x. S-a presupus că v a lo a rea  infe
rioară a prim ului interval de clasă este 50, iar valoarea superioară a u ltim ului 
interval 20 000, acesta divizîndu-se in  in tervalele: 5 000—10 000 şi 10 000 — 
- 2 0  000.

Frecvenţa un itară  (col. 5) — calculată ca raport în tre  frecvenţă (in speţă , 
frecvenţă re la tivă, col. 2) şi mărim ea intervalului de clasă în logaritm i zecimali 
(col. 4) — constituie, la scara aleasă, înălţim ea dreptunghiului h. p en tru  clasa 
corespunzătoare. In acest mod se asigură proporţionalita tca  suprafeţei d re p t
unghiului cu frecvenţa de clasă.

Ta belul 5

N um ăr de 
m uncitori

Număr de 
întreprinderi 

<%)

Logaritmi zeci
mali ai limitelor 

de clasă

Intervale de 
clasă in loga
ritm i zecimali

F recvenţe
unitare

(1 ) (2) (3) (4) (5)

50 1,69897
8,8 0,60206 14,6

200 2,30103
19,0 0,39794 47,8

500 2,69897
23,7 0,30103 78,7

1000 3,00000
22,6 0,30103 75,1

2000 3,30103
12,0 0,17609 68.2

3000 3,47712
8 ,3 0,22185 37,4

5000 3.69897
4 .2 0,30103 1 1,0

10000 4,00000
1 ,4 0,30103 4,7

20000 4,30103

Diagramă diferenţială. R eprezentare în scară logaritm ică in abscise, in care 
unele repartiţii asim etrice de stingă devin aproxim ativ  sim etrice. H istogram a 
reprezentind ia  ordonate frecvenţele f(x )  in funcţie dc valorile variabilei x 
este uneori num ită  d.d. (pentru că face să apară  diferenţele în tre  ordonate). 
POLIGON AL FRECVENŢELOR. Grafic al repartiţie i pe ciase de valori 
definit de o linie frin tă  care uneşte perpendicularele, proporţionale cu frec
venţele, ridicate din centrele claselor înscrise pe axa absciselor (fig. 30 a). Dacă 
s-a constru it histograma repartiţie i, p.f. se obţine unind succesiv, p rin  segmente
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de dreaptă, mijloacele bazelor superioare ale dreptunghiurilor (fig. 30 b) 
Suprafaţa cuprinsă în tre linia poligonală şi axa absciselor este echivalentă cu 
sup rafa ţa  histogramei.

80-1

Fig. 29 Histograma re

g

6 0  A
£

"O
c

partiţiei întreprinderilor Q .4 0 -Î 
<p !

industriale după numărul c
muncitorilor a;■a 20-î

•CE
Ez>
Z  . !

o
10

N u m â r de  m u n c ito r i

N um ăr de persoa ne

a

Fig. 30 a) Poligonul frecvenţelor;

in ă tţim e a  ' t m '

b

b) Histograma şi poligonul frecvenţelor.

Exemplu:  R epartiţia  a 988 tineri in v irstă de 19 ani_. după înălţim e. ( - >Hislo- 
gramd).
Abscise: 150 154 158 162 166 170 174 178 182 186 190
Ordonate: 7 20 65 129 161 233 191 113 53 11 5V.TREBICI
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în cazul repartiţie i pe intervale neegale, ordonatele punctelor înscrise in plan 
se iau proportionale cu frecvenţele reduse la intervalul ales ca un ita te  ( —>Histo- 
gramă).

P.f. se utilizează frecvent pentru reprezentarea sim ultană a două sau mai m ulte 
rep a rtiţii (fig. 31).

Fig. 31 Fertilitatea populaţiei feminine pe grupe cincinale 
de Dîrstă, 1966 şi 1979

Dacă frecvenţele totale ale repartiţiilo r de rep rezen tat nu sînt identice, trebuie 
să se ducă in ordonate frecvenţele rela tive şi dacă intervalul de clasă nu este 
acelaşi pen tru  diferitele rep a rtiţii, se vor utiliza frecvenţele unitare. P rin  p.f. 
poate fi reprezentată grafic şi repartiţia  frecvenţelor cumulate. Se iau in abs
cise limitele superioare ale claselor şi in ordonate frecvenţele cumulate, absolute 
sau relative.
Diagramă Integrală (cumulativă). Linia poligonală obţinută p rin  unirea punc
telor [x, F(x)] corespunzătoare extrem ităţilor claselor succesive. Se mai nu 
meşte poligonul frecvenţelor cumulate (fig. 32).
Pentru rep artiţia  luată d rept exemplu s-au co n s tru it: A) poligonul frecvenţelor 
cumulate ascendente şi B) poligonul frecvenţelor cumulate descendente. Cum 
repartiţia  este continuă, diagrama cum ulativă ia forma unei diagrame de 
puncte (şi nu de diagramă cumulativă in scară, ca pentru  o rep artiţie  de varia
bilă discretă). Fiecărui punct de pe axa absciselor ii corespunde pe linia poligo
nală un punct a cărui ordonată indică, in valoare absolută sau relativă :
- in prunii! caz (A), numărul de observaţii inferioare abscisei considerate (.nu
mărul de persoane avind înălţimea sul) x c m );
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— în al doilea caz (B), num ărul de observaţii egale sau superioare abscisei 
considerate (num ărul de persoane de înălţim e egală sau mai m are decit a: cm). 
De observat că ordonatele reprezentîr.d frecvenţele retrocum ulate s-au trasa t 
in dreptul lim itei inferioare a claselor.

Cele două diagrame silit sim etrice in raport cu dreapta paralelă la axa absci- 
1

selor de ordonată — din frecvenţa to tală  şi, ca a tare , se construieşte numai una 

din ele, obişnuit diagram a de tipu l A.
Cu aju toru l poligonului frecvenţelor cum ulate sc po t obţine inform aţii intere
sante despre rep a rtiţia  stud iată . De exemplu, 25% din tinerii înregistraţi au 
înălţim ea peste 1,75 m. Sint to t a tîţia  tineri eu înălţim ea sub 1,70 m cîţi tineri 
sint cu înălţim ea de peste  1,70 m (proporţie care corespunde ordonatei 50% 
determ inată p rin  interpolare din ochi pe fig . 32).
D iagram a cum ulativă, reprezentînd  in ordonate sumele succesive ale frecven
ţelor simple este uneori num ită  pentru  acest motiv diagrama integrală.
Dacă se asociază diagrama diferenţială diagramei integrale, cum se a ra tă  In 
fig. 33. se realizează corespondenţa :

unde
,r0 rep rezin tă  o valoare a variab ile i;
/ ( r 0) — frecvenţa re la tiv ă  a valorii x0 ;
F (x0) — frecvenţa rela tivă cum ulată pînă ia x0.
F (x 0) ordonata diagram ei integrale pen tru  valoarea x0 este egală cu aria dia
gramei diferenţiale care corespunde p ă rţii s ituate  la stingă ordonatei în x0. 
A ceastă corespondenţă se foloseşte adesea pen tru  a preciza caracteristicile 
rep a rtiţiilo r studiate.
CURBĂ A FRECVENŢELOR (curbă de repartiţie). Curbă continuă către 
care tinde histograma (sau poligonul frecvenţelor) cînd intervalul de clasă este 
suficient de mic şi num ărul de observaţii relativ  mare (fig. 34).
Se înlocuieşte conturul histogram ei cu o curbă lină care limitează o arie totală 
egală cu cea a histogram ei. P ărţile  din aria dreptunghiuriior histogram ei lăsate 
de c.f. în afara ariei ei se compensează cu părţile  adăugate, care nu fac parte  din 
aria  dreptunghiuriior. Cu cit este m ai mare numărul de clase şi acel al observa
ţiilo r (frecvenţelor) in fiecare clasă cu a tît mai regulat şi lin devine conturul

1000-

Fig. 32 Repartiţia cumu- = ooo- 
lativă a 988 tineri in virstă J  
de 19 ani, după înălţime “

5 4 8  156 164 172 180  1 8 8 1 9 2

înălţimea (cmj

■v'o -* f  (-»o) -  -fOo)
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Fig. 33 Corespondenţa dintre dia
grama diferenţială şi diagrama 

integrală

N um ăr de p ersoa ne

Fig. 34 Curba frecvenţelor : repar
tiţia  a 988 tineri in oirstă de 19 

ani, după înălţime

histogram ei, deoarece iregularită ţile  accidentale cauzate de num ărul mic de 
observaţii sln t elim inate. „N etezirea” curbei se bazează, din punct de vedere 
logic, pe presupunerea că variab ila  p e  care o reprezin tă este continuă. Fig. 35 
ilustrează convergenţa histogram ei că tre  e.f. eînd volumul observaţiilor creşte 
indefinit.
H istogram ele succesive se referă  la eşantioane de piese fabricate de o m aşină. 
Înregistrate după un anum it param etru , al căror volum sporeşte trep ta t. Se
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ajunge la constatarea : e.f. unei populaţii infinit de mare este lim ita către care 
tinde h is tog ram a (sau poligonul frecvenţelor) privind un eşantion din acea 
popu la ţie , cind volumul eşantionului creşte indefinit.
Sem nificaţia  e.f. este cap ita lă : se consideră că ca reprezin tă rep artiţia  ideală

Fig■ 3-5 Histograme şi curba frecvenţelor

sau teoretică, repartiţie  care nu poate fi ob ţinu tă  p rin  înregistrarea statistică 
din cauza jocului intim idării. De aceea, calcularea c.f. pornind de la datele sta
tistice, constituie una din problemele dc bază ale statisticii matem atice.
C.f- este o curbă reprezentativă a unei funcţii p — f(x), num ită funcţia de frec
venţă* sau lege de frecvenţă *. P en tru  studiul teoretic al rep a rtiţie i statistice,

este comod să se substitu ie  frecvenţelor f ţ frecvenţele relative Zfi
ce echivalează eu reducerea ordonatelor in ra p o r tu l----  sau, ceea ce înseamnă
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V i>sia

Fig. 36 Proporţia (% ) a femeilor inactive in populaţia 
feminină pe grupe de virstă, la recensăminlul din  J 

ianuarie 19 77

Fig. 37 Proporfia ( %) a femeilor nemăritale in populaţia 
feminină, pe ani de virstă, la recensăminlul din 5 

ianuarie 1977
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acelaşi lucru, cu modificarea scării pc axa ordonatelor. în  lim bajul probabilist, 
funcţia de frecvenţă (relativă) se num eşte densitate de probabil Hale* Construirea 
curbei perm ite să se determ ine p rin  interpolare (deducerea valorilor unei varia
bile in tre două valori date) frecvenţele pen tru  valorile interm ediare ale absci
selor.
Prin  c.f. se pune în evidenţă forma repartiţie i. Astfel, rep artiţia  taliilor într-o 
populaţie omogenă se p rez in tă  sub formă sim etrică (profil de clopot) : la m ij
lociii scării de repartiţie  se găseşte o zonă de frecvenţă m axim ă, încadrată  de 
două zone în care frecvenţele scad in mod progresiv. Alteori setntilnesc rep a rtiţi i
in formă de , ,u ” (fig. 30) sau de , , i ” (fig. 37).
R epartiţia  in , ,u ” se caracterizează p rin tr-un  maximum de frecvenţe la fiecare 
extrem itate  şi, în partea  centrală, o zonă de frecvenţe m inim e ; in cazul repar
tiţiei in „ i ” , frecvenţele merg constant in descreştere de la stingă la dreap ta . 
Dacă num ărul de observaţii creşte indefinit, poligonul frecvenţelor cumulate 
tinde către  o curbă num ită curba frecvenţelor cumulate sau curba integrală a 
frecvenţelor sau ogivă. Pentru  rep a rtiţia  în clopot, această curbă îm bracă forma 
unui ,,S ” alungit, formă num ilă  sigmoidă (fig. 33).
Ogiva Ini Galton. Form ă specială a og ive i: inversarea ordinii uzuale de a trasa 
graficul, şi anume reprezentarea valorilor variabilei pe axa y  şi a frecvenţelor 
pe axa x.
F aţă  de curba frecvenţelor simple, ogiva prezin tă avan ta ju l că forma sa nu 
depinde de mărim ea intervalelor de clasă — aceste intervale po t fi inegale. 
Prin urm are, este posibil să se compare ogivele, chiar dacă intervalele de clasă 
nu sîn t de aceeaşi mărime.
DIAGRAMĂ POLARĂ (radiată). D iagram ă constru ită in coordonate polare 
şi în trebu in ţa tă  de obicei pen tru  reprezentarea variaţiilor sezoniere ale u n u i 
fenomen. Se disting două tipu ri clasice de d .p .(r), ilustra te  de fig. 38 şi fig. 39. 
a) S-a îm părţit cercul în 12 sectoare egale şi s-au determ inat razele sectoarelor 
proporţionale cu valorile se r ie i:

T abelu l 0

1
Luna I II II I IV V VI V II V III IX X X I X II

i
1 Căsătorii 

(m edii 
1976 -1980)

6291 7019 4760 5872 6958 6064 7027 8063 7938 9051 6416 4781

R aza cercului este proporţională cu num ărul mediu lunar al căsătoriilor pe 
întreaga perioadă 1976 — 1980, adică 6 687 căsătorii.
b )P e  12 raze ce fac unghiuri egale in tre  ele, —şi deci egale cu 30° - s - a u lu a t  

lungim i proporţionale cu datele tab. 7.
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l'ig. 3S Variaţia lunară la  căsă
toriilor tn mediul rural clin 
România (media pe cinci ani 

1976-1980).

T ab e lu l 7

| Anul Luna
1 II III IV V VI VII V III IX

*
X I

■
X II

1978 6410 7354 5509 5380 7212 6364 7728 8425 8505 9195 6602 4883
1979 0138 7240 5017 5867 7284 6600 7202 8249 8342 9017 6208 4684
1980 5329 5925 4268 6604 6724 5470 6623 8021 7173 7806 5922 4228

o

Fig, 39 Variaţia lunară a 
căsătoriilor in mediul rural 
din România, in anii 1978- 

19S0
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Această diagram ă perm ite reprezentarea varia ţiilo r in decursul m ai m ultor ani. 
Ea devine sugestivă îndeosebi cînd sensul variaţiei variabilei este constant 
crescător sau descrescător. D iagram a p rezin tă  a tunci aspectul unei spirale, 
de unde şi denum irea ce i se dă de diagramă în spirală.
DIAGRAMĂ TRIUNGHIULARĂ. D iagram ă constru ită cu aju torul t r i
unghiului echilateral, reprezentînd un  ansam blu de trei variabile a căror sumă 
este constantă. D.t. are la bază una din proprietă ţile  urm ătoare ale tr iu n 
ghiului echilateral :
1 ) pen tru  orice punct, s itua t în in teriorul triunghiului, suma distanţelor sale 
la cele tre i la tu ri este constantă şi egală cu înălţim ea tr iu n g h iu lu i;

2) paralelele la la tu ri duse p rin tr-u n  punct oarecare din interiorul triunghiului 
determ ină cu laturile două grupe de tre i segmente a căror sumă este constantă 
şi egală cu latura triunghiului (fig. 40).
Exemplu  : în  populaţia Rom âniei din 1979, populaţia tinără deţinea 26,3% . 
populaţia adultă 60,5% şi populaţia vîrstnică 13,2% (Anuarul statistic al 
R. S. România, 1980, p . 55—57).

Conform prim ei p roprietă ţi, cele tre i componente sin t rep rezen ta te  pe cele tre  
înălţim i, gradate de la 0 la 100% şi o rien tate  în direcţia virfurilor triunghiului. 
Deci, înălţim ile sint scările (fig. 41).
D reptele duse perpendicular la scări p rin  diviziunile 26,3% , 60,5%  şi 13,2% 
se intersectează in punctu l P. Acest punct se uneşte cu laturile triunghiului prin  
perpendicularele paralele cu înălţim ile triunghiului (pe care sint fixate scările), 
reprezentînd — prin  lungimea lor — proporţiile  celor trei populaţii.
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Iu  baza celei de-a doua p ro p r ie tă ţi,! aUirilc triunghiului constituie scările. 
L aturile  sînt gradate succesiv, fiecare vîrf corespunzînd unei origini şi unei 
ex trem ităţi a axei (fig. 42).

Fig. 42 Structura populaţiei Româ
niei pc grupe mari de virstă, 1079

Punctul rep rezen tativ  (P ) se găseşte la  intersecţia paralelelor la laturile  tr iu n 
ghiului duse p rin  punctele de coordonate respective. U tilizarea scărilor con
s tru ite  pe  la tu rile  triunghiu lu i uşurează citirea valorilor de structu ră  repre
zenta te.
DIAGRAMĂ ÎN Z . Grafic al unei serii cronologice lunare, reprezentînd simul
tan  : datele sim ple, datele cum ulate, sumele mobile pe douăsprezece luni. 
Exem plu. V înzările lunare înregistrate la un  magazin universal in anii 1978, 
1979 şi 1980 (mii. Ici).

T abelu l 8

L u n a
Vînzările

lunare
Vînzările
cum ulate

T otalurile  
mobile 

(12 luni)
1978 1979 1980 1979 1980 1979 1980

(0) (1 ) (2 ) (3) (4) (5) (6) (7)

Ianuarie 21 27 34 27 34 253 311
Februarie 16 20 23 47 57 257 314
M artie 12 23 33 70 90 268 324
A prilie 13 19 27 89 117 274 332
Mai 24 26 35 115 152 276 341
Iunie 32 35 40 150 192 279 346
Iulie 46 42 39 192 231 275 313
A ugust 11 14 25 206 256 278 354
Septem brie 10 18 31 224 287 286 367
O ctom brie 19 26 42 250 329 293 383
N oiem brie 14 22 31 272 360 301 392
Decembrie 29 32 43 304 403 304 403

T o t a l 247 304 403 - - -
-
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l 'n  procedeu de calcul rapid al totalurilor mobile (col. 0 si 7) :
— to ta l mobil ian. 1979 =  to ta l 1978 +  ian. 1979 — ian. 1978 =  247 -f  27 — 

— 21 =  253 mii. le i :
— to ta l mobil febr. 1979 =  to tal mobil ian. 1979 -f  febr. 1979 — febr. 197S =  

=  253 +  20 -  16 =  257
etc.
Cu a ju to ru l tab. S s-a stabilit graficul Z  pen tru  anii 1979 şi 1980 (fig. 43).

M 11. ie i

Fig. 43 Diagramă în Z  a vinzărilor unui magazin cu amă
nuntul

Pentru a da graficului dimensiuni normale, se utilizează două scări distinctc- 
în ordonate : o scară a datelor simple şi o a ltă  scară a datelor cum ulate şi a 
to talurilor mobile (care a r  pu tea fi de asemenea gradată logaritmic). D enu
mirea de d. in Z se datorează aspectului său.
GRAFIC GANTT. Grafic în trebu in ţat pen tru  a confrunta im ediat program ul 
stabilit pen tru  un  lucrător, o echipă, o m aşină sau un atelier şi munca efectiv 
realizată în decursul unei perioade date. G.G. este constitu it d in tr-o  serie de 
coloane, fiecare corespunzînd unei u n ită ţi de tim p lucrătoare (oră, zi, săptăm ină) 
şi avind o lăţim e proporţională cu can tita tea  lucrului p re v ă z u t; o linie orizon
tală in interiorul coloanei ara tă  raportu l în tre  această can tita te  şi can tita tea  
realizată.
Exem plu: Producţia unui m uncitor, pen tru  fiecare zi a săptăm înii, trebu ie  să 
fie — după norm ă — de 200 piese şi s-au executat : luni 160 piese, m arţi 2 20 
piese, m iercuri 210 piese, joi 170 piese, vineri 200 piese şi sîm bătă 230 p ie se .

8 ~  c. 680
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4I.G. este cel mai răspindit şi cel m ai vechi grafic de planificare şi de previziune. 
A vantaju l p ractic  al unui astfel de grafic rezidă mai ales în faptul că se ţine 
continuu Ia zi fără vreo dificultate.
PIRAMIDĂ A VIRSTELOR. Reprezentarea grafică a repartiţie i populaţiei după 
sex şi v irstă , cu aju torul a două histogram e, a căror aşezare in grafic are o p a r
ticu larita te . F ie jP® — efectivul populaţiei de virstă .r, in care x  ia valorile

| Luni M a rt' M ie rc u ri Joi V ineri S im b ă tâ

P la n if ic a t  ţ— -----
2 00 ZOO 2 00 200 ZOO 200

150 200

l i  1
"220 210 230

"  l . cu m u la i ---------
c 1

'  ti—  
160 380 59 760

L ....
960 1190

Fig. 44 Graficul Gantl

<0, 1 , 2, . . 1 0 0  ani sau 5Px — efectivul populaţiei pe clase cincinale de virstă : 
0 —4 . 5 — 9, 10—14, . . . ,  95—99 ani, 100 ani şi peste (interval deschis). Se con
struiesc două histogram e; una pen tru  populaţia  masculină, cealaltă pentru  
populaţia fem inină, cu două scări în abscisă, figurate de semiaxe, pe care se 
trec efectivele populaţiei; pe axa ordonatelor, la scară convenabilă, se trec 
valorile vîrstei, cu intervale de 1 an sau cinci ani. Cele două histogram e se 
aşază in aşa fel incit sugerează o piram idă. Efectivele populaţiei sînt repre
zen ta te  p rin  suprafeţe care sînt date  de intervalul caracteristicii „v irs tă ” şi 
de frecvenţele reprezentînd populaţia. în tru c it num ărul populaţiei şi repartiţia  
ei după v irstă  şi sex se determ ină cu prilejul recensămîntului populaţiei, 
piram ida virstelor va reprezenta o asemenea repartiţie  Ia m om entul critic al 
recensăm întului, de exemplu 15 m artie 1966 sau 5 ianuarie 1977 — ultim ele 
recensăm inte din România. P en tru  sporirea proprietăţilor analitice ale p.v. 
este u til ca efectivele populaţiei să fie recalculate pen tru  data de 1 ianuarie al 
anului respectiv, în această situaţie efectivele populaţiei pe  clase de v irstă 
corespund cu generaţiile respective, perm iţind aprecierea evoluţiei generaţiei 
p iuă la data  de 1 ianuarie. în  fig. 45, piram ida virstelorpopulaţiei României 
a  fost constru ită pentru 1 ianuarie 1980, trecindu-se în dreptul valorilor virs
telor anii de naştere (generaţiile).
D e pildă, generaţia 1979 corespunde virstei de 0 ani la 1 ianuarie 1980, generaţia 
1879 corespunde virstei de 100 ani. Avînd deci 100 clase de v irstă corespun- 
zind unui num ăr de 100 generaţii, p.v. este o cronică a unei populaţii pe o p e 
rioadă de 100 ani. în  absenţa m igraţiei şi a unor evenimente excepţionale cum 
ar fi războaiele şi în cazul in care generaţiile succesive nu ar fi afectate de osci
la ţii in ce priveşte regimul de n a ta lita te , atunci o asemenea reprezentare gra
fică a r  avea înfăţişarea unei piram ide deoarece singurul factor care modifică 
efectivele populaţiei este m ortalitatea, ca funcţie de virstă. Asemenea populaţii, 
de tip  inchis şi neafectate de evenim ente particulare, sînt relativ  pu ţine şi 
sint caracteristice de obicei ţă rilo r in curs de dezvoltare.
P opu laţia  Rom âniei, reprezentată în p iram ida virstelor la 1 ianuarie 1980. 
a re  citeva trăsă tu ri caracteristice. Unele clase de v irstă sîn t disproporţionate 
fa ţă  de cele anterioare sau posterioare: cele notate pe grafic cu 1 încercuit,
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Fig. 45 Piramida vtrslelor populaţiei României la 1 ianuarie 19S0
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reprczentind clasele 61 — 64 ani, şi respectiv generaţiile 1916 — 1919, silit m ar
cate de ceea ce se num eşte „deficitu l de naştere” din timpul prim ului război 
m ondial. Cele no ta te  cu 2 încercuit sint clasele de 35—39 ani (generaţiile 1941 — 
1945), afectate de cel de-al doilea război m ond ia l; in sfîrşit, cele no ta te  cu 3 
încercuit sin t generaţiile 1958—1966, apăru te  in perioada scăderii puternice a 
n a ta lită ţii. Asemenea clase de v irstă  se numesc „ in trin d u ri” (in ir ., dasses 
creuses). Form a p.v. este o indicaţie in tu itivă  a proporţiilor d in tre  sexe, precum 
şi a p roporţiilor d in tre  grupele mari de v irstă : populaţia „ tîn ă ră ” (0—14 ani), 
popu la ţia  „ a d u ltă ” (15—59 ani) şi populaţia „b ă tr in ă” <60 ani şi peste) şi ca 
a tare perm ite aprecierea dacă populaţia respectivă se află în curs de îm bătrinirc 
demografică sau, d im potrivă, este o populaţie cu caracteristici tinere.
P.v. se construieşte pen tru  populaţia  naţională , populaţia u rbană şi rurală , 
populaţia  judeţelor şi provinciilor istorice; de asemenea este indicat să se 
construiască p.v. pen tru  diferite subpopulaţii (corpul didactic, corpul medical, 
populaţia  activă şi inactivă ctc.).
în  scopuri de com parabilitate pen tru  mai m ulte populaţii în tim p şi in spaţiu 
e s te  recom andabilă construirea p.v. cu frecvenţe re la tive : populaţia  to ta lă  
(am bele sexe) este considerată egală cu 1 000 sau 10 000 şi fiecare efectiv de 
v irstă  reprezin tă  o pondere în  aşa fel incit suma frecvenţelor relative este egală 
cu 1 000 sau 10 000. F ig. 46 ne înfăţişează populaţia României la 1 ianuarie 
1977 şi pe  cea a populaţiei municipiului Bucureşti şi provinciei istorice Dobrog ea. 
Se citesc cu uşurin ţă  particu larită ţile  celor trei piram ide ale vîrstelor ca şi 
influenţa unor factori ca : nata lita tea , m ortalitatea şi m igraţia. De asemenea 
apare  cu clarita te  excedentul de bărbaţi sau de femei la diferitele vîrste. F iind  
o rep a r tiţie  de frecvenţe, pe baza p.v. se calculează valori ca : m ediana, cuar- 
tile  ctc.
P .v. poate fi folosită de asemenea pen tru  reprezentarea unor modele depopulaţi i 
cum ar fi populaţia staţionară sau populaţia stab ilă : în acest caz, efectivele 
populaţiei sint date de num ărul supravieţuitorilor dintr-o tabelă de m orta
litate, în care se consideră o cohortă fictivă de 100 000 persoane la naştere şi 
care se reduce sistem atic sub efectul m ortalită ţii, pină la dispariţia ci.
Deşi p.v. este un grafic elaborat de demografi în scopuri demografice, ta  poate 
fi aplicată în oricare a lt domeniu în care sînt situaţii similare.

B IB L IO G R A F IE
R. PRESSA T, Diclionnaire de demographie, Presses Universitaires de France, 

Paris, 1979, p. 173—174.
V. T R E B IC I, Demografia, E d itu ra  ştiin ţifică  şi enciclopedică, Bucureşti, 
1979, p . 7 7 -8 0 .
■GRAFICUL LUI LEXIS. R eprezentare grafică constînd dintr-o reţea de p ara 
lele la un  sistem obişnuit de axe rectangulare, în aşa fel îneît înfăţişarea generală 
este de reţea. Scara absciselor este aceeaşi cu scara ordonatelor : pe prim a se 
trec datele observării, iar pe scara ordonatelor — valori reprczentind durate 
de tim p (vîrsta, vechimea unei cohorte etc.). A plicaţia cea m ai frecventă a 
<j.L. este observarea unei cohorte demografice — generaţie, prom oţie de căsă
torii — in decursul unei perioade de tim p, cu care prilej se schimbă efectivul 
in iţia l al cohortei sub efectul evenim entelor demografice. Astfel, num ărul in iţial 
al unei generaţii se modifică sub efectul deceselor care se înregistrează in fiecare 
an , num ărul unei prom oţii de căsătorii se diminuează sub efectul divorţului 
.şi al decesului, efectivul unei cohorte de persoane necăsătorite, odată cu intrarea
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In virsla nubilă (16, respectiv 18 ani), se dim inuează prin  căsătorii etc. Fig. 47 
ne dă înfăţişarea generală a g.J,.
Culoarul haşu ra t, ales ca exem plu, este drum ul afectat unei cohorte pe măsura 
im bătrinirii ei (durata în ani) şi a scurgerii tim pului (perioade). După parcu r
gerea a şapte perioade, cohorta respectivă ajunge la durata de G ani (virstă

Fig. 4 7 Graficul lui Lcxis

Duraia (an:)

V î f s f a i a n i )

Fig. 48 L inia viefii în graficul 
lu i I.c.vis

sau vech im e); cu acest p rilej se poate  face contabilizarea evenim entelor demo
grafice care au afectat efectivul cohortei, precum şi determ inarea efectivului 
la fiecare dată  calendaristică (1 ianuarie), fie la fiecare aniversare.
Pentru înţelegerea proprietă ţilor descriptive şi analitice ale g.I,. luăm cazul 
cel m ai simplu al unei persoane.
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O persoană născută la 1 iulie 1974 parcurge culoarul determ inat de cele două 
paralele, iar la 1 iulie 1980 survine decesul, la virsta exactă de 6 ani. Linia X M  
este linia v ie ţii; p rin  extindere, aplicăm linia vieţii la o căsătorie contractată  
in m om entul C şi desfăcută în m om entul D. Se vede clar din grafic că se core
lează tre i v a riab ile : data naşterii (i), data  observării decesului (z) şi virsta per
soanei decedate (x ), Demografia, ca şi sta tistica , nu se ocupă de cazuri, ci de 
mase de evenim ente şi de efective ale cohortelor. De pildă, efectivul generaţiei 
fem inine 1970, de 207 551 s-a dim inuat în anul 1971 cu 9547 persoane (decese 
infantile), ajungind la 198 004 ; in 1972 se dim inuează eu 502 persoane (decese

in tre virsta de 1 an şi 2 ani), ajungind deci la 197 502 persoane, in aşa fel 
incit efectivul generaţiei la i  ianuarie 1977 ajunge la 196 857, diferenţa de 
207 551 — 196 857 =  10 694 fiind  num ărul celor decedaţi de la naştere 11 te70> 
pînă la data de 1 ianuarie 1977.
Masele de evenimente, în cazul nostru decesele, constituie mase de puncte şi 
care formează triunghiuri in g.L. (fig. 49) ; ele reprezintă dubla grupare a  eveni
m entelor demografice.
De pildă, triunghiul din perioada I la 0 ani, reprezin tă num ărul deceselor cc 
au avu t loc pînă la 1 ianuarie perioada II, Ia virsta de 0 a n i ; triunghiul din 
perioada II I  reprezin tă decesele survenite în perioada I I I  şi care corespund 
v irstei de 1 an (pînă la doi ani) ; paralelogramul din perioada IV cuprinde 
decesele generaţiei survenită în perioada IV, produse între 2 şi 3 ani, înlrc două 
date calendaristice, iar paralelogramul din perioada V II cuprinde decesele 
generaţiei survenite între două aniversări exacte, 5 şi 6 ani, dar care s-au produs 
în două perioade : V I şi V II. Masele de evenimente demografice modifică efec
tivele coho rte i; or, efectivul se determ ină fie la o dată  calendaristică (1 ianuarie 
perioada V, in fig. 49), fie la o aniversare exactă (6 ani, fig. 49). Cu alte cuvinte, 
efectivele cohortei slnt fluxurile liniilor v ieţii reprezentate de segmente cores- 
punzînd datelor sau duratelor (aniversărilor).

Fig. 49 Mase de evenimen
te demografice în  graficul 

lui Lexis

1 lan.
Perioada.
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Fig. r>0 ne oferă a lt exemplu de ij.L. P rom oţia prim elor căsătorii 
încheiate în Rom ânia în anul 1975 a fost de 170 825. P ină la 1 ianuarie 1976 
prom oţia respectivă a avu t 20 339 născuţi-v ii la o durată  ele 0 an i;

P u r a i a  c S s â f o r f e r  ( a n i :

V-:sta (ani)

!
i — —
j 95262 /

|

/
9539' f

!

i 9-56-1 /

9 5 9 6 6 /

1 /  

[ /

$  /

j
___ i

'CO

Fig. 51 Tabela de mortalitate 
feminină 1970— 1972 (fragment)

in anul 1976 numărul de născuţi-v ii pină la prim a aniversare a căsă
toriei a fost de 49 629; aşadar, pină la împlinirea du ra te i de 1 an, 
numărul to ta l al născuţilor a  fost de 70 026; în 1976, un  num ăr de
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născuţi-vii s-a realizat între vîrsta de 1 an  şi 2 an i: in total, prom oţia de căsă
torii 1975 a avut in anul 1976 un  num ăr de 85 559 născuti-vii ş.a.m.d. De la 
formarea prom oţiei de căsătorii in 1975 şi p înă la 1 ianuarie 1980 s-au realizat 
232 687 născuţi care po t fi contabilizaţi pe fiecare an calendaristic (intre 
1 ianuarie al unui an şi al celui im ediat urm ător) şi pe fiecare durată  (între două 
aniversări exacte). Rezultă limpede m arile avanta je oferi le de g.L. pentru  calculul 
diferitelor valori şi, in general, pen tru  modelarea m atematică.
Cel m ai vechi şi mai im portant modei în  demografie este tabela dc mortalitate *, 
ale cărei funcţii se determină pe baza efectivului iniţial al cohortei şi a num ărului 
deceselor survenite intre două aniversări. în  acest scop, se pleacă d e là  o cohortă 
fictivă, cu un efectiv in iţial de 10 000 sau 100 000, urm ărindu-sc scăderea 
efectivelor pe măsura creşterii v irstei, ca efect- al m ortalităţii.
Fig. 51 ne ara tă  un fragment din tabela de m ortalitate a populaţiei fem inine, 
pe anii 1970— 1972. Pină la prim a aniversare a generaţiei aceasta se diminuează 
cu 4 034 decese, deci efectivul supravieţuitorilor la 1 an  este de 95 966. p înă la 
a doua aniversare, supravieţuitorii se dim inuează cu 401 persoane etc., in aşa 
fel incit ia vîrsta de 100 ani dispare u ltim ul supravieţuitor,
G.L. se utilizează în demografie pen tru  orice cohortă — grup de persoane care 
în decursul unei perioade a av u t acelaşi evenim ent — în vederea urm ăririi 
schimbării efectivelor şi a maselor de evenimente. E l se poate folosi şi în alte 
domenii care au caracteristici similare. Un exemplu este observarea unui grup 
de maşini în tim p în raport ou unele caracteristici, pen tru  determ inarea unei 
legi de m ortalitate, a unei repartiţii dc tip  W eibull, a  unui efectiv de ani
male etc.
G.L. este de fap t un grafic la a cărui realizare au  contribuit şi a lţi statisticieni, 
afară de W Lexis * (1837—1914), cum a r i i  Zeuner, Becker, Perozzo. G.L. mia 
este cunoscut şi sub denumirea de „reţea demografică” şi este un mijloc foarte 
util în observarea şi analiza longitudinală (diacronică).

B I B L I O G R A F I E
R. PR ESSA T, D ic t io n n a ir e  d e  d é m o g r a p h ie , Presses Universitaires de France, 

Paris, 1979.
Y. TR E B IC Ï, M ic ă  e n c ic lo p e d ie  de  d e m o g r a fie , E d. ştiinţifică şi enciclopedică. 

Bucureşti, 1975.

CARTOGRAMA. Reprezentare grafică a  repartiţiilo r statistice teritoriale 
(pe ţări, continente, judeţe etc.), fără să com porte elemente m atem atice deo
sebite. Se disting e. in culori, c. haşurate, e. în  bandă, e. cu izolinii sau diferite 
combinaţii.
Fig. 52 ne prezintă h arta  României pe judeţe, acestea din urm ă fiind colorate 
diferit în raport cu caracteristica „densita tea  populaţiei” la  recensăm intul 
din 1977.
CART OD1AGRAMĂ. Reprezentare grafică constînd în desemnarea unei hărţi 
îm părţite din punct de vedere teritorial, în interiorul căreia sîn t înscrise diferite 
diagrame care reprezintă grafic indicatorii fenomenului cercetat. Diagramele 
po t fi : coloane, cercuri, pă tra te , sfere, puncte ete. Regulile form ulate pen tru  
întocmirea diagramelor sîn t in întregime valabile la  eartodiagram ă, cu un ele
m ent în  plus : plasarea lor în hartă.
Un caz particu lar este combinarea unei hărţi cu o reprezentare de tipu l stereo
gramei.
Suprafeţei unei provincii i se adaugă o înălţime, care este proporţională cu 
mărimea fenomenului reprezentat la scară convenabilă. Se remarcă eu uşurin ţă
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Fig. 52 Densitatea populaţiei României in 1977, pe judeţe

Fig. 53 Dinamica producţiei globale industriale, pe judeţe, 1979
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că excedentul cel mai înalt sc înregistrează în Moldova, iar cel m ai scăzut, în 
provincia istorică B anat. O asemenea reprezentare grafică sporeşte posibili
tă ţile  de analiză.

B IB L IO G R A F IE
D. HAŞIGAN, I. MARINESCU, Grafice şi elemente de calcul grafic, E d . ştiin 

ţifică. Bucureşti, 1968.

CORELOGRAMĂ. Reprezentare grafică a variaţiei coeficientului de auto- 
corelaţie de ordinul K  în funcţie de K. Analiza seriilor cronologice, Auto- 
corclaţie).
STEREOGRAMĂ. Reprezentare grafică în spaţiu  a repartiţiei empirice bi
dimensionale, adică a corespondenţei care există între valorile vectorului 
(x,y ) în cazul cînd x, ij sînt variabile aleatoare continue, pe de o parte , şi frec
venţele perechilor x,-, y t corespund sim ultan celor două intervale dc clasă ale 
lui X  şi respectiv Y. E ste  ansam blul form at din paralelipipede dreptunghiulare 
avînd ca bază dreptunghiul cu laturile egale, respectiv, cu intervale de clasă 
ale lui X  şi Yţ şi volumele proporţionale cu frecvenţele n ,j  ale perechilor X j t j , .  

UIAGRAMĂ RĂRLOW —CAMPO. Reprezentare grafică simplă pen tru  deter
minarea formei funcţiei de repartiţie  şi specificarea param etrilor ¿1. Spre deo
sebire de reţelele probabiliste, d.R. —C. are avan ta ju l că nu necesită hirtie 
specială gradată. Se bazează pe statistica timpului total de testare (-* XVI. 
Verificarea ipotezelor statistice, Teste pentru verificarea normalitâţii şi Control 
slatisHc al calităţii).
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P A R T E A  A T R E ÍA

STATISTICA DESCRIPTIVĂ

Ca primă fază a demersului statistic , statistica descriptivă arc ca noţiune 
centrală repartiţia de frecvenţe (empirică), împreună cu indicatorii ce caracteri
zează forma, tendinţa centrală şi îm prăştîerea, precum şi regresia şi corelaţia.

VI. REPARTIŢII EMPIRICE (DE FRECVENŢE)

SKliiK STATISTICĂ (repartiţie statistică). Şir de valori numerice ale unei 
caracteristici, ordonate după un anum it principiu, în funcţie de şirul valorilor 
unei alte caracteristici. S.s. este deci corespondenţa dintre două şiruri de date, 
din care prim ul are în vedere caracteristica folosită la sistem atizarea dublă, iar 
cel de-al doilea -  mărimea caracteristicii, repartiţia  unităţilor populaţiei etc.
S.s. poate fi form ată a tî t  din mărimile absolute rezultate din observare sau 
m ăsurare, cit şi din mărimi statistice obţinute prin diferite prelucrări. S.s. 
perm ite com paraţii a ti t  din punctul de vedere al timpului, cit şi al diferitelor 
tipuri ale procesului.
,Yolă. Termenul de serie este obişnuit rezervat seriei cronologice *.
Serie statistică spaţială. Şir de valori care ara tă  variaţia volumului populaţiei 
sau a nivelului caracteristicii în raport cu variaţia  unei caracteristici teritoriale : 
populaţia pe provincii istorice, pe judeţe  etc.
Seric statistică cronologică (de timp). Şir de valori care arată varia ţia  volumului 
populaţiei sau a nivelului caracteristicii în raport cu tim pul (o dată sau o pe
rioadă). (-*■ X f. Seriile cronologice).
Serie statistică de repartiţie. Şir de valori care a ra tă  schimbarea frecvenţelor 
unei caracteristici in raport cu varia ţia  unei caracteristici {—■ Repartiţia de 
frecvenţe ). Denumirea cea mai frecventă este de repartiţie de frecvenţe.
Pentru a fi eficiente şi comode, s.s.r. se stabilesc după o scrie de reguli, uncie 
generale, cu aplicaţie la toate tipu rile  de rep a rtiţii , altele specifice fiecărui tip  
¡u p a rte . Mai ta tii, orice repartiţie  se construieşte po triv it unei idei directoare 
sau unui interes de cunoaştere, p ractic ori teoretic. A ceasta implică operaţii de 
selecţionare in optica interesului r e ţ in u t : in uncie cazuri, rep artiţia  sc formează 
iu raport cu o singură variabilă, iar In a lte  cazuri, in raport cu două sau mai 
multe variabile; uneori sc adoptă o gradaţie na turală  in tre diferitele clase ale 
variabilei, alteori, una conceptuală sau convenţională. N um ărul claselor unei 
variabile poate dc asemenea să varieze conform informaţiei dorite. Clasele 
aceleiaşi variabile trebuie să fie însă totdeauna incompatibile —să se excludă 
reciproc şi to todată  exhaustive — să acopere toate  cazurile particulare.R espec
tarea regulii clin urm ă apără dc erori in  clasarea unită ţilo r şi interpretarea re 
partiţie i. Procesul de construite a s.s.r. este un proces de sintetizare a obser
vaţi iiur prim are , care a trage după sine sacrificarea unei anum ite can tită ţi de
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inform aţie. E x istă  astfel riscul ca structurile  reale să fie deformate şi, im plicit, 
repartiţiile  construite să devină inutilizabile. Regula constă in păstrarea la 
maxim um  a in teg rită ţii inform aţiilor cuprinse în docum entaţia de bază. 
Form area de clase omogene — o a ltă  regulă elem entară — presupune o con
densare a  datelor cu m ăsură şi, în mod corespunzător, m inim izarea pierderilor 
de informaţie.
Regulile de construire a s.s.r. diferă apoi după cum variabilele cercetate sînt 
calitative sau cantitative.
CLASĂ. Subdiviziune a domeniului de varia ţie  al variabilei observate.
C. sînt definite verbal în cazul variabilei calitative * (c. de stare civilă : necăsă
to rit, căsătorit, văduv, divorţat) şi numeric în cazul variabilei cantitative * 
(c. de v îrstă  anuale : 0 ani, 1 an, 2 ani, 3 ani, . . .  sau c. de v îrstă  cincinale :
0—4 ani, 5 —9 ani, 10—14 ani, . . . ) .
Term eni sinonimi : categorie, grupă, modalitate.
P entru  c. constitu ite din grupe de valori trebuie să se determ ine : am plitudinea
c., lim itele c. şi centrul acesteia.
Amplitudinea clasei. Mărimea in tervalulu i de clasă sau de grupare.
Limitele clasei. Valoarea cea mai mică (limita inferioară)  şi valoarea cea mai 
m are (lim ita superioară) a c.
Centrul (mijlocul) clasei (sau al intervalului). Valoarea variabilei socotită că 
reprezin tă  valorile tu tu ro r un ită ţilo r cuprinse în clasă (media aritm etică a 
lim itelor).
Exemplul 1. Valorile unei variabile, ordonate după m ă r i m e ......................
. . . .25, 20, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35 ...............................ele.
sînt în tru n ite  în clase de cîte 5 valori.

2 5 -2 9
3 0 -3 4

A m plitudinea c. (intervalul de clasă) este 30 — 25 =  5. L im itele c . : lim ita 
inferioară 25 (resp. 30) şi lim ita superioară 29 (resp. 34).
Centrul c. (25 +  29)/2=27 [resp. (30 +  34)/2 =  32],
Observaţie. în demografie, c. de v irstă x  include toate  persoanele a căror vîrstă 
este cuprinsă între x şi x +  1 ani. De unde, considerînd c. de valori, 
luate  ca exemplu, d rept c. de virstă. centrele c. vor f i :

C. de virstă Centrul de c.

25 — 29 ani ( =  29 nni-ţ-364 zile) 27,5 
30—34 ani 32,5

V ariabila ..v îrs tă” este tra ta tă  ca variabilă implicit continuă.
Clasă deschisă. C. dc am plitudine nedeterm inată. P rim a şi u ltim a e. pot fi 
, , închise”  sau „deschise” , după cum seria com portă sau nu un num ăr de valori 
, , aberan te” .
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Exemplul 2. Cinci populaţia to tală se repartizează in c. de virstă. se convine 
ca ultim a e. să răm ină deschisă:
0 —4 ani 
5 —9 ani

85—89 ani 
90 ani şi peste
Exemplul 3. In tr-o  clasificare a căsătoriilor după virsta soţilor, cu un interval 
de e. de 5 ani, ambele c. extreme sint lăsate de obicei deschise: 
sub 20 an i
20 — 24 ani

55—59 ani 
00 ani şi peste.
FRECVEXŢĂ. N um ăr de observaţii corespunzător fiecărei clase * din repara
ţia statistică *
F. astfel defin ită este num ită şi i . absolută sau efectiv (no tată  f ().
Frecvenţă de clasă. F. cu care se înscrie fiecare clasă in rep artiţia  sta tistică . 
Frecvenţă totală. Sumă a tu tu ro r f. unei repartiţii statistice.
Frecvenţă relativă. F. individuală (de clasă) exprim ată ca o proporţie a f. 
totale
Exemplu. Dacă într-o repartiţie  a unei variabile discrete *, X ,  rezu lta tă  din A’ 
observaţii (f. totală) s-a găsit de ori valoarea X ( (f. de clasă), f i reprezintă,

f iprin  definiţie, f. absolută a valorii x (, iar raportul —-  f. sa relativă *).
A

Considerind că variabila X  poate lua n valori, x lt x n, evident

si

' fn =  £  f i  =  X

n

I'. relativă, no ta tă  ţ t, este in m ad necesar cuprinsă intre 0 şi 1 :

0 < f , <  1 .

f: =  0 dacă nu există nici un  element in clasa de rangul i. 
f : =  1 dacă toa te  elementele populaţiei aparţin  aceleiaşi clase. 
Aceste cazuri extreme nu prezintă nici un interes.

J î n  terminologia unor autori, o f .  (fără altă precizare) cieseam.'ază o f. relativi.
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Ca să se evite prea multe cifre zecimale, î.r. se exprimă obişnuit in procente 
şi suma lor devine egală cu 100. F .r. servesc la compararea directă a structurilor 
d u p ă  variabila stud iată , cind populaţiile diferă ca volum.
Frecvenţă cum ulată. F . dedusă din adunarea succesivă a î. ordinare (sim ple) 
Cum ularea f. poate să înceapă de la prim a clasă sau de la ultim a clasă a repar
tiţiei statistice (în sensul citirii normale a repartiţiei), 
în  prim a variantă se obţin î.c. ascendente :

Fx =  î v

F »  =  f i  +  f *

F3 =  fi +  fi  +  f3>

J2G

Fi =  fi  +  i i  +  fa +  • • • +  fi- 
Cumulul de rangul n este egal cu f . to ta lă  :

71
F» =  h  +  f, +  f3 +  . . .  +  fn  =  S  &■

t= l
în  a doua variantă se obţin f.c. descendente :

F [=  fn,

F'2 =  fn  +  1 n-i>

F ' =  fn +  fn - i  +  fn-:,

F j =  f n  +  f n - 1 +  f n - - >  ~ r  . . .  +  f n - .  - i -  

Cum ulul dc rangul n reproduce î. to tală

F'n — fn +  fn -1 +  fn -2 - f  • • • T  i — f<’

şi totdeauna

* ’ « +  F n - i  -  S  t t -
i =1

La le! se definesc î. relative cumulate. Cumulul — direc 1 : ar. iu vers — de rangul a 
« i e  egal cu 1 (respectiv 100%). Adică

Fn =  f i  -r fa +  f3 +  . . .  +  fn =  1 .
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Şi
Fn =  fn +  fn - i  +  fn-2 +  ■ • • +  f i  =  1 .

De asem enea
«

F , +  F « -i  =  H  * =  1 .
<=l

F.c. sînt necesare pentru anum ite calcule statistice şi, uneori, pen tru  o carac
terizare mai sugestivă a repartiţiilor statistice.
Frecvenţă unitară (irecvenţă pe interval de clasă unitar sau densitate de 
frecvenţă) — f. definită de raportu l :

fi fi-------, re spec tiv ------- »
A ij  A i ;

în care A i.; este intervalul de clasă.*
în  cazul repartiţiei pe o scară de intervale neegale*, f. (absolute sau relative) 
nu sînt comparabile nemijlocit între ele. în scopul asigurării com parabilitălii, 
se obişnuieşte a le îm părţi la intervalele de clasă corespunzătoare, obţinindu-se 
noi f. num ite  f.u.
REPARTIŢIE DE FRECVENŢE. R epartiţie  a un ită ţilo r populaţiei in raport 
cu o variabilă calitativă sau can tita tivă.
Pentru o variabilă calitativă,* repartiţia  are forma generală :

nj Clas? a b i n

Frecvenţa f(a) f(b) fii) fi n )

T răsătura distinctivă a acestei repartiţii este simetria claselor, în sensul că 
toate clasele se consideră egale între ele (a =  & = . . . =  i =  , . . =  n). 
Pentru  a se ară ta  că nu există nici o deosebire de grad în tre clasele componente, 
repartiţia  a fost denum ită homogradă.
Cind variabila cercetată are clasele clar definite (populaţia : masculin — 
feminin ; transportu l de călători : feroviar — auto — fluvial — m aritim  — 
aerian), repartiţia  se construieşte fără nici o dificultate. Dar, adesea clasele 
scării de repartiţie  nu pot fi circumscrise decît graţie admiterii anurvn'.or con
venţii, avînd deci un caracter mai m ult sau mai puţin  subiectiv (categorii 
socioprofesionaie, ram uri ale economiei naţionale). în tr-o  atare  circv. • « stan ţă  
este necesar să se întocmească un nomenclator — o listă a claselor -- pentru 
a se preîntâmpina posibilităţile de interpretare personală. Dacă s-au fixat 
clasele variabilei, nu răm îne decit să se socotească, pentru fiecare din eie, 
frecvenţa cu care s-a înregistrat. Dc obicei, repartiţia  se prezintă în ordinea 
descrescătoare a frecvenţelor.
Exem plul 1. Populaţia României pe naţionalU ăţi, ia recensăm inte! din 
o ianuarie 1977 (-»tab. 9).
Exigenţa exhaustivităţii repartiţiei conduce destul de des la închiderea sa 
cu o clasă suplim entară : „alte  cazuri“ , „alte  categorii“ , „nedeclarat“  ctc. 
(în exemplu : „alte naţionalită ţi“). Desigur, num ărul de u n ită ţi înglobate iaV.TREBICI
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„ a l i c . . . “  va trebu i să fie relativ  restrins, pentru ca repartiţia  obţinută să 
păstreze un interes complet.

Tabelul 0

N aţionalitatea N um ărul populaţiei O/ O

Total 21559910
1

îo o .o  !
Români 19003544 88,1 1
Mo ghiari 1706874 7,9  j
Germani 358732 1 ,7  !
Alte na ţionalită ţi 490760

2’3 1
Sursa ; „Revista de statistică”  nr. 6, 1977.

E lem en tu l prin  care repartiţia  unei variabile de tip  calitativ in tră  în judecăţile 
sta tistice  este frecventa*. Frecvenţele caracterizează im portanţa părţilor 
•componente ale populaţiei şi asocierile variabilelor calitative sînt precizate 
prin  com paraţii in tre frecvenţe.
O variabilă cantitativă poate lua un num ăr restrins de valori şi atunci, asemă
n ă to r cazului variabilei calitative, repartiţia  decurge uşor din gruparea uni
tă ţilo r statistice pc fiecare din valorile observate. Dacă x ,, x»,. .  
s în t valorile observate pentru  o variabilă X  şi f lt f.,, . . .  ţt , . . [n frecvenţele 
corespunzătoare, repartiţia se scrie :

/.T , .X2 . .
X

. Xf . . ■ X'n\

V  fi r. . ■ ■ f i  ■■■ f , J
Valorile variabilei sc înşiruie in ordinea mărimii, crescătoare şi citeodată 
descrescătoare. U nităţile înregistrate se diferenţiază după mărimea variabilei 
( .rj <  x 2 <  a-, . . . )  şi de aceea repartiţia  rezu lta tă  s-a num it heterogradă.*) 
Exem plul 2. Născuţii vii, după rang, in România, 1979.

Tabelul 10

Rangul născutului viu
X*

Num ărul născuţilor vii 
f i

%
n

Total 410603 100,0
1 161940 39,5
2 123498 30.0

1 3 57957 14,1
■1 35264 8,6

I 5 14487 3 ,5
! 6 6917 1,7

7 4018 1.0
; 8 şi peste
j

6522 1 ,6  |

Sur1:a : Anuarul statistic al R. S .  România 1980,  p. 72.

*) Termenii „homograd” fi „heterograd” —termeni vechi, rar folosiţi— au fost introduşi de statisti- 
cianul suedez Charlier.
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R epartiţia  este form ată din clase discrete (en tită ţi separate) : rangul născutului 
viu poate fi 1 sau 2 sau 3 etc. Seria claselor se term ină cu o clasă deschisă 
(8 şi peste), deoarece născuţii vii de ranguri superioare rangului al 7-lea 
nu s-au înscris cu frecvenţe semnificative, care să justifice evidenţierea lor în 
clase deosebite. De regulă, variabilele observate apar cu o gamă largă de valori 
şi, in acest caz, se aplică repartiţia pe clase (grupe) de valori. Domeniul de 
variaţie al variabilei se îm parte intr-un num ăr ,.convenabil” de clase consecutive 
de am plitudine egală sau nu şi se indică pen tru  fiecare din ele frecvenţa 
înregistrată. R epartiţia  ia forma :

X0 ^  X  <  x x x 1 ^  X ^  x 2 . . . Xf_j ^  X <  I j  . .  . XK_ j iC x  <  x n

f 1 h  fi în

O clasă este delim itată prin două valori ale variabilei — limitele (extremităţile) 
clasei (Xi_, şi £,-), a căror diferenţă constituie intervalul de clasă (x t — x i_1). 
Se atribuie unităţilor clasei aceeaşi valoare a variabilei — in general, mijlocul 
intervalului, egal cu semisuma valorilor extrem e :

Xj—l ‘
2

Exem plul 3. R epartiţia  cooperativelor agricole *) din judeţul Ialom iţa după 
producţia  medic de porum b la hectar, in 1978.

Tabelul 11

Producţia medie 
la hectar 
(chintale)

N um ăr de 
cooperative

O

Total 99 100,0
2 5 -3 0 4 4 ,0
3 0 -3 5 3 3 ,0
3 5 -4 0 6 6 ,1
4 0 -4 5 11 1 1 ,1
4 5 -5 0 10 10 ,1
5 0 -5 5 17 17,2
5 5 -6 0 12 1 2 ,1
6 0 -6 5 19 19,2
6 5 -7 0 8 8 ,1
Peste 70 9 9,1

*) Cooperative cu recolte superioare la porumb.

în spaţiu l colecţiei de u n ită ţi tra ta te  ,,producţia medie la h ec ta r“ variază 
de o m anieră cvasicontinuă şi, dacă s-ar opera pe o scară de valori d istincte , 
a r rezulta o repartiţie  intinsă, complicată şi neexpresivă. Ca urm are, intervalul 
de variaţie s-a îm părţit în 10 clase egale ca dimensiune (5 chintale), cooperati
vele grupindu-se in funcţie de clasele stabilite. Problem a nouă şi de prim ă 
im portanţă, generată dc o asemenea repartiţie , priveşte deci determ inarea

9 — c. 680
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grupelor de valori ce formează scara clasificării unităţilor observate. Trebuie 
av u t in vedere fap tu l că fixarea intervalelor de grupare include decuparea 
mai m ult sau m ai pu ţin  a rb itra ră  a cîmpului de variaţie al variabilei, cu impli
caţiile ei. Astfel, o scară greşit aleasă poate schimba complet aspectul repar
tiţiei. Şi aici, experienţa cercetătorului şi buna cunoaştere a domeniului 
investigat au menirea să joace rolul esenţial. M ultă grijă com portă decizia 
în alegerea, prin tre un num ăr m are de soluţii posibile, a mărim ii intervalelor 
de clasă (grupare). F ireşte, nu se poate da o indicaţie universală în ceea ce 
priveşte m ărim ea optim ă a in tervalelor; num ai o analiză prealabilă, pentru 
fiecare caz in parte, este în stare să ofere un  răspuns. Se recom andă doar ca 
intervalele să nu fie prea largi, în truc ît a r produce o pierdere prea mare de 
informaţie, a r disimula anum ite p a rticu la rită ţi ale repartiţiei şi, implicit, a r  
micşora precizia rezultatelor şi nici prea înguste, căci, deşi a r  conserva o infor
m aţie m ai deplină, n-ar elimina iregularităţile accidentale, în schimb a r complica 
fără  real folos calculele, ţjn  echilibru trebuie să fie găsit între „o precizie am ă
gitoare şi o inform aţie suficientă“ *).
In tervalul de clasă depinde de num ărul de clase şi de întinderea repartiţiei. 
O regulă empirică — regula lui Sturges — defineşte num ărul minim de clase. (k) 
în funcţie de num ărul de observaţii (A7) :

10
k =  1 -j— — log10 A7, (1)

O

A m plitudinea intervalului (il) — pe o scară cu intervale egale — poate fi 
dedusă din îm părţirea diferenţei între valoarea cea mai mare (xmar) şi valoarea 
cca mai mică (.rmin) a seriei de valori observate la num ărul de clase, calculat 
după formula (1).
Aşadar :

Xmax ’ x min
-----------  ------------------ (2>

1 -  —  logj o A’

O a ltă  relaţie pentru stabilirea intervalului dc grupare (<?) este urm ătoarea :

1
d “  — • '8(xmaz Xmin)> (3)

in care 8 este un factor empiric.
De la o clasă la alta, intervalele po t avea o amplitudine constantă sau varia
bilă, adică po t fi egale sau neegale. E ste  de preferat repartiţia  pc o scară cu 
intervale egale, fiindcă num ai aşa frecvenţele diferitelor clase sint comparabile 
între ele şi potrivite pentru  calcule ulterioare. Nu întotdeauna insă divizarea 
pe intervale egale este cea adecvată.
Exemplul 4. R epartiţia întreprinderilor industriale din România după num ărul 
muncitorilor in 1979 * .(—> tab.12).

*) Numărul „optim” de clase admis de unii autori se situează intre 10 şi 1?, de alţii, între 8 şi 20» 
iar de alţii, între 15—25. în practică, rareori se folosesc mai puţin de 8 sau mai mult ce 15 clase.
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Intervalele marginale sînt deschise ; intervalele interm ediare au am plitudinile ; 
300, 500, 1000, 1000, 2 0 0 0 ,.. .  muncitori.
în  principiu, o seară cu intervale de mărime egală presupune o populaţie 
perfect omogenă în ceea ce priveşte compoziţia ; în caz contrar, intervalele 
se iau de mărim i diferite, pen tru  ca diferenţierile calitative în s truc tu ra

Tabelul 12

N um ărul
muncitorilor

Numărul în
treprinderilor %

Total 1701 100,0
Pînă la 200 149 8,8
2 0 1 -5 0 0 323 19,0
501-1000 404 23,7
1001-2000 385 22,6
2001-3000 204 12,0
3001-5000 141 8 ,3
Peste 5000 95 5 ,6

* la sfîrşitul anului.
Sursa : Anuarul statistic al R. S. România 1980, p. 136.

populaţiei să nu fie eclipsate. Fiecare clasă apare definită de o Umilă inferioară 
şi o limită superioară. Ca să se suprime orice risc de eroare, limitele claselor 
trebuie să fie explicit indicate. Formele u tilizate sînt urm ătoarele (cu aplicaţie 
la clase’e de re tribu ţii lunare) :

(a)

1600-1799
1800-1999
2000-2199

(b)

1001 — 1800 
1801-2000  
2001 —  2200

(c)

1600-1800
1800-2000
2000-2200

Form ele (a) şi (b) sint explicite, dar forma (e), in  care valoarea limitei 
superioare a unei clase se confundă cu valoarea limitei inferioare a clasei 
urm ătoare, poate da naştere la am biguităţi. în tr-adevăr, valorile observate 
ce s-ar găsi la frontiera claselor ar putea fi repartizate în chip diferit (cum ar fi : 
persoana cu re tribu ţia  de 1800 lei pc lună ar putea fi repartiza tă  fie in prima 
clasă, fie in cea de-a doua clasă). Neajunsul se în lă tu ră  p rin tr-o  convenţie 
prealabilă, care, In general, adm ite cuprinderea în clasă a lim itei sale inferioare 
şi excluderea Umilei superioare.
Adică :

1600 la mai pu ţin  de 1800 lei,
1800 „ ,, „  „  2000 „  ,
2000 „ „ „ „  2200 „  ,

Term enul limite de clasă se foloseşte pen tru  a desemna cea mai mică şi cea 
mai mare valoare intr-o clasă de valori dată . Dar, în cazul unei variabile
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continue, operindu-sc rotunjiri, se face distincţie intre limitele de clasă „enun
ţa te “  şi „reale“ . Să considerăm, de exemplu, clasele de retribu ţie  medie orară 
a lcătu ite în modul u rm ător :

8 -  8,9 Iei,
9 — 9,9 ,, ,

1 0 -1 0 ,9  ,, ,

Se presupune că re tribu ţiile  au fost aproxim ate la prin .a zecimală, aşa incit 
clasele nu încep in realita te  de la valorile indicate in scară. Astfel, clasa indicată 
prin  limitele 8 —8,9 lei conţine de fap t retribuţiile  mai mari sau egale cu 
7,95 lei şi mai mici deeit 8,95 lei. Valorile 7,95 şi 8,95 silit num ite liniile 
reale de clasă. în această situaţie, particulară unor variabile continue, centru l 
(mijlocul) clasei rămine acelaşi, oricare ar fi considerate limitele de clasă 
cele „ e n u n ţa te ” sau cele „ rea le” :

(8 +  8,9)/2 =  (7,95 +  8,9o)/2 =  8,45 lei.

Repartiţia cumulativă de frecvenţe este form ată prin  adunarea succesivă a 
frecvenţelor ordinare (absolute sau relative -> Frecventă).
O rep artiţie  cum ulativă de frecvenţe ne perm ite să determ inăm  num ărul 
to ta l de observaţii inferioare sau superioare unei valori date.
Exemplul ă. R epartiţia  ţă rilo r după produsul naţional b ru t pe locuitor în 1977.

Tabelul 13

PNB*' pc locuitor 
(dolari)

xr_j < x <  Xi

N um ăr 
de ţări**)

f i

Frecvenţe cum ulate : 
N um ăr de ţări cu

PN B /loc.<  x t 
Fi

PN B/loc >  
> x<-i FÎ

(1) (2) (3) ( 4 )

Pină la 200 21 21 178
2 0 0 -5 0 0 41 62 157
50 0 -2 0 0 0 56 118 116

2000-5000 31 149 60
5000 şi peste 29 178 29

*) La preţurile pieţei.
**) Nu sînt incluse: Iran, Kampuchia Democrată, Liban, Uganda şi R. S. Vietnam.
.Sursa : World Bank Atlas, Popuiation, per Capita Product and Grocvth Rates, 1979.

Frecvenţele absolute au fost adunate succesiv in sensul valorilor crescătoare 
(col. 3) şi in sensul valorilor descrescătoare (col. 4) ale variabilei. Numerele 
obţinute în col. 4 sin t num ite şi frecvenţe retrocumnlate. 
în  mod analog se formează repartiţia cumulativă de frecvente relative.
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VH. TENDINŢA CENTRALĂ (MEDII UZUALE)

VALOARE MEDIE (medie). N um ăr susceptibil de a rezum a ansam blul 
valorilor observate ale unei variabile statistice, reprezentat de o funcţie de 
aceste valori.
Fie <p(x) o funcţie crescătoare sau descrescătoare.
Dacă observaţiile dau ca rezu lta t numerele tonei •

este 9 — medic, adică m. definită plecînd de la funcţia cp(x).
Conform relaţiei (1), o m . exprim ă nivelul atins de o variabilă n u m tonc' 
ea este uniform repartiza tă  pe un ită ţile  care compun o populaţie de!. 
Conceptul de m . este fam iliar. De obicei, cuvintul m., fără nici o a lt x . sj (]e 
care, se foloseşte in accepţia de medie aritmetică — m . fundam entală l '  tl'Oi 
şi comodă in practică. Alte m . uzuale s i n t : media armonică *, media geome
trică *, media pătratică *.
După expresia lui 9 (1 ), se obţine d rep t caracteristică î  :
a) pen tru  o (x )  =  x. m. aritm etică xa ;

1
b) pen tru  9 (1 ) =  —  (sau x  1), m . arm onică xn ;

c) pen tru  9 (1 ) =  log x, m. geometrică x g ;
d) pen tru  9 (1 ) =  x2, m. pă tra tică  Xq.
D iferitele forme de medie se înrudesc : formulele lor provin dintr-o aceeaşi 
p roprietate :

m. de ordinul k  a valorilor lui X  (presupuse pozitive) *). Făcînd să varieze k, 
se obţine o infinitate de medii. In particu lar, dacă mărim ea lui k  variază intre 
— 1 şi +  2, se obţin :
a) k  — — 1 , m. armonică x » ; 
h) k  =  0, m. geometrică x g ;
c) k  — 1, m . aritm etică x a '•
d) k  =  2 , m. pă tra tică  xq.
R elaţia in tre aceste m. este urm ătoarea :

Xj y .X*2 ♦ . . . , Xft

num ărul x  (citit , ,x  b a ra t” ), definit prin  relaţia
1

9(x) =  —  [9(Xj) +  9(x„) -f  . . - +  9(x„)],
n

x

9 U 1) +  9 (^2) -f • • • +  9(xn) =  ?(2) +  9 ( î)  +  ■ • • +  9(2)- (2)

Sub form ă generalizată, m este dată  de asemenea de formula :

(a)

Xh < x g <  x a <  Xg.

) Numită şi formula generalizată a mediilor.
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Verificată, de exemplu, pe un şir de cinci v a lo r i :

se află

12, 14, 15, 18, 20

Xh =  15,29, xg — 15,54, x* =  15,80, şi X q  =  13,05. 

se numeşte :
simplă, cind se aplică la o serie de valori individuale (n valori Xf, 

Se prs 2, . . . ,  n) şi
clasetvponierală, in cazul unei repartiţii de frecvenţe (n valori xi ; cu ponderile p t-, 
p rin  liş. t . ., n).
7,95 leg, fa din urm ă, formulele (1) (2) şi (3) devin (scrise prescurtat) : 
reale de c
(mijlocul) _ 1 "
cele ,,cini (4)

»=1
S p *

R  "■? il
U p j9 (*o  =  ?(*) S  Pi
«=i

.7* :ÎT I! P i1?- 
I  P i ,= I

(5)

(6 )

Ponderea unei valori xj este num ărul p i asociat acelei valori, de na tu ră  să-i 
dea o anum ită im portanţă rela tivă (în rapo rt cu im portan ţa  a tr ib u ită  celorlalte 
valori ale variabilei).
Într-o repartific de frecvenţe * constituie şi sin t num ite  de obicei :
— ponderi, frecvenţele absolute f i a căror sum ă este indiferentă şi

- U— coeficienţi de ponderare, frecvenţele relative f ( =  —— a căror sum a —ţ (
^ f i

este 1 .
Notă
M. ponderată se reduce la m . sim plă atunci cînd frecvenţele valorilor rep artiţie i 
sin t egale intre ele f, =  f.
R elativ  la in., ca noţiune generică, sin t de rem arcat urm ătoarele p a rticu la rită ţi :
a) m. este cuprinsă in tre cea mai mică şi cea mai m are d in tre  valorile luate  
de variabilă ;
b) m. este egală cu valorile date, dacă acestea sin t egale în tre ele :
c) în rap o rt cu valorile concrete pe care le sintetizează, m . apare ca o m ărim e
ab strac tă  ;
d) substitu ită  fiecăreia dintre valorile seriei, in. păstrează o anum ită  p roprie
ta te  a ansam blului de valori (care conduce la form ula de calcul a fiecăre i 
forme de m.).
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MEDIE ARITMETICĂ ( î 0). Media ob ţinu tă  ca raport intre suma valorilor 
observate ale unei variabile şi num ărul lor.
Medie aritmetică simplă (a unei serii de n valori x,-, i =  1, 2, . . . , n) :

_ + * * + ■ • •  +  •?# ^ x  . ,*s
*a = -----------:--------------- -  =  ------* (1 )n  n

Exem plul 1. Producţia mondială de griu in anii 1974 — 1978 (milioane tone) :

1974 1975 1976 1977 1978
360 355 417' 387~ 441

Sursa : Anuarul statistic al R . S ■ România, 1976, 1980.
Producţia de griu in medie pe an :

Xq. —
360 +  355 +  417 +  387 +  441 1960

— 392 mil. tone.

Media aritmetică ponderată (a unei repartiţii de frecvenţe, de valori xf şi de 
frecvenţe i =  1 , 2 n) :

x a

care se mai poate scrie

x i f i  +  x2f2 +  . . . +  X n f n  

f l  +  f i  +  • ■ • +  f n

J l f

s f  ‘ - U f
fi  fn ^

*2 +  ■ ■ • +  X» —  -
£ f

(2)

(3)

—— fiind frecvenţa relativă (coeficient de ponderare).
^ f i

Exemplul 2. N um ărul m ediu de rebu tu ri in tr-un lot conform repartiţie i din 
tab. 18.

_ _  (0 x 13) -  (1 x 21) +  (2 x 3 6 ) +  (3 x 1 9 ) +  (4 x 7 ) +  (5 x 3) + ( 6 x l )  _  
13 +  21 +  3 6 + 1 9 + 7  +  3 + 1

— 1,99 x  2 rebuturi.

Expresia (3) ara tă  că m.a. poate fi calculată şi cu aju torul frecver.ţelorrelative , 
ajungindu-se la acelaşi rezu lta t.
In tr-adevăr,

13 21 36 19 7
x a -- - 0 > ---------- 0 1 X ------+  2 X ------- +  3 x ----------- 4 X ---------- -

100 100 100 100 100

+  o x — — +  6 x ------=  1,99 x  2 rebuturi.
100 100
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Modificarea proporţională a frecvenţelor nu modifică valoarea medie, 
în  cazul unei repartiţii ele frecvente pe clase de valori * (pe o scară de intervale), 
form ula de definiţie a m.a.p. nu poate fi aplicată direct, in trucit frecvenţele 
privesc grupe de valori şi nu valori distincte ale variabilei. Calculul mediei 
include o ipoteză suplim entară despre valoarea x-ilor : se presupune d istri
buirea uniformă a frecvenţelor in interiorul intervalului dat şi, în consecinţă, 
se adm ite că valorile x sint reprezentate prin  centrele intervalelor. O dată deter
m inat centrul fiecărui interval, se ajunge Ia calcul m .a. în cazul unei repartiţii 
pe valori distincte, ca în aplicaţia precedentă.
Exem plul 3. R etribu ţia  medie lunară a personalului întreprinderii, po triv it 
repartiţie i din tab. 19.

lfiOO +  1800 1800 +  2000 3600 4- 3800
------------------  X 5 4 ---------- ----------X 13 +  . . , 4----------------------  X 11

2177600
800

: 2722 lei

sau ceea ce este to tuna 
1600 +  1800 18004-2000

x  1,1 4------------------x  1 ,6 4 - . . .
3600 4- 3800

X 1,4

x a =
100

=  2722,6 lei.

Cum intervalele au aceeaşi am plitudine, calculele sc pot p rescurta, efcctuînd 
o schimbare de variabilă.
Se defineşte o nouă variabilă X ', num ită  variabilă auxiliară, prin  transform are 
liniară *)

x t — x„
d

(in care x0 şi d  sint constante)

sau de formă echivalentă

Xi =  dxf 4- x0. (4)

Fiecărei valori a centrului de interval X; i se substituie o valoare a variabilei 
auxiliare x<. M.a. a lui X  se deduce uşor din cea a lui X '.
Cu frecvenţele introduse în form ula (4)

Xi U =  d x if t  4- x0fi

*) Se numeşte transformare liniară o transformare în care ecuaţia ce permite să se treacă de Ia varia
bila X  la variabila X '  este o ecuaţie liniară. în cazul d a t :
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adunind  m em bru cu m em bru diversele egalităţi
*ifi =  dx{/, +  i'o/i 
xzh  ~  d x '^  +  X0/2

Xnfn =  d x ^ M +  x0f„

S i f  =  d 2  'x f  +  x0 2  /  
şi îm părţind  la S /ţ rezultă

2  x f  2  x 'f  2  f

2 f  =  d 2  f  +  X° T f
sau

xa =  d x ' 4- x0.

A ltfel form ulat, procedeul constă în aplicarea com binată a p roprietăţilor m .a, 
care perm it ca fiecare valoare a variabilei să fie m icşorată o dată prin  scăderea 
unei constante (x$ — xc) şi a doua oară p rin  îm părţirea restului obţinut la 
o a ltă  constantă \ ( x t— x0)/d]. C antitatea cu care se scad term enii repartiţie i 
(x0), num ită şi origine, poate fi oricare dintre term enii repartiţie i şi chiar o 
mărime din afara ei. în  general, se reţine ca nouă origine o valoare apropiată 
de valoarea centrală a repartiţie i : centrul intervalului modal * sau centru l 
intervalului median *. D rept nouă un ita te  de măsură (d) se alege mărim ea 
intervalului de clasă, care dă, pen tru  noua variabilă X ',  numerele cele mai 
simple.
Mersul operaţiilor este a ră ta t in tab . 14.

(5)

(6)

Tabelul 14

Centrul intervalului
x»

Frecvenţa
fi

, x { -  2700 , X i -  2700
200 Xif‘ 200 fi

(1) (2) (3) (4)

1700 9 - 5 — 45
1900 13 - 4 -  52
2100 27 - 3 -  81
2300 64 - 2 - 1 2 8
2500 148 - 1 - 1 4 8
2700 261 0 0
2900 123 1 123
3100 89 2 178
3300 34 3 102
3500 21 4 84
3700 11 5 55
Total 800 — 88
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E vident, media calculată pen tru  o repartiţie  cu intervale exprim ă, cu oarecare 
aproxim aţie, mărim ea medie reală a variabilei, deoarece nu poate fi vorba 
de o corespondenţă perfectă intre ipoteza de calcul adm isă şi rea lita te . G radul 
de aproxim aţie este în funcţie de două elem ente : un iform itatea repartiţie i 
un ită ţilo r din grupe în in teriorul intervalelor şi dimensiunea intervalelor de 
clasă. Media va fi cu a tit mai precisă cu cît repartiţia  un ită ţilo r cuprinse în 
fiecare interval este mai uniform ă şi cu cit mărim ea intervalelor este mai 
redusă. R epartiţiile statistice cu o scară de intervale prea m ari nu perm it 
o evaluare satisfăcătoare a mediei.
Proprietăţi.
1 . Sam a algebrică a abaterilor valorilor observate de la media lor aritmetică  
este nulă.
D em onstrată în variantele (a) serie de valori individuale şi (b) re p a r ti ţie  
de frecvenţe :

(a) (b)

(*1 -  X) /i 

(X2 -  X) f2

(xn x ) fn
s  = S ( ii -  i )  fi = 2 XiU -  Î S f ,

or, prin  definiţie,
2 x,-

x  ~ ------
n

x  =
2 x i fi

“S u
ţleci

şi
2 xt- — nx  2  Xj f. =  5 2  f (

S  — rix — nx =  0 S =  x S f j  -  r S f j  =  0.

0  verificare numerică a proprietă ţii enunţate  :

(a) 2(x< — x) =  S x i -  nx =  1960 -  (5 X 392) =  0(-+ exemplul 1).

i

ţb ) 2 (x i -  x) f t =  2  x (f{ -  5 2 f( =  2177600 -  (2722 x  800) =  0

(-> exemplul 3). i
2 . Sum a pătratelor abaterilor valorilor observate de la media lor aritmetică esteţ 
vpferioară sumei pătratelor abaterilor in raport cu oricare altă valoare.

3ie o serie de n valori xj (i =  1 , 2, . . . ,  n) şi xq o valoare a lta  decit m .a.x a  
cestor valori. 1

Fie (x4 — x„)2 — (x* — 5)2 =  a(.
Problem a constă in a dem onstra că 2 oi >  0.
Avem :

a( = (Xi -  x0f  -  (x ,  -  5 )2 =  -  2x<(x0 -  5) 4- x |  -  x-,
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deci

Si cum

r e z u l t ă

de unde

2 o{ =  — 2 x<(a* — x) +  n(a® -  x2). 

2 x» =  nx,

2 (7} =  n (— 2xx0 +  2x 2 +  xg — x2) =  n(x0

2 aj >  0.

x)2,

Mai sim plu, p roprie ta tea  poate fi enun ţa tă  astfel : suma pătra te lo r abaterilor 
in rap o rt cu o valoare este minim ală, cînd această valoare este m.a.
3. M .a. a unui ansamblu de valori compus din două sau mai multe subansambluri 
poate fi exprimată direct in funcţie de m.a. ale subansamblurilor, aplictnd
formula :

xa — ■x if j  +  *2fc Xjifn

fi +  f i  +  • • • +  fn

2  x tft
(?)

în  care Xj, fx ; x2, f2 ; . . .  ; x „ ,fn slnt m.a. parţiale cu frecvenţele respective. 
Exem plul 1. Suprafaţa cu ltivată , producţia to tală  şi producţia medie la hectar 
de griu  şi secară (medii anuale)

Tabelul lo

1971-1975 1976-1979

1. Suprafaţa  cultivată  (mii hectare)
2. P roducţia  to ta lă  (mii tone)
3. P roducţia medie la hectar (chintale)

2463,9
5449,7

22,1

2300,8
6075,5

26,4

S u r s a  : A n u a r u l  s la l is t ic  a l  R .  S .  R o m â n ia  1 9 8 0 .  p .  2 5 7 — 259.

Mediile anuale pe în treaga perioadă 1971- 1979 vor fi: 

(2463,9 x  5) +  (2300,8X4)
( 1)

(2)

5 +  4

(5449,7 x 5) +  (6075,5x4) 
5 +  4

57278

=  2391,4 mii hectare.

=  5727,8 mii tone.

=  24 chintale.(3) 2391,8
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Form ula (7) devine

Xa
x ¡

n

In cazul clnd subansamblurile componente conţin acelaşi num ăr de u n ită ţi 
(frecvenţe egale).
Se spune că m .a. adm ite o teoremă de adiţiune.
4. Dacă se înlocuieşte fiecare valoare observată a variabilei cu m .a ., suma valorilor 
nu se schimbă.
D in această proprietate se deduce însăşi formula de definiţie a m .a . A stfel, 
pen tru  :
a) seria de valori individuale (n valori x it i =  1 , 2, . . . ,  n)

x I + x 2 + . . .  +  x„ =  x  +  x +  . . . + x
sau

de unde
x , +  x 2 +  . . .  +  x„ =  nx,

xa
+  x 2 +  . .  . +  x n 

n
scrisă prescurtat

b) repartiţia  de frecvenţe (n valori x h  cu frecvenţele f4, i =  1 , 2, . . . ,  n) 

Xjfi +  x2f 2 +  . .  . +  Inf» =  x  fx +  x f 2 -f- . . .  +  x fn

sau

de unde
x l f l  +  +  • • • +  x n f n  =  x ( f i  +  f i  +  . . .  +  fn),

— x l f i  '  ~ x i f z  +  • • ■ +  X n f n
Xa =  —----- ----------------------------------- ,

f l  +  +  f n

scrisă p rescurtat

x a
2  x i f t

MEDIE ARMONICĂ (î;,). Mărimea inversă a mediei aritm etice calculată 
din mărimile inverse ale valorilor variabilei.
Medie armonică simplă (a unei serii de n  valori Xj, i =  1, 2, . . . ,  n).

x h
n n

1 1 1
-------!------ - +  • • • H-------
x 1 Xn X

(1)
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Exemplul 1. Un m uncitor cheltuieşte pentru  executarea unei operaţii 20 mi
nute , iar a ltu l 30 m inute. Care este tim pul mediu cheltu it?
Alegerea formei de medie este, în  acest caz, determ inată de relaţia :

T
—  =  Q. (2)

în care
T  înseamnă tim pul lu c ra t ; 
t — tim pul cheltuit pentru o operaţie ; 
Q — num ărul de operaţii.
În tr-o  oră s-au executat :

1, =  20 m inute
60

~20

60
1 Ö

=  3 operaţii,

=  2

ele unde

adică

/  60 60 \
to ta l 1 = 5  „

\  20 ' 30 J

Timpul to ta l lucrat
N um ărul to ta l de operaţii

60 + 60
60 60 ’
20 ' 30

1 +  1 2 120
94

1 1 3 +  2 5
20 +  30 60

în ipoteza unui consum de timp de m uncă (tt) egal cu tim pul mediu (t =  
=  24 minute) pentru fiecare din cei doi m uncitori, in tr-o  oră aceştia ar fi 
executat

60 60 120
-------1-------=  — - =  5 operaţii,
24 24 24

can tita te  egală cu cea efectiv realizată.
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Medie arm onică ponderată (a unei repartiţii de frecvenţe, de valori xi şi de 
frecvenţe fi, i =  1 ,2 , . . ., n).

f c - -------- t  + — g -  <3)
—  fl + —  f . +  ••• + —  în S —  fXj X, Xn X

Exem plul 2. Se consideră datele înregistrate, pen tru  aceeaşi variabilă (exem
plul 1), în cursul mai multor cronom etrări succesive, repartizate în clase de 
valori egale :

Tabelul ÎS

Consumul specific de muncă 
(om-ore/operaţie)

' •' U

num ăr de om-ore 
lucrate

Ti

1
— T,
ti '

0,30 27 90
0,35 42 120
0,40 84 210
0,45 162 360
0,50 65 130
0.55 33 60
0,60 18 30

T otal 431 1000

Potriv it relaţiei (2)

^ 2 T n1 ___ , I l  o.
‘i t.. tn t t 1 "  ?

ti

r 2

t-2 ^
j  Z i .  -

tn

î
= — (T ,t +  . • • +  Tn),

de tinde ecuaţia medici

Tj -f  T2 — . . .  -f  T n L  T

deci

t = ---------  =  0,431 om-ore, aproxim ativ 23 m inute.
1000

(4)
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Utilizarea m.a. devine obligatorie în  cazul relaţiilor de proporfionalitaie inver
să *) ca in exemplul evocat. în tr-adevăr, dacă privim  variabila i o derivată 
din T, Q. ue aflăm în prezenţa unei relaţii inverse : consumul specific de m uncă 
(i), fa tă  de aceeaşi can tita te  de cheltuieli de m uncă ( T  joacă rol de pondere), 
creşte pe m ăsura descreşterii volum ului de operaţii (Q) şi invers. în  varianta 
in care ponderea lui t s-ar face cu Q, existenţa unei p roporţionalităţi directe 
(t fa ţă  de aceeaşi mărime a lui Q creşte pe m ăsura creşterii lu i T  şi invers) 
justifică aplicarea mediei aritm etice. A doptind T = iQ  şi notaţiile din formula 
generală (.r in loc de t şi f  în loc de Q) se vede limpede că in funcţie de 
datele disponibile se calculează fie m edia aritm etică, fie m.a. şi se ajunge la 
aceeaşi valoare medie :

x
x f

1
2  — x f  

x

2  x f

Y7

M .a. apare astfel ca o^formă particu lară  a mediei aritm etice.
MEDfK GEOMETRICĂ (xg). Medie calculată prin  extragerea rădăcinii de un 
ordin egal cu num ărul valorilor observate ale variabilei din produsul valorilor 
-Medie geometrică simplă (a unei serii de n valori X{, i =  1, 2, . . . ,  n).

n _____________  1_
x g =  ' x2 ■ . ■ . ■ x„ ~  (II Xi)n (1)

sau exprim ată în logaritm i

log Xg

de unde

log Xj +  log x.2 +  . . .  +  log x n 2  log x t 
n n

2  log x¡
Xg =  antilog -----------

n (2)

M.fl. este deci egală cu antilogaritm ul mediei aritm etice a logaritm ilor valorilor 
seriei. De aici şi denumirea de medie logaritmică sub care se in tîlneşte uneori 
in.g. Se aplică în mod curent la calculul ritm ulu i mediu de variaţie a feno
menelor.
Exemplul 1. Dinamica venitului na ţiona l al României, 1976—1979.

Tabelul 17

Anul Indici (anul pre
cedent =  100)

1976 110,5
1977 107,9
1978 107,6
1979 107,5

Sursa : Anuarul statistic al R. S . România 1980, 
p. 91.

*) Se spune că m.a. a fost introdusă în teoria muzicii pentru compararea lungimii coardelor vibrante 
cu înălţimea sunetului lor. Cum „numărul vibraţiilor este invers proporţional cu lungimea coardei, nota 
medie, care corespunde numerelor de vibraţii date de două coarde de lungimi diferite, este dată de o 
coardă a cărei lungime este m.a. a lungimilor (A. Piatier, Statistique et observation tconomique, t. I> 
Presses Uni vers itaires de France, Paris, 1961, p 217—218).
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Indicele mediu anual de creştere :
4 __________________________________________

xg =  ^1,105 x  1,079 X 1,076 X 1,075

logaritmînd

log 1,105 +  log 1,079 +  log 1,076 +  log 1,075 
log xg =  ■--------------------------------- ------------------------------—

0,04336 +  0,03302 +  0,03181 +  0,03141 0,13960 4 * * *
4 ~  4

x g =  antilog-0,03190 =  1,084 sau 108,4%.

=  0,03490

Medie jieometrică ponderată (a unei repartiţii de frecvenţe, de valori x* şi de
frecvenţe f„  i =  1 , 2, . . . ,  n).

* fi
X g  =  y  x ţ1, X'|2 , . . ., a /n  =  (II x(i)

sau exprim ată in logaritmi

f i  log X j  +  f2 log x2 +  . . .  +  fn log x„ s  f( loS X i  
log xg =  ----------------------------------------------------  =  --------------»

(3)

de unde
fi +  2̂ +  • • ■ +  fn

2  f , log x {

2  /-

â* =  antilog
s  f,-

(4)

Exemplul 2. Venitul naţional al ţă rii noastre a crescut, in medic pe an, cu 
11,3% in anii 1971 — 1975 şi cu 8,4% în anii 1976 — 1979. Care a fost creşterea 
medie anuală  în cei nouă an i?

log Xg =

xg =  / l , 113» X 1.084*

(5 x log 1,113) +  (4 x  log 1,084)
5 +  4

(5 x 0,04650) +  (4 x 0,03503) 0,37262=  ------------------- ------------------------ — _  -----------  -  0,04140
9 9

Xg =  antilog - 0,04140 =  1,1 sau 110%.

în  limbajul curent, se spune că ritmul (rata) mediu anual de creştere a venitului 
naţional a fost de 110—100 =  10% în perioada 1971 — 1979.
Proprietăţi
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1. M .g. a  u n u i  a n s a m b lu  d e  v a lo r i  c o m p u s  d i n  d o u ă  s a u  m a i  m u l te  s u b a n s a m 
b lu r i  p o a le  f i  e x p r im a tă  d ir e c t  In  f u n c ţ ie  d e  m .g . a le  s u b a n s a m b lu r i lo r ,  aplicind 
formula :

x g =  antilog
S  log xi

in care :
Xi este m .g. p a r ţ ia lă ;
fi — num ărul de observaţii în subansam blu. 
Formula (5) devine

S î ,
Xg =  antilog —

(5>

(6 )

in cazul in care subansamblurile componente conţin acelaşi num ăr de observaţii 
(frecvenţele sîn t egale în tre ele). A şadar, ca şi media aritm etică, m .g . adm ite 
o teorem ă de adiţiune.
Exemplul 2 ilustrează proprietatea enunţată , cu aplicarea formulei (o).
2. M .g. a  r a p o r tu lu i  a l  d o u ă  v a r ia b i le  e s te  d a tă  d e  r a p o r t u l  m .g . a le  c e lo r  d o u ă  
v a r ia b i le .
Fie seriile de valori ale variabilelor X ,  Y ,  Z ,  cu Z  =  ,Y/Y :

*rj, •*'2’ ■ • 3-a

U i t  U i t  . . . ,  U n

unde

A tunci

z l» Z2’ ~nt

Zi

n
]/x1 - x2 -. . . X n

n

^U i-U i- ■■■Un

X S ( * i )

x e(Vi)

(7>

E x e m p l u l  3 . în  intervalul 1976 — 1979, producţia globală industria lă  (X ) a  
României a crescut, in medie pe an, cu 10,3%, iar fo rţa  de m uncă ( Y) o cupa tă  
in industrie, cu 2,7%. Cum raportu l in tre prim a şi cea de-a doua variabilă 
exprimă productivitatea muncii ( Z ) ,  ritm ul mediu anual de creştere a acesteia 
a fost :

---------  X 100 -  100 =  7,4%.
102,7

3. M .g. a  u n u i  p r o d u s  d e  v a r ia b i le  e s te  d a tă  d e  p r o d u s u l  m .g . a le  v a r i a b i l e l o r  
r e s p e c t iv e .  10

10 -  c. 680 V.TREBICI
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Considerind acum (—> relaţia 7)

x t ~ z t ■ y( (8)
avem

n  n  n

Xg[* .) =  ^ X1 x 2 • • • Xn — ^ - 1-2 - * • zn * ^  Vi U2 • • • Un — Xăiei) ' X gir •) * 

A ltfel spus : m.g. a produsului este produsul m.g.
Exemplul 4. Se presupun cunoscute ritm urile medii anuale de creştere a pro
d u c tiv ită ţii m uncii (7,4%) şi forţei de m uncă (2, %) în perioada 1976 — 1979 
(ex. 3). R itm ul mediu anual de creştere a producţiei globale va f i :

107,4 x  102,7
------------------- X 100 -1 1 0 0  =  10,3%.

100

4. Dacă se înlocuieşte fiecare valoare observată a variabilei cu m.g., produsul 
valorilor nu se schimbă.
A ceastă p roprie ta te  defineşte m .g., care se bazează pe proporţia geometrică. 
Astfel, pen tru  o serie de n valori x* (i =  i ,  2, . . . ,  n) :

x 3 • x2. .  . xn =  * • x . . .  x

de unde
n

X —  ]/ Xj x2 . . . x n .

■Ca ap licaţie  la seria de indici din exemplul 1 :

1,105 X 1,079 X 1,076 X 1,075 =~I4

:ŞÎ
4 _______________ _ 4 __

I;s_79 =  Y  1,105 x 1,079 x 1,076 x 1,075*= y i ,3 8 .

Venitul na ţional a fost de 361,9 mild. lei în 1975 şi de 49,93 mld. lei in 1979. 
în  funcţie de nivelul anului 1975, venitul naţional în 1979 se scrie :

361,9 x  1,105 X 1,079 X 1,076 x  1,075 =  499,3 mld. lei.

S u b s t i tu it  indicilor concreţi, indicele mediu păstrează egalitatea scrisă. Adică :

361,9 x~'l* =  499,3 mld. lei.

I76-7»
f 499,3

361,9

Ca urm are
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,  log 499,3- l o g  361,9
)0g /,6-79 =   —--------------------

2,69836 — 2,55859
4

0,13977
4

=  0,03494

/76_79 =  antilog 0,03494 =  1,0S4 sau 108,4%. 
Deci, in general :

«—1

in care :
x n este term enul.final al seriei de mărimi absolute, 
x0 — term enul iniţial al seriei de mărimi absolute, 
n  — num ărul de intervale (momente) de tim p.
Este uşor de observat că, dispunînd de indicii cu bază constantă*,

(9>

atunci r
n-~l

Cu datele exemplului
775/75 — 1 "IU % î 779/75 — 138%

(10>

4

log 138 -  log 100 
4

2,13988 -  2 
4

0,13988
4

=  0,03497

/.6_78 =  antilog 0,03497 =  1,084 sau 108.4%.

MEDIE PĂTRATICĂ (x„). Medie egală cu rădăcina p ă tra tă  a m ed ie i aritm etice 
a pătratelor valorilor variabilei.
Medie pătratică simplă (a unei serii de n valori xt, i — 1, 2, . . . ,  n).

x | + x i + (1> 
n I n

Medie pătratică ponderată (a unei repartiţii de frecvenţe, de valori xj şi de 
frecvenţe f  , i =  1 , 2 . . .  n)

+ 2 '2 +  fn

1 Z f t1 +  /2 +  + . f»
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Deşi ar putea fi calculată pentru  orice valori (pozitive, nule sau negative), 
jii.p. nu are sens ca valoare centrală decit dacă toate valorile x i s in t pozitive.
U.p. se aplică la calcularea abaterii medii pătralice*.
M EDIASĂ (Me). Valoare s itua tă  la mijlocul seriei sau repartiţie i statistice 
av ind  valorile aran jate  în ordine de mărime crescătoare sau descrescătoare. 
Me. îm parte colecţia de u n ită ţi observate in două grupe egale ca număr.
1. P en tru  o serie cu un num ăr im par de valori, 2 k  +  1, ine. este valoarea 

«le rangul k  +  1 .
Exemplul 1. Ale. se rie i:

4 7 12 26 32 38 59.
t

Mc

D acă seria cuprinde un num ăr par de valori, 2 k, me. se găseşte în tre valorile 
•de rangul k  şi A’ +  1 şi, in general, se convine să fie reprezentată de media 
a ritm etică  a celor două valori.
Exem plul 2. Me. seriei

4 7 12 26 32 38.

Interval
median

Se ia deci ca me. (12 -f 26)/2 =  19.
2 . In cazul unei repartiţii pe valori distincte, semnificaţia me. apare frecvent 
nesigură.
Exemplul 3. Un control de calitate efectuat asupra 100 de loturi dintr-un pro
du s a dat rezultatele urm ătoare :

Tabelul ÎS

N um ăr de rebu turi 
in tr-un lot

x t

N um ăr de 
loturi 

f i

N um ăr cum ulat 
de lo turi 

Fi

0 13 13
1 21 34
2 36 70
3 19 89
4 7 96
5 3 99
6 1 100

Total 100

N um ărul median de rebu turi s-ar considera 2. D ar valoarea re ţinu tă  nu răspun
de definiţiei me. în sensul de valoare cu proprietatea ca valorile mai mari 
sau mai mici dccît ca să apară cu frecvenţe egale. Nu sint decit 30%  de loturi 
cu un num ăr de rebuturi superior num ărului median, in loc de 50% . A lteori
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proporţia ar putea să fie m ult mai mică (20, 10 sau chiar 5% ) şi a tu n c i trebuie 
să  se recurgă la alte valori tipice pen tru  caracterizarea tendinţei centrale a 
repartiţiei.
3. Cind datele sint grupate pe intervale şi pierd deci individualitatea lor, 
ine. se calculează prin procedeul interpolării liniare, bazat pe ipoteza repartiţiei 
uniforme a frecvenţelor in intervalul m edian (clasa mediană).
Exem plul 4. R epartiţia personalului unei în treprinderi pe grupe de re tribu ţii 
lunare nete realizate.*)

Tabelul 19

R etribu ţia
lunară

(lei)
Numărul

personalului

N um ărul cum ulat al 
peisonalului

ascendent descendent

1600-1800 9 9 800
1800-2000 13 22 791
2000-2200 27 49 778
2200-2400 64 113 751
2 4 0 0 - 260Q 148 261 687
2600-2800 261 522 539
2800-3000 123 645 278
3000-3200 89 734 155
3200-3400 34 768 66
3400-3600 21 789 32
3600-3800 11 800 11
Total 800

*) Fără personalul de conducere.

Lectura frecvenţelor cum ulate a ra tă  că valorile de rangul k  =  400 şi k  +  1 =  
=  401 sint cuprinse în intervalul „2600—2800 lei". A dm iţînd ipoteza echi- 
repartiţiei, sc îm parte acest interval cu frecvenţa :

2800 -  2600 200
------------------  =  ------lei.

261 261

Plnă la valoarea de rangul (400 +  401)/2 =  400,5 revin in tervalulu i median :

400,5 — 261 =  139,5 frecvenţe.

Partea  din mărim ea intervalului median adunată  Ia lim ita sa inferioară dă 
valoarea mediană. A s tfe l:

200
M e -  2 6 0 0 +  ----- - (400,5 -  261) =  2600 +  106,9 =  2706,9 a  2707 lei.

261 '
Form ula de calcul a me. este :

M e  =  x k +  du
1/2(F„ +  1) -  F k_x

h
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unde
Xk este lim ita inferioară a intervalului median ; 
du — mărim ea intervalului median ;
F n — 2 f i
Fu-1  — frecvenţa cum ulată a intervalului im ediat inferior intervalului

m ed ian ;
fu — frecvenţa simplă a intervalului median.
Curbele frecvenţelor cum ulate ascendente şi descendente perm it o determ inare 
grafică rapidă a m e .; ea este determ inată prin  intersecţia acestor curbe (fig. 5-1)

Pornind de la  graficul stab ilit se. poate determ ina şi modul de calcul al mc. 
Reproducem partea din curba cum ulativă ascendentă care corespunde in ter
valului median (fig. 55).

Fig. &S Determinarea grafică a medi
anei (fragment)

în tr-adevăr :
OMe — O A ' +  A 'M e.

D ar, in v irtu tea  teoremei lui Tales :

A M e fA 'B ' =  Ă C /.Î "li =  A "C " /Ă "£ " ,
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-de unde

A 'M c  =  A'B*  x ~(A"C"tĂ”B ")
şi, p i\n  urm are :

o  Mc =  0 .1 ' 4- a ' i r  > (.i"C "/A "73"). 

înlocui;.d simbolurile prin valorile lor. se obţine ;

O Mc ==- 2 fi! H
400,5 -  2(31

-  2*100) —------ »——  =  2706
522 -  2 6 i

Proprietate. Suma abaterilor, ia Paloare- absolută, a tuturor ( V  
ale variabilei in  raport cu o valoare arbitrarii este minimă c i ^ ,  '  
se  confundă cu me. Adică : tA

y V
J ]  [.t î — ci j este minimum pentru  a — jYf  ̂ ^ \
* 4 v \kf

proprietate u tilizată  pentru a caracteriza o dispersie p r in  .* 1 
medie*. , 1
Medială (M l). Mc. aplicată la repartiţia  valorilor globale a) \  N 
deratc. Ml. separă în două pă rţi egale suma produselor di n ţ '4 ' '
bilei şi frecvenţele corespunzătoare : \

I  x i f f
ţ *

.tio3 .exemplu, în repartiţia  referitoare la retribuţiile  lunare ( t ţ|
jmedială vă fi aceea care îm parte în două p ă rţi egale sum^% Vj 

buţiilor prim ite de lucrători :

R etribuţia N um ărul
lunară (lei) personalului x iîi

fi \

: :

2100—2600 261 370000
2600-2800 522 704700

Total 2177600

<' V  &V \ ‘ *
0 ' <, \S\  W M V
\  Vţ \\ *

\ \

x, este mijlocul iatervalu lu i

1/2(2177600 +  1) -6 1 3 9 0 0  
M l =  2600+ 200 — -------------—------------------ =- 273,

\ i U i  X
\  > vk W  

1 \\  \
\ ţ
\  1

u

\  t Hi
* Virx

\ms
704700
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Ml. se aplică la repartiţiile  în care ansam blul valorilor x t [¡, constitu it dc valorile 
variabilei ponderate cu frecvenţele, are o sem nificaţie concretă. C onfruntarea 
valorilor caracteristice Me. şi Ml. pune în evidenţă o eventuală rep a rtiţie  
inegală a variabilei reprezentate.
CUANTICE (de ordinul n). Valori ale variabilei care separă rep a rtiţia  ordonată 
în n  p ă rţi cuprinzînd acelaşi efectiv egal cil 1 /n din efectivul to ta l.
Dacă n ~  4 cuantilele se numesc cuartile ;

n =  10 ,, ,, decile;

n — 100 ,, ,, centile.

C. corespunzătoare lui n =  2 este mediana *.
Cuartile. în  num ăr de trei, ele îm part domeniul valorilor observate (aşezate 
în ordine de mărime) în p a tru  p ărţi de frecvenţe egale cu 1/4. Ca m ărim e, 
prim a c. ((/,) este inferioară medianei, a doua c. (Q%) se confundă cu m ediana, 
iar a treia c. (Q:i) este superioară medianei. Analog medianei, c. inferioară 
se calculează după form ula :

şi c. superioară

Oi =  r ;. +  dk
tl4 (F n +  1) -  F k_!

f*

Qs =  +  dk
3/4(FB-f-l)—fifc-i

fk

(1 )

( 2>

unde, în fiecare caz, k  este indicele clasei care conţine c. considerată, z* lim ita 
inferioară a acestei clase şi dk intervalul său. Se substituie valorii 1/2(FB +  1) 
valoarea 1/4(/•'„ +  1) pen tru  Oi Şi 3/4(F„ +  1) pentru  Q3- A plicate la repartiţia  
din tab . 19 :

Ol =  2400 +  200
1/4(800 +  1) -  113 

148
2517,9 lei

Şi

0 3 =  2800 +  200
3/4(800 +  1) -  522 

123
2928 lei.

Ca şi mediana, c. po t fi determ inate, cu o oarecare aproxim aţie, grafic (fig. 56 a 
şi 56 b).
R ezultă că :
1 ) în diagrama diferenţială * dreptele avînd d rep t abscise c. îm part diagrama 
in  4 arii egale ;
2) in diagrama integrală *, c. sîn t abscisele punctelor ale căror ordonate sin t 
respectiv : 25%  (c. Qj), 50%  (c. Q2 sau m ediana), 75% (c. 0a)-
Deeile. In num ăr de nouă, d. iinpart cimpul de variabilita te  in zece intervale, 
conţinind fiecare 10% din observaţii. A cincea d. se confundă deci cu mediana.
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Iu calculul d., se substituie valorii 1/2(F„ +  1 ) a frecvenţelor cum ulate, succesiv 
valorile m /10 (F„ 4- 1 ), pen tru  m =  1, 2. 3 ,. . 9.
Cu aplicaţie la  aceeaşi repartiţie  (tab . 19) :

1 \  = 2200 +  200
1/10(800 +  1) -  49 
_  64

2297,19 lei

2/10(800 - f i )  -  113
D„ =  2400 +  200 — -----------------------

148
2463,78 lei

Di  =  2600 +  200
5/10(800 -f 1) - 2 6 1  

261
2706,90 lei

9/10(800 -  1)
D , =  3000 -f 200

645
=  3170,56 Ici.

89
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D. se notează de obicei cu lite ra  D a fec ta tă  de indici : 

Dv  D2, D3, . . . , l ) j  — M e ,. . ., Dg. 

Fig. 57 ilustrează principiul reprezentării grafice a d.

Fig. 51 Reprezentarea grafică 
a decilelor

(lentile. în  num ăr de 99, e. separă repartiţia  in o su tă  de intervale egale. 
Cea de-a cincizecea c. se identifică cu mediana, c. de rangurile 25 şi 75 se- 
identifică cu prim a şi a tre ia  cuartilft, iar c. de rangurile 10, 20, 30 ctc., cu 
decilele. C. se reprezin tă de obicei p rin  litera  C afec ta tă  de indici : C01, C'o:>- ■ ■ - 
. . . .  C50,. . CM. Calculele se desfăşoară la  fel ca în cazul medianei, substituind 

valorii 1 /2(Fn - f  1) a frecvenţelor cum ulate, valorile m/100(F„ +  1) pen tru  
m  =  1, 2, 3»,. ., 98, 99 şi considerînd clasele de valori corespunzătoare.
C repartiţiei din tab. 19 s i n t :

1/100(800 4- 1) -  O
C01 =  1600 +  200 ------------ —-------------  1778,00 lei

2/100(800 4-  1) -  9
C,J3 =  1800 +  200 ----------— ----- -------- =  1908,00 lei

C50 - 2600 200
50/100(800 4 -1 ) — 261 

261
=  2706,90 lei

c;99 *  3600
99/100(800 1) -  789

2 0 0 -------------------------------- =3672,55 lei.
11

Caicului decilelor şi c. se aplică la seriile care com portă suficient de numeroase 
elemente, iii prealabil aşezate în ordine de mărime.
VIOI) (Mo). Valoare cu cea mai mare frecvenţă în repartiţia  sta tistică  (maximul
curbei de frecvente) *. De vreme ce se repetă de cele mai m ulte ori, valoarea 
m odală reprezintă şi valoarea cea mai „probabilă” .
Termen sinonim : dominantă *).

Termenul englezesc modei introdus de K. Pearson, a fost tradus în franţuzeşte prin dominante.
V.TREBICI
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ir. cazul unei repartiţii discrete, mo. se identifică im ediat, pe calea simplei 
exam inări a şirului de frecvenţe. Astfel, în tab. 18 num ărul de 2 produse-rebut 
s-a în registrat la  36 lo tu r i ; nici o a ltă  mărime a rebuturilor nu revine a t l t  de 
dc.s : num ărul ,,2 produse-rebut” este aşadar mo. repartiţiei.
Clnd repartiţia  îm bracă form a grupării pe clase de valori, se va defini un 
interval modal (clasă modală) — interval căruia îi aparţine mo. Mai precis, 
intervalul modal este in tervalul cu densitatea de frecvenţă maxim ă. De exemplu, 
intervalul modal în repartiţia  din tab . 19 este intervalul „2600—2800 lei” 
cu frecvenţa 261. O estiinaj-e mai precisă a mo. necesită anum ite ipoteze şi 
calcule.
în  condiţia unei repartiţii simetrice sau atunci cînd intervalele (clasele) ad ia
cente celui modal s-ar deosebi pu ţin  unul de altul după frecvenţă sau greutate 
specifică, se poate lua, cu o aproxim aţie satisfăcătoare, mijlocul intervalului 
modal ca valoare modală. Dacă repartiţiile  sînt de a lt tip , mo. se va găsi pe 
scara de variaţie a intervalului moda) m ai aproape sau mai departe de cen tru l 
acestui interval, in funcţie de form a repartiţiei. Poziţia mo. în in tervalul 
modal se determ ină în rap o rt cu abaterea frecvenţei in tervalulu i prem odal 
şi a celui postm odal de la frecvenţa intervalului modal. Procedeul de calcul 
este un procedeu de interpolare, constitui in aplicarea formulei urm ătoare :

Mo %k +  dfc
fk ~~ fk î

(fk ~ fk - î) +  ( f k— fifc+i)
in care
xjt este lim ita inferioară a in tervalu lu i m o d a l:
4k — m ărim ea intervalului m o d a l:
fk — frecvenţa intervalului m odal:
fk-r — frecvenţa in tervalulu i p rem odal:
/*4j — frecvenţa intervalului postmodal.
Ezem ţdn. R etribu ţia  modală a repartiţie i din tab . 19.

.(O

Xk

I •

2 4 0 0 - 2 6 0 0 148

-*■ 2 6 0 0 - 2 8 0 0 261

2800 î - 3 0 0 0 123 -s-

fk - j  

fk

f i +1

Mo 2600 +  200
261 — 148

(261 -  148) +  (261 -  123)
=  2600 +  90 =  2690 lei.

V.TREBICI



156

Valoarea modală se estimează grafic cu aju torul histogramei *. 
în  intervalul modal se duce o primă diagonală in tre lim ita inferioară, la  nivelul 
indicat de in tervalul precedent, şi punctul opus al dreptunghiului care repre
zintă in tervalul modal. Se trasează o a doua diagonală, pornind de la  lim ita 
superioară la nivelul indicat de frecvenţa intervalului urm ător. P roiectind 
punctul P  — intersecţia celor două diagonale — pe axa orizontală se obţine, 
prin  citire directă, valoarea modală.

Fig. oS Determinarea grafică a 
modului

D iagram a (fig. 58) ilustrează m etoda de interpolare a valorilor pen tru  deter
m inarea mo. Folosind notaţiile pe grafic, scriem proporţia :

Mo — l j  Aj
1, — Mo  A,

de unde

A „Mo -  A21j =  Ajl» -  A, Mo,

\ M o  +  A , Mo =  Aj 12 +  A21j ,

Mo(Aj -r  A,) =  A1X3 +  A21j .

13 =  l j  +  d,

A jlj + Ajd 4- A 21i A^ i + A21i  ̂ Ajd 

Aj 4- A2 Aj +  A3 T A1 t A!

Dar

deci

Mo =
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in care (compară cu 1)
Zj este x t  
Ai =  f k ~  fk-1  
A2 =  Ce — Ci+i-

Un a lt procedeu pen tru  aflarea mo., propus de K. Pearson, se sprijină pc relaţia 
care există în tre mo., mediană şi medie în repartiţiile  m oderat asimetrice. în  
orice repartiţie  sim etrică unimodală (un singur maximum), media aritm etică, 
mediana şi modul sîn t identice ; intr-o  repartiţie  uşor asim etrică şi unim odală, 
se constată că m ediana se găseşte în tre medie şi mo., distanţa sa fa ţă  dc mo. 
fiind, aproxim ativ, dublul distanţei sale de la media aritm etică (fig. 59).

Fig. 59 liaporlul dintre 
mod, mediană şi media 

aritmetică

Prin urm are, cunoscindu-se media aritm etică şi mediana, mo. se deduce sim plu 
din formula :

Mo =  3Mc -  2 xa. (2>

R etribu ţia  modală, calculată după form ula (1), este de 2690 lei, iar după for
mula (2)

Mc =  2707 lei 

x a =  2722 lei

Mo =  (3x2707) -  (2x2722) =  2677 lei.

D iferenţa d in tre valorile obţinute este neim portantă, 
în  p ractica sta tistică  se intilnesc :
Repartiţii unimodale. R epartiţii cu o singură valoare sau clasă de valori m odală. 
Repartiţii piurimodaie (multimodale). R epartiţii cu mai multe valori sau clase 
de valori modale.
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S-a considerat, in exemplul tra ta t , o repartiţie  unim odală (repartiţie cu o 
singură . .cocoaşă” sau repartiţie  ,,în  clopot” ). Prezenţa a două sau a mai multor 
moduri (lin mod principal şi alte moduri secundare) arată , de regulă, caracterul 
eterogen al repartiţie i : repartiţia  plurim odală corespunde unei contopiri de 
mai mul te rep artiţii („am estec” de populaţii : de exemplu, intr-o repartiţie

Fig. 60 Reprezentarea gra
fică a unei repartiţii bi

modale * 42

M(, Mo Xj
a  cererilor de pantofi după num ărul pantofului, apar două m oduri : num ărul
42 — rep artiţia  pentru  bărbaţi şi num ărul 37 — repartiţia  pen tru  femei). 
Fig. Ou reprezintă o repartiţie  bimodală compusă din două repartiţii clasice 
(A şi B).
P en tru  repartiţiile  în form ă de V. K . Pearson a introdus noţiunea dc anlimod. 
a cărei valoare corespunde frecvenţei minime. Form ula (1) se aplică şi ia cal
cularea antim odului.
MEDIE CRONOLOGICĂ (x c). Form ă particu lară  a mediei aritm etice apli
cată la determ inarea nivelului mediu al unei serii cronologice de momente* 
în  funcţie de egalitatea sau neegalitatca intervalelor de timp ale seriei, se 
calculează m.c. sub form ă simplă sau ponderată.
Medie cronologică simplă :

O -'i a?g —  .T3 - r

care, prin transform are, devine
1/2 a i  -f  — . • • +  1/2a'n

a'c ------------------------------ :-------------------- • (n — 1

Exem plul 1. Parcul de tractoare din agricultura românească, 1975 — 1980.
Tabelul 20

Anul
N um ăr de tractoare 

(mii bucăţi, la 
sfirşitul anului)

1975 119,5
1976 128,0
1977 138,5
1978 138,8
1979 139,8
1980 146,5

Sursa : Anuarul sialisiic al R. S. Rcmiânia, 1980, 
p. 235.
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N um ărul mediu de tractoare de care a dispus agricultura in cincinalul 1976 — 
1980 a fost :

(0 ,5x119,5) - f  128 +  138,5 4- 138,8 +  139,8 -  (0,5 x  146.5)
XC =  -------------------------- :---------------------------- ------------------------------- —

5

=  135,62 mii tractoare.

Atedie cronologică ponderată :

4- x* x* 4- a-, * n -\  — x»
---- it----- ll I--------ă tt + ... + -  -  tn

h  Hr lî  +  • ■ ■ -r  >n
(2>

in care t este intervalul de timp.
Exemplul 2. Stocul de m ărfuri inven taria t intr-o un ita te  comercială (Ia 1 ale 
lunii, in mii lei) :

ianuarie martie iunie iulie 
694 742 810 770

Stocul mediu de m ărfuri :

f 694 -I- 742 \  Í  742 +  810 \  (810  4 - 770
X l

2 4 - 3 4 - 1
~  759 mii lei..

Calculul m.c.p. dă un rezu lta t aproxim ativ. Pentru a fi cit m ai aproape de 
realita te  se cer urm ătoarele condiţii : a) perioadele de timp care separă te r
menii seriei să fie cit mai scurte şi b) diferenţa Intre termenii seriei să fie 
c it mai mică.
CONDIŢIILE LUI YULE. Condiţii precizate de sta listic ianul englez Yule 
care definesc un model ideal d i medie*), şi anume :
a) să fie definită in mod obiectiv, independent de aprecierea subiectivă a 
ce rce tă to ru lu i:
») să fie expresia tu tu ro r term enilor re p a r ti ţie i;
c) să posede proprietă ţi simple şi evidente, făcind posibilă înţelege! ea -.caşu
lui ei g enera l;
d) să pontă fi calculată cu uşurin ţă  şi rap id ita te  :
e) să fie afectată cit mai puţin  cu p u tin ţă  de fluctuaţiile de selecţie :
f) să se preteze uşor la calcule algebrice ulterioare.
D intre param etrii cunoscuţi, media aritmetică se apropie cel mai m ult de mode
lul im aginat, ceea ce şi explică u tilizarea ei curentă. E a  este o funcţie de toate 
valorile observate (ca de altfel orice form ă de medie : arm onică, geometrică 
etc.), adm ite o teoremă de adiţiune, se bucură de proprietăţi m atem atice simple, 
perm ite calcule algebrice, nu e decit pu ţin  sensibilă Ia fluctuaţiile- ci- isantio- 
nare şi este uşor de m anipulat.

*1 Prin medie sint desemnaţi toţi parametrii de nivel: medie, mediană, raod. (-»G. Udny Yuie, M. G. 
Kendall, Introducere in teoria statisticii, Editura ştiinţifică. Bucureşti, 1969, p. 124 — 125.)
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Fireşte, dedusă din to ţi termenii repartiţie i, media aritm etică îşi pierde s tab i
lita tea  in prezenţa unor valori „ a b e ra n te ” , anorm al de mari sau anorm al de 
mici. A cest „ inconvenient” obligă ia asigurarea premisei de om ogenitate a 
datelor pen tru  care se calculează media. Nu trebuie să se uite că o medie re 
flectă cu a ti t  mai precis proprietăţile tipice ale populaţiei cu cit mai omogenă 
este populaţia. R elativ  la calculul mediilor („m ijlociilor” ), socotit „ u n a  din 
com binările cele mai obişnuite de statistic ien i” — scria cu peste un secol in 
urm ă 1. lonescu de la Brad — , , .  . . este foarte Îmbelşugat iu iluzii m ai ales 
eind extrem ele, cînd minimile şi maximile slu t foarte depărtate  . .  .*) 
Mediana, prin definiţie, i?u ţine seama de mărimea tu tu ro r term enilor repar
tiţie i şi ea este deci mai pu ţin  afectată de mărim ea term enilor extrem i. O u n i
ta te  sta tistică  cu valoare excepţională ca mărime influenţează to talu l valorilor 
din care se calculează media aritm etică, aceeaşi un ita te  nu influenţează me
diana decit prin  rangul ei.**) Calculul medianei este simplu, dar ea nu se p re
tează la operaţii algebrice. Mediana unei repartiţii globale nu poate fi dedusă 
d in  medianele repartiţiilo r componente. Un avanta j practic al medianei, deloc 
neglijabil, constă In faptul că poate fi calculată chiar dacă nu se cunosc în mod 
precis limitele extreme ale prim ului şi ultim ului interval al repartiţie i consi
derate (repartiţie  deschisă). Semnificaţia sa devine insă incertă în cazul repar
tiţiilor discrete cu „ sa ltu r i” im portante sau in cazul repartiţiilo r continue de 
volum redus.
M odul răspunde şi mai pu ţin  condiţiilor lui Yule : nu se determ ină in funcţie 
de toate observaţiile, nu perm ite calcule algebrice, este foarte instabil. 
C alculat pen tru  repartiţii cu un  num ăr mare de term eni şi cu o tend in ţă  cen
tra lă  netă, m odul are totuşi o valoare descriptivă im portantă : exprimă m ări
mea cea mai comună a variabilei, m ărim ea a cărei cunoaştere este adesea deo
seb it de u tilă . Se citează un  exemplu, în tîln it in m ulte aplicaţii statistice : 
d acă  o fabrică de confecţii studiază, p rin tre  altele, taliile cum părătorilor, 
ea nu cau tă  să  fabrice „pan ta lon i medii” , care nu se vor potrivi nim ănui, ci 
„p an ta lon i pen tru  clasa m odală” , adică pen tru  „m area m ajorita te” ; celelalte 
talii le va repartiza in rap o rt cu dispersia în ju ru l valorilor centrale.***) Ca şi 
în  cazul medianei, intervalele marginale deschise ale unei repartiţii nu împie
dică calculul modului.
E xceptlnd situaţiile  care motivează clar alegerea unui singur param etru , u ti
lizarea îm preună a celor trei param etri oteră o mai com pletă reprezentare a 
realită ţii. R epartiţiile  asimetrice im pun oricum calculul modului, In afară de 
cel a] mediei aritm etice şi al medianei.
MOMENTE****). Valori care sintetizează o repartiţie , perm iţind precizarea 
anum itor caracteristici ale repartiţiei.
Moment de ordinal k  al variabilei X in raport cu o valoare arb itrară  x0.
Media aritm etică a  diferenţelor x i — ,r0, ridicate la puterea k  :

2  ft(x t ~ x o)*
* ° -*  =  — Y f —  • (»)

"*) I , lonescu de la Brad, Povăţuiţi pentru catagrafia Moldovei precedate de oarecare elemente de statistică 
şi publicatei de Direcţia Centrală de Statistica din Ministerul Interior al Moldoveit Tip. , ,Buciumul 
Român” , Iaşi, 1859, p. 7.
**) Mediana este numită şi medie de poziţie, deoarece se reţine doar locul, şi nu mărimea termenilor 
seriei.
***) A. Piatier, Statistique et observation économique, t. I., Presses Universitaires de France, Paris, 
1961, p . 221 - 2 2 2 .
****) Termenul m. a fost împrumutat din mecanică unde este folosit pentru a descrie distribuţia de mase
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In practică, se utilizează aproape exclusiv m . in raport cu originea (,r0 =  0) 
şi m. in raport cu media (,rc =  xa).
Moment simplu (mj) M. calculat în rap o rt cu originea m ăsurătorilor (,r0 =  0) ;

mi-
■ ( A
S f

(2)

Moment centrat (u;.) M. calculat in rap o rt cu media aritm etică a repartiţie i 
Oo -  x a) :

S  ( A i  -  x«>2

S f  ‘
(3)

Momente uzuale
a) simple

A i
2 f

l l f l
i :r

—

b) centrate

: f ((Xi -  xa)

s 7
1*3

: f t(xt -  Za)3

s 7

-  rt(x( -  xay- s  f / x f  — s a)*
------------------------------  —— er- » I, —  -----------------------------

în particular, m. simplu de ordinul t  se confundă cu media aritm etică, m. cen
tra t de ordinul 1 este nu] [proprietatea mediei S  f i (x ( — xa) —  0 ] şi m. cen
tr a t  de ordinul 2 se confundă cu variantei.*
Primele p a tru  m. ale unei rep artiţii de frecvenţe sîn t, in cea mai mare parte 
a cazurilor, suficiente pen tru  a descrie caracteristicile principale. Din aceste 
momente sîn t derivaţi coeficienţii de asimetrie * şi coeficienţii de aplatizare *■ 
Relaţii între ni simple şi cele centrate uzuale :

¡JU =  m2 — (4)

;j.3 =  m3 — 3mjDij -f- 2m3 (5)

u.j =  m4 — 4m1m3 ~  6m ţm 3 — 3mj. (6)

Corecţia Iui Sheppard. C antitate care trebuie scăzută din m. calculat al unei 
repartiţii pe clase de valori, pen tru  a corecta eroarea sistem atică introdusă 
prin  substitu irea centrelor de clasă valorilor adevărate ale variabilei observate.

11 c .  6 8 0
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Sheppard*) a propus urm ătoarele formule de calcul a ni. corectate fi' şi ;i ' din 
ra. brute (adică necorectate) :

1
— ■ d- 
12

( ')

K  =  ,“ 4 ( 8)

în care d reprezin tă am plitudinea, presupusă comună, a claselor. Formulele 
(7) şi (8) po t fi aplicate în cazul unei repartiţii unimodale (,,în  clopot” ) cu in
terval de, clasă constant, frecvenţa tinzînd către zero in ambele direcţii („ari
p ile” curbei de frecvenţe tind  să se apropie progresiv de axa avilor).
Se sugerează ca, ,,de regulă, să nu se facă corecţii decit atunci cind frecvenţa 
este ce) pu ţin  1000 sau cind gruparea este mai largă decit cca în care intervalul 
de grupare constituie a douăzecea parte  din intervalul de variaţie al varia
bilei**).
Corecţia Iui Sheppard nu este aplicabilă :
1 ) repartiţiilo r pe valori distincte, căci atunci dispare motivul care a condus 
la corecţie ;
2) repartiţiilo r in formă de , , J ” sau ,,U ” sau chiar formelor m oderat asimetrice 
(oblice);
ii) m om entelor centrate de ordin im par, deoarece alternările de semne pro
voacă compensarea erorilor ; in particular, în repartiţiile perfect simetrice, ni. 
impare sin t nule.
M. cen trate  de ordin par sin t, in general, supraestim ate cind se calculează din 
repartiţii pe clase de valori, de unde şi necesitatea corecţiei in sensul a ră ta t. 
Cumulard de ordinul n. N um ărul M\n] determ inat de egalitatea

r  d«-' |f  9 '( t) ' l i -  r[  dt«~l \l 9(D )J î = o L  * * »]J 1=0
(IU)

in ipoteza că există derivatele piuă la ordinul n inclusiv ale funcţiei caracteris
tice***) 9 (/), deci că există momentele pină la acest ordin inclusiv ; i este sim
bolul un ită ţii im aginare. Primii p a tru  cum ulanţi po t fi exprim aţi ca funcţii 
simple de m. de primele p a tru  ordine :

iW, =  m1

M., = mî — m -

A/3 =  ni3 — Zm1m2 - f  2m |

M t =  n?4 — 4m1m2 — 3m% -i-12nijm2 — 6/n*.

*) H7. F. Sheppard, On the Calculation of the Most Probable Values of Frequency Constants for Data 
Arranged According to Equidistant Divisions of a Scale, Proc. Lon. Math. Soc. voi. XXiX, p. 353.
**} G. Udny Yule, M. G. Kendall, op. cit., p. 153.
***) Cumulanţii au fost introduşi în statistică de T. A'. Thiele*, sub numele de,,semiinvarianţi,7.Cu- 
vîntul „cumulant”  este preferabil şi de uz general, întrucît există şi alte tipuri de mărimi cure posedă 
proprietatea de semiinvarianţă cu sens algebric (G. Udny Yule, M. G. Kendall, op. cit., p. 182).
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Iu particu lar, in raport cu media aritm etică,

-1/j =  0

M ,  =  ;x ,

Aia =  th
U 4 =  ¡x4 -  3 u§.

Cuinulanţii, numiţi uneori semiinvurianţi. au două proprietăţi rem arcabile : 
a) cu excepţia prim ului, to ţi cum ulanţii silit independenţi de originea de 
calcul :
li) dacă scala de m ăsurare a variabilei este m odificată prin  înm ulţirea tu tu ro r 
valorilor cu o constan tă  a, a i ji-lea cum ulaţii este înm ulţit cu o".

V in .  DISPERSIA (ÎMPRĂŞTIE REA)

PARAMETRII DISPERSIEI. Param etri care servesc la m ăsurarea im - 
prăştierii valorilor unei variabile în ju ru l valorii centrale. Media, mediana, 
modul ne informează, fiecare in felul său, despre ordinul de. mărime mijlociu 
sau valoarea centrală a unei repartiţii statistice. Orice repartiţie  are însă o 
organizare interioară definită de modul in care valorile variabilei gravitează 
iu ju ru l valorii centrale şi care poate diferi de la o repartiţie  la alta. ( - » Para
metru statistic.) Ca atare, parametrii de nivel trebuie neapărat com pletaţi cu 
param etrii de dispersie *). Termen sinonim : variantă (-»-XVII. Analiza  
de variantă A N O V A .) Ca şi in cazul tendinţei sau valorii centrale, statisticienii 
au im aginat mai m ulţi param etri pen tru  m ăsurarea dispersiei, întem eiaţi, 
in general, pe noţiunea de abatere. A ceştia caracterizează fie dispersia b ru tă , 
fie dispersia relativă.
Dispersie brută. Dispersie exprim ată în un ită ţi de m ăsură ale dalelor origi
nale.
Dispersie relativă. Dispersie exprim ată in numere pure, independente de uni
tăţile  de m ăsură ale datelor originale şi mai bine adapta te la com pararea dis
persiilor unor populaţii de natu ră  diferite.
AMPLITUDINE (interval de variaţie, o>). D iferenţa în tre valoarea cea mai 
mare, xmax, şi valoarea cea mai mică, a unei variabile

o> — Xmax Xmin-

în cazul repartiţie i pe intervale se consideră diferenţa în tre centrele de clasă 
extrem e. R epartiţia  din tab . 19 are a . :

<o= 3700 — 1700= 2000 lei.

A. are un sens clar şi se determ ină extrem  de repede. In anum ite cazuri, ca 
atunci cind singureie valori extrem e ale variabilei condiţionează o decizie,

*) Parametrii de nivel corespund punctelor celor mai remarcabile ale curbei de frecvenţe, iar para
metrii de dispersie — etalării curbei. Alura intrinseca a curbei de frecvenţă şi poziţia sa în raport cu 
axele de referinţă se reduc la un mic număr de mărimi, analog definirii unui cerc prin mărimile care 
fixează poziţia centrului şi raza.
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ea constituie m ăsura dispersiei cea mai u tilă  (de exemplu. în controlul s t a t i s 
tic al calită ţii unor produse). A lteori, se utilizează doar ca param etru  indica
tiv , deoarece prezintă inconveniente serioase : nu depinde dccit de termenii 
extrem i, care sint adesea excepţionali ; este supusă fluctuaţiilor mari de ia 
eşantion la eşantion ; ignoră form a repartiţie i intre extrem e (o aceeaşi valoare 
a a. poate să rezulte dintr-o repartiţie  sim etrică sau d înlr-una to tal asim etrică, 
deşi se ştie că in al doilea caz dispersia este mai mare decât în primul caz). De 
altfel, in general, a . apare definită eu aproxim aţie pen tru  repartiţiile  pe scară 
de in tervale, valorile extreme nemaifiind cunoscute cu exactita te  in urm a gru
pării in clase de valori.
ABATERE CUARTILĂ (interval inlercuarlil, intercuarlilă). Abatere între 
prim a si a treia cuartilă (—> Cuartile) :

Q s - Q c  ( i)
Se obţine o indicaţie despre dispersie comparindu-se amplitudinea to ta lă  cu 
a .e .

o>
Dacă (?3 — Qi <  —  repartiţia  este intens concentrată.

(), — Ql >  ——repartiţia  este intens dispersată.

Uneori, se utilizează semiinlercuartila :

y ( Q 3 -  Qj)- (2)

De asemenea, pentru  anum ite comparaţii (de exemplu, repartiţii exprim ate 
în un ită ţi diferite), se recurge la a .e . relativu (inlercuartila relativă), definită 
de relaţia :

Q3 -  Qi--------- )
Q2

(3)

adică de raportu l dintre a.e. în valoare absolută şi mărim ea mediană (Q2 =M e). 
Cu aplicaţie la repartiţia  din tab . 19 :

Q3 -  =  2928 -  2518 =  -110 lei

Q3 -  Q i =  410 <
2000
--------lei

2

1 1
— (Q3 - Q i ) =  —  410 =  205 lei
2 2

Q3 — Q1 410
— ---- - =  —  =  0,1515 sau 15,2%.

Qa 2707
E vident, cu cit a.e., in valoare absolută sau în valoare relativă, este mai mare, 
cu a tî t  valorile variabilei sint mai dispersate şi invers.
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Cu ţoale  că a.c. prezin tă avantaju l posibilităţii de aplicare deopotrivă la re
p artiţii incliise ca şi la repartiţii deschise şi, in al doilea rind, nu este prea m ult 
in fluen ţată  de valorile extrem e, ea răm ine to tuşi un param etru insuficient 
pen tru  m ăsurarea dispersiei, in truc it nu este expresia întregii repartiţii. Un 
bun param etru  de dispersie trebuie să integreze intr-o valoare de sinteză aba
terile tu tu ro r valorile observate, intre ele sau fa ţă  de medie.
Observaţie. In tervalul in tcrcuan til conţine 50%  din observaţii.Se po t defini 
de asemenea :
1) interval inlcrilecil
Zi9 — jDj (conţine 80%  din observaţii) ;
2) interval intercentil
C99 — Coi (conţine 98% din observaţii).
Kelley a găsit că riscul de eroare este minim dacă se utilizează param etrul :

Intervalele intercentile nu po t fi calculate decit pc un num ăr suficient de mare 
de observaţii.
ABATERE MEDIE (abatere absolută medie). Medie aritm etică a abaterilor 
„abso lu te" ale valorilor observate ale variabilei fa ţă  de media lor aritm etică. 
Expresia teoretică a.m. (e- ) este :

n
, pen tru  o serie de valori individuale (1)

şi

Cr.* a
pen tru  o repartiţie  de frecvenţe. (2 )

A.m. poate  fi calculată şi în rapo rt cu mediana, înlocuindu-se xa prin Me în 
formulele (1) şi (2).
Exemplul 1. P roducţia de energie electrică a României în cincinalul 1976—1980.

Tabelul 21

Anul Energie electrică 
(mld. kW h) |x  -  62,98] ]x — 64,3|

(1) (2) (3) (4)

1976 58,3 4,68 6 ,0
1977 59,9 3 ,08 4 ,4
1978 64,3 1,32 0
1979 64,9 1,92 0 ,6
1980 67,5 4 ,52 3,2

Tolal 314,9 15,52 14,2

S u r s a  : A n u a r u l  s ta t is t ic  a l  R .  S. R o m â n ia  J9&0, p . 179.

314,9
x a ~ --------- =  62,98 mld. k\Vh

5
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Me =  64,3 mld. ktVli
1 5 52

c- = ___I—  =  3,10 mld. kWh
xa 5

14,2
eme = ------- =  2,84 mld. kW h.

5

Exemplul 2. Calculul a.in. pentru repartiţia  de frecvenţe din ta b .  19.

Tabelul 22
1

X f |x  -  27221 | i -  2722| f |x  — 2707| ¡ i  -  2707| f

(1) (2) (3) (4) (5) (6)

1700 9 1022 9198 1007 9063
1900 13 822 10686 807 10491
2100 27 622 16794 607 16389
2300 64 422 27008 407 26048
2500 148 222 32856 207 30636
2700 261 22 5742 7 1827
2900 123 178 21894 193 23739
3100 89 378 33642 393 34977
3300 34 578 19652 593 20162
3500 21 778 16338 793 16653
3700 11 978 10758 993 10923
Total 800 — 204568 200908

x a =  2722 lei 

Mc =  2706, 9 »

204568 
î o ~  800

C.Ve
200908 

800 ”

2707 lei.

=  255,71 lei

=  251,14 lei.

în  calculul p ractic al param etrului e- ne putem  mărgini la valorile lui x  su-
°perioare lui xa, deoarece suma abaterilor pozitive este egală cu suma valorilor 

absolute ale abaterilor negative.
Vom avea atunci

ne:  =  2 J  (x — x a), pen tru  cazul (1)

âe- =  2(4,68 4- 3,08) =  15,52
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Şi.

(2f) =  2 (* ~  *a) f, pentru  cazul (2)
x > x a

800 e- -  2(9198 - f  10686 -f  16794 +  27008 +  32856 +  5742) =  201568.
xa

Tendinţa centrală a unei repartiţii se exprim ă în mod curent prin media a r i t
m etică şi, ca a tare , este logic să se definească dispersia pe baza abaterilor 
valorilor observate în raport cu media lor aritm etică. Cum însă, prin construc
ţie, m edia abaterilor (in valoare algebrică) de la media aritm etică este nulă, 
se ia m edia abaterilor in valoare absolută. Procedeul de calcul se justifică şi 
prin  fap tu l că, în noţiunea de dispersie sau variabilitate, prezintă interes m ă
rim ea abaterilor şi nu sensul lor (pozitiv sau negativ).
A .m. în rap o rt cu mediana are valoarea cea mai mică (—> Mediană).
A.m. fie în rap o rt cu media aritm etică, fie în raport cu mediana se foloseşte 
m ai ales cind num ărul de observaţii este redus.

ABATERE MEDIANĂ (abatere probabilă, abatere echiprobabilă). Mediana 
valorilor absolute ale abaterilor calculate fie in raport cu media aritm etică, 
fie in raport cu mediana serici de valori observate.
P en tru  seria tem porală din ex. 1 :

— m ediana valorilor \ x (  — x a  \ =  3,08 mld. kwh,

-  „  „  \ x t -  M e \  =  3,2

ia r  pen tru  repartiţia  de frecvenţe din ex. 2

— m ediana valorilor | n  — x a j =  222 lei,

| x f -  M e  [ =  207 „  .

Se num eşte şi abatere  probabilă sau echiprobabilă, fiindcă are o şansă din 
două de a ii depăşită. Sint cuprinse deci 50%  din observaţii in intervalul celor 
două a b a te r i probabile, cen tra t pe mediană.
Cind rep a r tiţia  este simetrică, abaterea mediană se confundă cu semiintercuar- 
tila. în  consecinţă, într-o repartiţie  uşor asimetrică, sem iintercuartila poate fi 
o estim aţie  acceptabilă a abaterii mediane. Această abatere este puţin  u tili
zată .

ABATERE P A IR  ATICĂ MEDIE (abatere standard, abatere tip, o). Rădăcină 
p ă tra tă  din m edia aritm etică  a pă tratelor abaterilor valorilor observate in 
rap o rt cu m edia lor aritm etică :

£  ( x  -  î f

n
pentru  o serie de valori individuale (1)
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Şi

G
| [ Z . ( x - x f f

pentru  o repartiţie  de frecvenţe. (2)

A.p.in. se calculează pornind de la pătratele  abaterilor, valori in tr-un  fel m ai 
semnificative decît abaterile simple în valoare absolută, căci accentuează efec
tu l abaterilor mari, responsabile de dispersii m ari.
E xem plu l 1. Calculul a.p.m. pen tru  seria din tab. 21

Tabelul 23

1 1 (x  -  62,98)3 X2

1 (1) (2) (3)

1 . 58,3 21,9024 3398,89
9 59,9 9,4864 3588,01
3 64,3 1,7424 4134,49
4 04,9 3,6864 4212,01
5 67,5 20,4304 4556.25
V 314,9 57,2480 19889,65

x a =  62,98 mld. kwh

(.r -  62,98) -> tab . 21, col. 3.

y "  57,2480
3,38 m ld. kwh.

Prin dezvoltarea formulei de definiţie (1) se ajunge la o form ulă convenabilă 
in calculul p rac tic  :

(3)

Cu datele aplicaţiei :

G = KÎ9 889,65 
5

mld. kwh.

Form ula (3) e%rilă  operaţia ( r  — x), care poate provoca erori cind m edia (x a) 
este complicată şi com portă îndeosebi mai multe zecimale. A.p.m, (a) se 
exprim ă în un ita tea  de m ăsură a variabilei (X) pen tru  care s-a calculat. E v i
dent, cu cit valoarea sa este mai mare, cu a ti t  mai intensă este v aria ţia  v aria 
bilei cercetate şi invers.
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E xem plu l 2. Calculul a.p.ni. în cazul datelor grupate (cf. tab. 19) :
Tabelul 24

X f (x  — 27,22)2 f xf x2f

(1) (2) (3) (4) (5)

17 9 940.0356 153 2601
19 13 878,3892 247 4693
21 27 1044,5868 567 11907
23 61 1139,7376 1472 33856
25 148 729.4032 3700 92500
27 261 12,6324 7047 190269
29 123 389,7132 3567 103443
31 89 1271,6676 2759 85529
33 34 1135,8856 1122 37026
35 21 1271,0964 735 25725
37 11 1052,1324 407 15059
V 800 9865,2800 21776 602608

Notă. Valorile x împărţite la 100.

x a =  2722 lei.
Conform formulei (2)

sau aplicând formula

f 98652
’  ac

2800
800

=  351,16 lei,

c  —
!  u t l  ]

dedusă din formula de definiţie (2),

] /  6026080000 ( 2177600 'j2
(/ 800 i 800 J =  351,16 lei.

(4)

Calculul a.p.m ., pen tru  o repartiţie  cu intervale egale, se uşurează m ult dacă 
se aplică form ula :

IV]
H f Hf

(5)

Se efectuează o schimbare de variabilă, procedeu al cărui principiu a fost expus 
in legătură cu calculul mediei aritm etice. (-»M edie aritmetică.)
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Mecanismul aplicării formulei (5) este a ră ta t în tab . 25.

Tabelul 25

X f
x -  2700 

200
( x -  27004
1 200 y (  x — 270012

1 200 J f
(1) (2) (3) (4) (5)

1700 9 - 5 -  45 225
1900 13 - 4 -  52 208
2100 27 - 3 -  81 243
2300 64 _2 - 1 2 8 256
2500 148 - i - 1 4 8 148
2700 261 0 0 0
2900 123 + 1 +  123 123
3100 89 +  2 +  178 356
3300 34 +  3 +  102 306
3500 21 +  4 +  84 336
3700 11 +  5 +  55 275

2 800 - +  88 2476

Calculele sîn t simplificate ca urm are a reducerii apreciabile a valorilor x ca 
mărim e. Procedeul poate servi d in tr-odată  la calculul mediei şi a a.p.m.
De re ţinu t fap tu l că procedeul de calcul rapid  aplicat nu este un  procedeu de 
aproximare. Formula (5) nu reprezintă decît o transformare algebrică a for
mulei de definiţie (2), cînd toate un ită ţile  d in tr-o  aceeaşi clasă primesc valoa
rea centrului clasei.
La baza metodelor practice de calcul al a.p.m . s tă  formula lui König, scrisă 
pen tru  oarianfă * :

V  =  V  +  d2, (6)
unde

S (x  -  x af
(pentru o serie de valori individuale).

adică p ă tra tu l a.p.m . (o2).
A baterile (x — xa) se exprim ă frecvent în numere zecimale, cu mai m ulte 
zecimale, ceea ce face anevoios calculul p ă tra te lo r lor E (x — x„)3. Aşa fiind, 
se alege o altă  valoare centrală C (adesea C =  0), astfel ca abaterile x — C 
să fie numere simple, pe cit posibil întregi.
Se obţine atunci uşor o varian ţă  V', superioară lui V şi legată cu V  prin  re la ţia  
lui Konig :

V' =  V +  (C -  xaf  sau V' =  V +  cP, 
unde d =  | C — x0 |.
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Dc aici rezultă :
V =  V' -  d-, (7)

unde

n

l>in varian ţă  se deduce a .p .n i.  : V =  er şi a — V V.
Varian;ă (D is p e r s ie  sau f lu c tu a ţ ie ) .  E ste egală cu media aritm etică a pă tratelo r 
abaterilor. Definită astfel, ea se exprim ă in un ită ţi bizare : acelea ale valorilor 
ridicate la p ă tra t. Ca să se rămînă la u n ită ţi omogene, se reţine, d rep t valoare 
tipică a dispersiei, rădăcina pătrată a varianţei (a).
Cînd se utilizează c e n tr e le  d e  c la se  * pen tru  calculul varianţei, ca în exemplul 
t r a ta t ,  se adm ite că valorile în interiorul unei clase date sîn t repartizate în 
mod uniform . Totuşi, într-o r e p a r t i ţ ie  unimodală * cu o variabilă continuă *, 
m edia rea lă  a valorilor în interiorul fiecărei clase se va abate de la centrul clasei 
in direcţia modului. Ca urmare, trebuie corectată eroarea sistematică in calculul 
v arianţei, seăzindu-se 1/12 din p ă tra tu l intervalului de clasă (-> Corecţia lui 
Sheppard). Astfel :

1 98652800 1
V cor —  c?,  =  o2 -------- d 2 = ------------ ------------ 2002 =  123316 -

12 800 12

1
-------- 40000 =  119983

12

şi a.p.m. corectată :

a<or =  V i19983 =  346,40 lei (în loc de 351,16 lei).

N oţiunile de v a r ia n ţă  şi a b a tere  p ă tr a t ic ă  m e d ie  sîn t fundam entale : se regăsesc 
explic it sau im plicit formulate In aproape toate  dezvoltările metodei statistice. 
Coeficient d e  v a r ia ţie  (v ) . Raport intre a.p.m. şi media aritm etică :

a
o =  —— • 

Xa
Jn exemplele precedente :

(S)

(1)

(2)

x a =  62,98 mld. kwh»» f»

=  0,0536 sau 5,4 %.

a = 3,38

v =
3,38

62,98

Xa = 2722 lei
o = 351,16 „

351,16-------- - 3=
2 722

0,1281 sau 12,8%.
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C.v. are aceeaşi semnificaţie ca şi a .p .in .: cu cit valoarea lui este mai m are 
cu a t i t  mai eterogenă este populaţia  pe care o caracterizează media, cu a ti t  
mai intensă este varia ţia  variabilei şi invers. Acest coeficient, exprim at de 
regulă în procente, constituie m ăsura cea mai răspîndită a dispersiei relative *.
Cu a ju toru l c.v. se po t ierarhiza dispersiile valorilor variabilelor, m ăsurate 
cu u n ită ţi diferite, in două sau mai multe populaţii, dar valoarea sa răm ine 
dependentă de nivelul mediei.
Notă
Alte m ăsuri ale dispersiei relative (rar folosite) :
— a.p.m- îm părţită  la mediană

Mc

— abaterea absolută medie îm părţită  Ia media aritm etică

(9)

“ir i x

abaterea cuartilă îm părţită  la mediană

C?3 — Qi
Ăfc

( 10)

( 11)

DIFEREXŢĂ MEDIE A LUI G I\rI (Dm). Media aritm etică a diferenţelor 
în  valoare absolută, form ate prin  asocierea valorilor variabilei două cite două 
în toate felurile posibile, inclusiv cu ele insele.
1. Fie seria simplă :
103, 115, 119, 128, 137, 138, 143.
Comodă este construirea unui tabel triunghiular : pe rindul 1 se scriu valorile 
seriei, iar pe rîndurile urm ătoare, diferenţele în tre  fiecare valoare şi celelalte 
valori, începînd cu prim a valoare.

Valorile
seriei 103 115 119 128 137 138 143 Suma

diferenţelor

0 12 16 25 34 35 40 162

0 4 13 22 23 28 90

0 9 18 19 24 70

0 9 10 15 34

0 1 6 7

0 5 5

°
0

368
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Dacă se socotesc diferenţele intr-un singur sens, ca in tabelul adoptat, atunci
d.m. are valoarea :

368
Dm  =  ----- =  17,52.

21

Se observă că num ărul to ta l al diferenţelor este egal cu 1 +  2 +  3 +  . . .  +  
-j- (n — 1) pen tru  o serie de n elemente, adică expresia sumei unei progresii 
aritm etice de n term eni, cu prim ul term en 1 şi cu ra ţia  1.
Suma va fi :

£ (n  -  1) =
n ( n -  1) 

2
7(7 -  1)

— ------------------  =  21 .

D efiniţia d.m. pretinde să se socotească diferenţele term enilor seriei în ambele 
sensuri (de exemplu, 103 — 115, dar şi 115 — 103) si de asemenea diferenţele nule 
(1 0 3 -1 0 3  ; 1 1 5 -1 1 5  ; etc.). A stfel *) :

2 x  368 736
Dm  =  .------- —  = ------ == 15,02.

(7)2 49
C. G in i a conceput o foiffiulă echivalentă :

Dm  =  4
S|,r — Me! I Ur — -¡M eI

(1)

în ca re

-r reprezintă term enii se r ie i;
M c — mediana ;
ilx — rangul fiecărui term en al seriei ;
i-'i\ie — rangul m edian ; 
n — num ărul term enilor seriei.
Cu datele seriei luate ca exemplu, se formează tabelul de ca lcu l:

Tabelat 2G

X l l r |x  -  1281 Ujx -  4 i |.r -  1281 li/* — 41

103 1 25 3 75
115 2 13 2 26
119 3 9 1 9
128 4 0 0 0
137 5 9 1 9
138 6 10 2 20
143 7 15 3 45

T otal — — — 184

Dm  =
184

0~f

736
49

15,02.

*) în loc de un tabel triunghiular se obţine un tabel pătrat cu 7 coloane şi 7 rînduri {49 diferenţe) 
şi suma diferenţelor evident dublă (2 x 368).
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2. în  cazul unei repartiţii de frecvenţe eu intervale egale, form ula lui Gini 
devine :

Dm  =  2d -  m  f 
W

( 2)

în care :
d este mărim ea intervalului : 
f  — frecvenţe simple ;
F  — frecvenţe cumulate.
De exemplu, d.m. a repartiţiei clin tab. 19

Tabelai 2 7

fi F t F t s n F  ¿(Fi -  SA)

9 9 791 7119
13 22 778 17116
27 49 751 36799
64 113 687 77631

148 261 539 140679
261 522 278 145116
123 645 155 59975
89 734 66 48444
34 768 32 24576
21 789 11 8679
11 800 0 0

S  800 - - 606134

Dm =  2 x  200 -----------  =  378,83 Iei.
(800)2

D.m. a lui Gini are p roprietatea de a depinde de abaterile valorilor variabilei 
însăşi, şi nu de „răsp ind irea valorilor în ju ru l unui punct a rb itra r” *), cum ar fi 
o valoare centrală. în tr-un  anum it sens, ea măsoară „răsp ind irea intrinsecă a 
populaţiei independent de originea de calcul sau de nivelul repartiţie i” . Această 
p roprietate o recomandă ca param etru  de dispersie pentru  repartiţii sta tistice  
care tiu au o valoare centrală sem nificativă (de exemplu, in cazul repartiţiilo r 
hiperbolice).
PARAMETRII FORMEI (REPARTIŢIEI). Param etrii care definesc asime
tria  şi aplatizarea repartiţiei de frecvenţe.
I. O repartiţie  se numeşte simetrică sau asimetrică după cum valorile varia
bilei slnt egal sau neegal dispersate de o parte  şi de alta a valorii centrale 
(fig. 61). D ouă sau mai m ulte repartiţii asimetrice se po t deosebi a t l t  prin 
t/radul de asimetrie, cit şi prin elul asimetriei :
Curba B  este m ai puţin  asimetrică decit curba C. Curba B  este pozitiv asime
trică, iar curba C, negativ asimetrică, dacă se convine să se considere asimetria

*) G. Udny Yule, M. G. Kendall, op. cit., p. 165.
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pozitivă sau negativă în sensul etalării repartiţiei spre partea valorilor m ici 
sau spre partea valorilor mari.
Cind repartiţia  este perfect simetrică :

x a — 3 /e  =  Mo.

Qi Şi Q% — echidistante de mediană.
Dj şi D9 — echidistante de mediană.
Poziţia respectivă a acestor elemente perm ite calculul coeficienţilor de asime
trie (disimetrie, oblicitate), care sînt nuli în caz de simetrie şi se îndepărtează

Fig. 01 Tipuri de repartiţii (A -Sim etrică ; B-Asimetrică (oblică) la dreapta 
C-Asimctrică (oblică) la stingă

cu a ti t  m ai m ult de valoarea 0 cu cit repartiţia  este mai asim etrică. Coeficienţii 
concepuţi sînt numere abstracte.
Coeficientul lui Yule. R aportu l intre diferenţa abaterilor cuartile şi suma lor :

(Qs ~  Qs) ~  (Qs ~  Qi) . .
(G, -  Qs) + (Qs -  Qi) ' (

Coeficientul variază în tre —1 şi + 1 . Dacă Q3 — Q2 >  Q2 — Qt , valoarea sa 
este pozitivă, iar în caz contrar, negativă. N um itorul (Qa — Q.,)
=  Qa — Q1 este întotdeauna pozitiv.
Coeficienţi pearsonieni

a)
X a — Mo

sk =  — ---------- >
a (2)

diferenţa între medie şi mod îm părţită  la abaterea pătratică  medie (sk, nota
ţie  legată de term enul skewness, oblicitate, în trebu in ţat de Pearson pentru 
denumirea asimetriei).

b) (3)

coeficient empiric de asimetrie bazat pe relaţia între mod, mediană şi medie 
intr-o repartiţie m oderat asimetrică (̂ -> Mod), prin care se în lătură  inconve
nientul determ inării poziţiei modului ce afectează coeficientul calculat după 
formula (2). Măsura (3) se află în tre limitele — 3 şi + 3 .

c)
Q3 + Qi -  2 Me----------------  9sk =

Q (4)
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coeficient de asimetrie in tercuartil (Q reprezintă semiintcrciiartila).

d)
(p 3)" » (5 )

unde ¡z2 şi ji, sînt respectiv momentele de ordinul 2 şi 3 in raport cu 
aritm etică (momente centrate*).

Fßi (3; +  3) 
2(5ß2 — 6ßj — 9)

media

(6)

coeficient derivat din 3i Şi £2 care nu este deeit o evaluare mai exactă a coefi
cientului (2).
Coeficientul Iui Fisher

Yi (?)

F aţă  de coeficienţii (1), (2), (3) şi (4), construiţi cu aju torul unor puncte de 
reper izolate — modul, mediana, media, cuartila, coeficienţii ¡(5), (6) şi (7) 
prezintă avantaju l că fac să intre în calcul ansam blul abaterilor fa ţă  de media 
aritm etică, singurul care reflectă in tr-adevăr asimetria repartiţiei.
II. O repartiţie  este mai m ult sau mai pu ţin  aplatizată (sau boltită) după cum va
lorile corespunzătoare unor abateri mici de la valoarea centrală deţin o pro
porţie mai m ult sau mai pu ţin  însem nată. Această proprietate a repartiţiei 
unimodale, cunoscută sub numele de exces (/u p ro ţ — cocoşat), se măsoară 
prin coeficientul lui Pearson ¡32 :

ß, = (8)

sau derivatul său — coeficientul lui Fisher v2 :

(9)

Comparaţia se face cu boltirea curbei normale *, cind ¡3, =  3. Dacă {32 >  3, 
curba este mai ascu ţită  spre vîrf deeit curba norm ală şi se num eşte lepto- 
curtică (Xenr-roţ — îngust +  xupvoc); dacă 3 , <  3 curba este mai tu r ti tă  şi se 
numeşte platicurtică (tcAccv ie , larg -(- x u p toc;)*).
Exemplul 1 . Pentru repartiţia  personalului după retribuţie din tab. 19 s-au 
aflat :
xa =  2722 lei 
Me(Q2) =  2706,9 lei 
Mo  =  2690 ,,
0 ,  =  2517,9 ,,

=  2928
a =351,16 ,,

Coeficienţii de asimetrie
(1) 0,0783
(2) 0,0911
(3) 0,1290

(4) 0,1565

*) ,,Student (W. Gosset — n.n.) dă o amuzantă metodă de memorare pentru aceste nume : curbele pla- 
ticurtice ca şi platypus (ornitorinc) sînt turtite şi au coada scurtă. Curbele leptocurtice sînt înalte, cu 
coada lungă ca şi la cangurii propriu-zişi” . (După G. Udny Yule si M. Kendai), op. cit., p. 181.)
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Coeficienţii obţinuţi sint diferiţi, după cum era de aşteptat, dar to ţi indică o 
repartiţie uşor asimetrică pozitivă.

J'ig. 02 Curba platicurtică, leptocurtică şi mezocurtică 
Exemplul 2. Căsătorii după grupa de virstă a soţului, 1979.

Tabelul 28

Grupa
de

virstă
(ani)

X

i
N

um
ăr

 d
e 

că
să

to
ri

i
f

x ' x 'f (x’)2i ( x ' f f

(1) (2) (3) (d) (5) (6) (7) (s )

Sub 20 7132 - 1 -7 1 3 2 7132 -7 1 3 2 7132 114112
2 0 -2 4 97453 0 0 0 0 0 97453
2 5 -2 9 54676 1 54676 54676 54676 54676 0
00—34 15344 __2 30688 61376 122752 245504 15344
35—39 7366 3 22098 66294 198882 596646 117856
4 0 -4 4 5216 4 20864 83456 333824 1335296 422496
4 5 -4 9 3565 5 17825 89125 445625 2228125 912640
50—54 2653 6 15918 95508 573048 3438288 1658125
55—59 1894 7 13258 92806 649642 4547494 2454624
00 + 2840 8 22720 181760 1454080 11632540 6818840
Total 198139 - 190915 732133 3825397 24085801 12611490

Sursa : Anuarul statistic al R. S. România 1980, p. 80.

l’roba (testul, verificarea) Iui Charlier. Ca mijloc de control al operaţiilor 
cuprinse in tabel s-a recurs la un calcul auxiliar şi anume : calculul m om entului 
de ordinul 4 în raport cu o valoare care să difere de originea aleasă cu mărimea 
unui interval (col. 8, x ' — 1 fiind — 2, —1, 0, 1, 2 etc.). Totalurilc obţinute 
in col. 2, 4, 5, 6, 7 trebuie să verifice relaţia :

£ (x ' -  1 )*f =  S (x ')4/- -  4S (x ')3f  +  6S -  4E (x')f +  E f.  (10)

12 -  c. 680
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într-adevăr,

12611490 =  24085801 -  (4x3825397) +  (6x732133) -  (1x190915) -  198139.

P atern ita tea  acestui procedeu de control este a tr ibu ită  statisticianului suedez
C. Charlier. în  formulare generală : exactitatea calculului unui moment poate 
fi controlată prin calculul unei serii suplim entare de abateri, m ăsurate nu de 
la originea arbitrară în trebu in ţa tă  pen tru  a determina mom entul respectiv, 

•ci de la o origine care se află la d istanţa de un interval de clasă mai jos. Pen
tru  momentele de ordin inferior se va în trebuinţa după caz :

S (* ' -  l)=f =  2 (z ')Y  -  32 (z')1 2/1 +  32(z')r -  S f  (11)

2 ( z ' -  m  =  2 { x ' f f  -  2 2 (x ')f +  2 r. (12)

Fiecare din valorile înscrise în col. 5, 6, 7 se pot obţine prin înmlţirca cu i '  
a valorilor coloanei ce o precede, evitindu-se în acest fel calcularea în preala
bil a puterilor (z')2, (z ')3, (x')4.
Coeficienţii P şi f
,a) în  raport cu media de lucru (22,5 ani) ca origine, se obţin momentele simple :

190915
198138 0,963540 ;

3825397
198139

19,306633 ;

732133 
m'2 =  198139

3,695047 ;
24085801

mt — ------------- -
198139

121,560121.

b) Din momentele simple se deduc momentele centrate ( —*• Momente) :
¡x2 =  (3,695047 -  0,96354=) x 52 =  69,165950 ;
¡z3 =  (19,306633 -  3x0,96354 x 3,695047 + 2 x 0,96354s)x5s= 1301,846875 ; 

■ix, =  (121,560121 -  4 x 0,96354 x 19,306633 + 6 x 0,96354= x 3,695047 -  3x 
X 0,963544) x o4 =  40716,580625.

c) Cu corecţiile aduse (—> Corecţia lui Sheppard), momentele de ordinul 2 şi 
4 sînt :

u ' =  69,16595 -------- 52 =  67,082617 ;
^ * 1 2

^4
1

=  40716,580625 --------- 69,16595 X 52
2

+
7----- 54 = 40590,7140 62,

240
>de unde (formulele (5), (6), (7)):

1301,846875=
p =  ----- ----- --— . =  5 614 ;

67,082617=

/ 5 , 614(9,02 +  3)
Z “  2(5 X 9,02 -  6 X 5,614 -  9

5,897 ;

Yi =  K5.614 =  2,369.
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Curba este p ronunţat asimetrică. Formulele (8) şi (9 ) :
40590.71-1062

?2 =  -------- --------—  =  9,02 ;67,082617*
y2 =  9,02 -  3 =  6,02.

Curba este puternic leptocurtică. De rem arcat este fap tu l că, în lru c ît coefi
cienţii sint numere abstracte, nu are im portanţă dacă se lucrează — in exem 
plul tra ta t — iu un ită ţi de cinci ani sau in u n ită ţi de un an.
Curbele lui Pearson. Curbe reprezentînd douăsprezece repartiţii de frecvenţe 
elaborate de K. Pearson şi num ite repartiţie  de tip  I, repartiţie  de tip  II, re
partiţie  de tip 111 etc.
E cuaţia  diferenţială a familiei de curbe Pearson este

da; b0 +  b1x  +  b2x'2 +
unde df  Înseamnă densitatea de repartiţie. Constantele a, b0, 6,, b2 pot fi expri
m ate în funcţie de primele patru  momente, dacă acestea există. P rin  transfor
mări convenabile, m ulte din repartiţiile im portante din statistică po t fi deduse 
din ecuaţia (13).
Un caz special al repartiţiei de tip  I este repartiţia beta (3). R epartiţia  de tip  
II I  se numeşte de asemenea repartiţia gama ( r ) .
Curbă de concentrare (curbă Lorenz—Gini). Tip de ogivă ad ap ta t pen tru  re
prezentarea disparităţii în tre părţile relative atribu ite  claselor in repartiţia  
valorilor globale ale variabilei observate. Curba se trasează prin  punctele 
M  de coordonate (p, q) definite de : 
p t, frecvenţa relativă cum ulată p iuă la x  =  x t ;
qt, c itu l prin xaS f  a sumei tu tu ro r valorilor observate piuă la x =  x£ ;
(x£ — lim ită superioară de clasă).
Valoarea lui qt este în general calculată, cu aproximaţie, sub forma

I ] x if i

qi =  _1-------- , (14)

I j Xifi

x ( *) fiind •centrul clasei de frecvenţă f£ şi k  num ărul de clase.
Exemplu. Tab. 29 cuprinde datele pentru  construirea curbei de concentrare 
a industriei noastre republicane.
Cele două serii de date puse în corespondenţă s in t:
Pi, procentul cum ulat al num ărului de întreprinderi (col. 3 );
<74, procentul cum ulat al num ărului de m uncitori (col. 5).
Exam inarea com parativă a seriilor de procente oferă o idee despre gradul de 
concentrare, dar o idee vagă. Pentru a o preciza, se stabileşte un  grafic astfel 
conceput ;
valorile p % — domeniu de la 0 Ia 100%, înscrise in abscise; 
valorile q % — domeniu de la 0 la 100%, înscrise in ordonate.

*J Valorile g. sint calculate pe baza datelor înregistrate, şi nu ca estimaţii conform formulei (14).
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Tabelul 29

Grupe de 
întreprinderi după 
num ărul m uncito

rilor

întreprinderi Muncitori

Frecvenţe
simple

Frecvenţe
cum ulate

Frecvenţe
simple

Frecvenţe
cum ulate

(1) (2) (3) C*î (5)

Fină la 200 9 ,9 9 ,9 0 ,7 0 ,7
2 0 1 -  500 13,0 22,9 2 ,3 3 ,0
5 0 1 -1000 18,3 41,2 7 ,0 10,0

1001-2000 25,3 66,5 18,9 28,9
2001-3000 15,1 81,6 18,7 47,6
3001-5000 11,0 92,6 21,3 68,9
Peste 5000 7,4 100,0 31,1 100,0

Sursa : Anuarul statistic al R. S- România 1980, p. 136.

Curba de concentrare este deci reprezentarea grafică a lui q în funcţie de p 
(fig. 63).
Suprafaţa m ărginită de curba de concentrare şi diagonala OB  p o artă  numele 
de arie de concentrare : cu cît această arie este mai im portantă cu a ti t  concen

trarea este mai puternică. La lim ită (in ipoteza teoretică de concentrare maximă), 
curba de concentrare s-ar confunda cu linia fr în tă  O AB. Şi dacă rep a rtiţia  ar 
i i  perfect egalitară (9,9% de întreprinderi a r  dispune de 9,9%  din num ărul 
to ta l de muncitori, 22,9% a r dispune de 22,9% etc.), curba de concentrare 
s-ar reduce la diagonala OB, num ită  uneori dreaptă de echilibru sau dreaptă 
de echirepartifie.*)
Coeficient de concentrare (G. indicele Iui Gini). Măsură a concentrării defi
n ită  de relaţia :

Aria de concentrare
G =  ----------------------------------  (15)

Aria triunghiului ABC

■*) Reprezentarea grafică a concentrării a fost pusă la punct de M. O. Lorenz şi C. Gini.V.TREBICI
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Calcul practic : se transpun punctele reprezentative pe o hirtie m ilim etrică 
şi se socoteşte num ărul de pătrăţele (mm2) cuprins între diagonală şi curbă ; 
dublul acestui num ăr sc îm parte la num ărul de pătrăţele  (mm2) cuprins în 
pă tra t. Acest calcul nu este decit aproxim ativ, dar, în m aterie de coeficient 
de concentrare, nu se caută decit un ordin de mărime convenabil. Aplicat la 
exemplul precedent (fig. 63). se găseşte un coeficient G =  0,5. Coeficientul de 
concentrare variază intre 0 (diagonală de ccliirepartiţic, concentrare n u lâ f 
şi 1 (laturile pă tra tu lu i, concentrare maximă).
O a ltă  m ăsură a concentrării propusă de Gini (1612) este egală cu raportu l 
intre diferenţa medie (—► Diferenţa medie a lui Gini) şi dublul mediei aritm e
tice :

Dm  1 Dm

2 X a 2 îa
(16)

in cercetările statistice, noţiunea de concentrare se înrudeşte cu cea de dis
persie, în trucil ea se raportează la intensitatea grupării datelor in ju ru l valorii 
centrale.

IX. CORELAŢIA ŞI REGRESIA

CORELAŢIE (STATISTICĂ). 1) Termen general folosit pentru  a defini in ter
dependenţa sau legătura în tre variabilele observate in populaţii statistice (şi 
deci sinonim cu legătura statistică). \  ""A
2) M etod iste  descriere şi d^ ili?ă  a legaturilor de t)p statistic  in tre două sau 
mai multe variabile. ^
în  terminologia statistică, conceptul de c. apare, uneori, cu un înţeles foarte 
larg, acoperind orice legătură sta tistică  — fie in tre  variabile cantitative, fie 
intre variabile calitative. Alteori, noţiunea de c. semnifică num ai relaţiile 
d in tre variabilele cantitative. în tr-un  seus şi m ai rcstrîns, se numeşte c. num ai 
măsura gradului de legătură în tre  yaria ţile le  cantitative, respectiv coeficien
tul de corelaţie * sau raportul de corelaţiei .
Istoric. Ideea unei dependenţe intre ¿variabilele observate in colectivităţi s ta 
tistice este a tr ib u ită  lui F. Galton*. t n  p lrn a  sa lucrare asupra ered ită ţii, co
m unicată in anul 1877, se arăta  — pe exemplul p lantei Lalhyrus odoratus 
(sîngele voinicului) — că talia medie a descendenţilor este legată liniar de 
talia ascendenţilor. Ulterior, în ^fudiiie ¡despre ereditate la om, adunate  în 
cartea Natural inheritance (1889), G alton foloseşte noţiunea de „varia ţie  le
gată” şi imaginează, cel dinţii, o m etodă statistică practică  de exprim are a 
legăturii, precum  şi o un ita te  de m ăsură a gradului de legătură, cunoscută 
sub denumirea „funcţia lui G alton”.
Stim ulat de lucrările lui Galton, K . Pearson cercetează repartiţiile bidimen
sionale, mai ales din domeniul biologiei, unde dispunea de datele cele mai 
bogate, indică ecuaţia liniei drepte adecvată problemei de regresie* a Iui 
G alton şi introduce celebrul său coeficient de corelaţie. A lături de Pearson, 
numeroşi a lţi cercetători de prestigiu au contribuit la dezvoltarea teoriei core
laţiei şi la prom ovarea aplicaţiilor ei în variate domenii : F. Y . Edgeworlh*, 
A. L. Bowley*, G. U. Yule*, iar mai tîrziu, R . A . Fisher*, A . A. Ciuprov *, 
C. Spearman,* M. Ezekiel, N. S. Cetverikov, M . G. Kendall* ş.a.

V.TREBICI



182

Chiar dc la începuturile ei, metoda cunoscută obişnuit sub numele de metoda 
corelaţiei era socotită drept . o m etodă generală de o marc to rţă  şi de un 
clmp de aplicaţie întins, pentru a Investiga natura  relaţiilor existente intre 
variabilele statistice” . M atematic, ea se traduce prin „ . . . formarea ecuaţie 
ce dă valoarea unei variabile in funcţie de o alta sau de mai m ulte altele” '
si nrin determ inarea valorii coeficientului de corelaţie, care .......  m ăsoară

W1' ’ş t n p n f r  ’ (Yule). Aşadar, păstrînd 
concepţia originară, metoda corelaţiei întruneşte — la dezvoltarea ei actuală — 
întregul complex de investigaţie a conexiunilor statistice, eonducind la ex
presii numerice sintetice : ecuaţii de regresie, coeficienţi de regresie, coefi
cienţi de corelaţie, coeficienţi de determinare, erori de estimare etc. Cu toate 
că m etoda corelaţiei, în sensul restrins al cuvîntului, şi m etoda regresiei diferă 
prin premisele lor, totuşi ele se împletesc a tî t  dc strins în analiza statistică 
de ansam blu a legăturii incit valoarea lor de cunoaştere poate fi apreciată 
num ai judecîndu-le împreună, într-o sinteză metodologică. (—> Regresie.) 
REG R ESIE. Metodă de cercetare a unei relaţii predeterm inate exprimînd 
legătura care există intre o variabilă y, num ită  variabilă dependentă* (variabilă 
explicată * sau variabilă endogenă *) şi una sau m ai m ulte variabile a , ,  x.2 , . . . ,  
num ite variabile independente (variabile explicative * sau variabile exogene *). 
Fie y o variabilă dependentă dc variabilele Xj, x2 , . . .  R elaţia exactă sau 
ecuaţia de regresie * a lui y în funcţie dc x lt x2,. . . ,  pusă sub forma

/t* i» . . . )
defineşte o curbă sau o suprafaţă de regresie; ca are menirea să perm ită, pentru 
valorile date x J( x2 , . . . ,  calculul unei estim aţii a lui cu variaţiile aleatoare, 
neexplicate prin  variabilele x lr x , . .
Term enul pentru p rima dată, ca

concept s ta tis ticr* m ^ ^ ^ ^ ^ ^ B ^ fc |M B |^ ^ W i in memoriul M K tH K S tV
jn cartea sa „N atural inhe- 

m a n c ? ^ I8 8 9 ) . Studiind relaţia dintre talia copiilor şi talia părinţilor, Galton 
a descoperit că din părin ţi a căror talie este mai mică decît media colectivităţii 
provin copii cu o talie superioară lor şi invers. Din prelucrarea observaţiilor 
asupra a 928 cazuri, conform tabeli^ţii constru it de Galton, rezu ltă  „mediile 
legate” (y) :

x  sub 64,5 1,5 72,5 peste 72,5
65, 67,2 72,9

medic a copiilor corespun- 
ă (ţoii). Talia medie a părin ţilor în

în care x  reprezintă 
zătoare taliei părin ţilor din fiecare
colectivitatea generală este egală cui___
Se constată că înălţimea copiilor născuţi din părin ţi înalţi tinde să „regreseze“  
spre înălţim ea medie a populaţiei. Galton a indicat termenul de r. ca denu
mire a procesului general de predicţie a unei variabile (înălţimea copiilor) 
din o a ltă  variabilă (înălţimea părinţilor).
Puţine fenomene po t fi descrise cu suficientă exactitate prin relaţii sau modele 
exacte. Ţinînd seama de natu ra  întîm plătoare a fenomenelor, de legităţile, 
de repetabilitatea lor este mai adecvat să se folosească modele de dependenţă 
stohastică*, in care elementul aleator să apară  sub formă de erori aditive. 
A şadar, ecuaţia de regresie se scrie sub forma :

y =  f(xj, x t , . . . , )  +  e 
unde e este o eroare aleatoare.
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TABEL DE CORELAŢIE Tabel cu dublă inlrarc*, în cazul repartiţie i 
după variabile cantitative, u tilizat in calculele de corelaţie 
Tlxemplu : Corelaţia intre înălţimea (x  =  cm) şi greutatea (ij =  kg) corpului 
Ia copii de 10 ani de sex masculin (tab. 30).
în capetele de rinduri şi coloane ale tabelului se trec clasele de valori sau v a lo 
rile distincte ale variabilelor x  şi y, iar în rubrici — frecvenţele perechilor de 
valori x (ijj. Tabelul conţine rinduri şi coloane suplim entare cu ajutorul cărora 
se determ ină elementele necesare obţinerii ecuaţiei de regresie, calculului coefi
cientului de corelaţie şi al altor valori sintetice în analiza de corelaţie. Pentru  
asemenea calcule se poate folosi şi un tabel redus, care este de aceeaşi formă 
cu tabelul, 30, dar in care variabilele x  şi y se înlocuiesc cu variabilele x '  
şi y ’, date de formulele :

x ' =
x Cx 

Ax y ' =
y -  c v

A;/

unde Cx şi Cy sint origini de calcul convenabil alese pentru  x  şi y, şi Ax şi 
A;; sint, respectiv, mărimile intervalelor de grupare (constante), corespunză
toare lui x şi {/.
Variabilele x ' şi ;/' uşurează calculele.
Se va putea adopta, de exemplu, tab . 31 sau oricare a ltu l echivalent.
Valorile variabilelor corelate s-au micşorat a s t f e l :

x ' = Şi y ' =

•CORELAŢIE APARENTĂ (corelaţie falsă). Corelaţie consta ta tă  în tre  
două variabile, dar care nu are nici o semnificaţie explicativă sau cau
zală. E ste adesea im prudent să se interpreteze corelaţia în term eni de cauza
litate. Corelaţia este doar o reflectare a legăturilor cu caracter complex exis
tente in tre fenomenele de masă şi, ca atare, să nu se uite că o reflectare poate 
uşor să fie o aparenţă înşelătoare. Statisticile nu po t oferi inform aţii despre 
natura  legăturilor între două variabile ; ele po t spune cel m ult p înă  la ce grad 
cele două variabile tind  să varieze concomitent. Corespondenţa în tre varia
bile poate rezulta din diverse condiţii : o legătură nemijlocită in tre fenomene, 
unilaterală sau cu reacţii inverse (interdependenţă), covariaţie a fenomenelor 
da to ra tă  unor cauze comune, un simplu paralelism in tîm plător în varia ţia  
a două sau mai multe fenomene. în  prim a categorie in tră , de exem plu, depen
denţele economice : productivitatea muncii — calificarea forţei de m uncă, 
productivitatea muncii — înzestrarea tehnică, cererea de m ărfuri — venitu
rile băneşti sau interdependenţele : venit naţional — acum ulare, producţie — 
— cerere, productiv itate — rem unerare. în  alte cazuri, două fenomene se 
modifică in acelaşi sens sau în sensuri opuse, cu o anum ită regularita te , ca 
urm are a modificării unui al treilea fenomen, fără  ca între primele două feno
mene să existe vreo legătură. Astfel, exam inarea datelor statistice relevă 
variaţia concomitentă a cererii de m ărfuri şi a economiilor băneşti ale popu
laţiei. Un calcul de corelaţie, să spunem, ar fi lipsit de sens, fiecare variabilă 
fiind legată de veniturile băneşti ale populaţiei.
Pentru a treia situaţie se citează deseori u rm ătorul exemplu tipic : un  au tor 
a compilat, pentru diferite anotim puri, frecvenţa cuiburilor de barză reperate
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T a b e lu l 30

u
x

24 25 j  26 27 28 29 30

126 1 1 3 1

127 3 4 1 1

128 1 4 5 ni 1 2 1

129 1 2 6 9 6 4

130 i 7 36 17 6

131 i 6 27 56 39

132 2 \10 16 26

133 1 7 10

134 1 2

135 1

136

137

fy 2 9 16 ,i K 30 84 106 89

Vfy 48 225 416 S10 2352 3074 2670

fi y % 1152 5625 10816 21870 65856 89146 80100

'Zyxfxy 6096 28700 53170 104841 306852 402520 350940

Sursa : P. Mureşan, Manual de statistică sanitară, Editura medicală, 1980,Bucureşti, p. 101 (datele 
din rîndurile şi coloanele suplimentare sînt calculate de C. Moineagu).
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(,continuare)

31 32 33 34 35 f* xfx X°f.r 'Zxyf.ry

6 756 95256 19404

9 1143 145161 29845

21 2688 344064 71552

1 29 3741 482589 105264

2 1 70 9100 1483000 258700

18 4 1 152 19912 2608472 583867

7 2 1 64 8448 1115436 249744

11 6 2 1 38 5054 672182 154812

4 7 3 1 18 2412 323208 76380

2 3 1 1 8 1080 145800 34425

1 2 2 1 6 816 110976 27336

1 2 1 4 518 75076 18632

45 24 11 7 2 425 55698 7300920 1629961

1395 768 363 238 70 12429

43245 21576 11979 8092 2450 364907

184140 102240 48675 32232 9555 1629961
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tn lr-o  suburbie a Londrei şi de asemenea frecvenţa naşterilor de copii in aceeaşi 
suburbie. Datele arătau  că perioada de cea mai înaltă frecvenţă pen tru  o 
variabilă era şi perioada de cea mai Înaltă frecvenţă pen tru  cealaltă varia
bilă : de asemenea cind naşterile erau mai puţin  numeroase, cuiburile erau 
mai rare. S tatistic vorbind, corelaţia in tre cele două fenomene era ridicată. 
D ar s-ar putea vedea aici o relaţie, do la cauză la efect? *>
Asemenea cazuri, nu prea rare şi nici a tî t  de simple, a trag  a ten ţia  că sînt nece
sare eforturi pentru a distinge, in com plexitatea fenomenelor, legăturile cauzale 
de legăturile formale. Succesul inferenţei spre o relaţie cauzală p rin tr-o  relaţie 
statistică depistată empiric poate fi asigurat de cunoaşterea tem einică a dome
niului abordat şi dc experienţa personală.
ECUAŢIE DE UEGRESIE (ecuaţie de estimare). R elaţie m atem atică prin 
care se exprimă dependenţa in tre  două sau mai multe variabile.
Dacă s-a admis, fie şi num ai ipotetic, dependenţa unui fenomen de unul sau 
mai mulţi factori, atunci apare întrebarea : ce model m atem atic trebuie adop
ta t, ca să fie propriu dependenţei cercetate şi apt p e n t r u ^ m j ş i ,  eventual, 

D in punct de vedere metodologic, problema se reduce la stabili
rea formei c.r., destinată să  descrie relaţia dintre variabila dependentă * şi 
variabilele independente * incluse in model. O soluţie convenabilă presupune, 
in prim ul rind. înţelegerea esenţei şi mecanismului legăturii, reprezentarea 
legităţii schimbării fenomenului modelat sub acţiunea factorilor aleşi, iar, 
după aceea, alegerea — din arsenalul funcţiilor m atem atice — a tipu lu i de 
funcţie adecvat legităţii sesizate.
Cazul elem entar de aplicare a metodei regresiei ii constituie legătura dintre 
două variabile (fig. 61. 65. 66, 67 şi 68) :

V =  f(x) +  e-

Numeroase legături de acest gen se înscriu pe curbe definite de urm ătoarele
ecuaţii de regresie :

¡1 =  a 4- bx -)- e (1)
y =  ax* +  e (-)
y  =  abx +  e (3)

y  =  a — bx +  cx- +  £ (4)

1
y =  a +  b ----- b £. (5)

Modc-hil line 
ie n ţa •*). Oricare a r  fi nivelul varia- 

âTfeî independente, creşterea sau descreşterea ci cu o un ita te  se consideră că 
produce, în fiecare caz, creşterea sau descreşterea variabilei dependente cu
aceeaşi mărime (mărime:

variaţ
coeficientul de regresie*). E cuaţia  liniară îşi

dar ele sînt mici şi, ca atare, curba descrisă este foar

«I Citat de WU1 Scarlet in : Emmet A. Betts, Foundations of Reading Instruction, New York, American 
Book Co. 1946,. p. 123.
**) Pentru funcţia liniară (1), proporţionalitatea directă există între y — a  şi x, şi nu între y  şi x .
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linia dreaptă. Funcţia  putere (2) implică un ritm  de variaţia constant, de unde 
şi valabilitatea ei pentru  fenomene cu evoluţie continuă, neadm itind — cel 
pu ţin  In  cuprinsul perioadei de analiză sau/şi de previziune — nivel de satu
raţie.
Aproximarea exponenţială (3) este po triv ită  elntj variabila independentă creşte 
in progresie, aritm etică, iar variabila independentă creşte in progresie geome
trică. Parabola (4) şi hiperbola (o) sini specifice exprimării dependenţelor cu 
o a lu ră  ce tinde către un punct maxim  (minim) ; dacă acest punct este depăşit 
curbele sau capătă  stabilitate sau descresc (cresc).

Fig. Hi Reprezentarea Fig. (¡3 Reprezentarea Fig. 63 Reprezentarea
grafică a funcţiei grafică a funcţiei Y = abx grafică a funcţiei i ' ax1'

V =  a 4- bx

Curbele corespunzătoare e.r. se numesc curbe de regresie. D acă dependenţa 
lui ţi de x este liniară, regresia este num ită  liniară sau dreaptă de regresie *. 
Kegresia definită de relaţia <1 =  f(x )  - f  e, unde f(x) nu este liniară, se num eşte 
regresie curbilinie.
Cele mai m ulte fenomene ale vieţii reale — economice, sociale, biologice etc. — 
sint afectate de variaţiile mai m ultor fa c to r i; in acest caz se stabileşte, prin 
extensiunea ecuaţiei regresie! simple, ecuaţia de regresie multiplă *. De exemplu, 
ecuaţia de regresie liniară (1) :

Xj =  u -f b\2.^4 • • -ftX’s v ' “  * • * “r  bjn *3. . .{n  — l )x « .

Statisticienii au creat termenul de regresie multiplă pentru descrierea proce
sului prin care diverse variabile sint folosite ea să se estimeze o a ltă  varia
bilă. (-+ Dreaptă de regresie.)
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Dacă e.r. este de forma :
'  y(x) — a + bx +  cx2 ,

atunci se obţine regresia ce se numeşte polinomială *. Coeficienţii a, b. c. . . .  
se determ ină prin metoda celor mai mici pătrate *. In cazul in care valorile 
valabilei independente x  sin t echidistante, coeficienţii re gresiei polinomiale 
se po t determina şi prin  metoda polinoamelor ortogonale *, care constă în de
terminarea regresiei polinomiale sub forma :

;;(x) =  b0 P0 (x) +  . +  bkP k(x), ^

unde sint polinoame de gradul k  In x  satisfăcînd relaţia de ortogonali-
tate :

n
5 ]  P r(Xi)Ps(xi) =  0, r ^ s
i= 1

pentru .........r„ observaţii asupra variabilei independente x. Pentru dife
rite valori ale lui n, s-au întocm it tabele care dau direct valorile polinoamelor 
P k(x) (Fisher, Jordan).
Cu ajutorul acestor valori se calculează coeficienţii {&} ai regresiei polinomiale :

n
£  3 P d * i )
i = 1

b* =  ~ -------------- •
E  *!<**>
»=i

E xactita tea  ajustării valorilor calculate y(x) fa ţă  de valorile observate {y} 
se im bunătăţeşte prin calcularea term enului complementar bknP k+ i(x), 
termenii precedenţi răm inînd neschimbaţi.
DREAPTĂ DE REGRESIE (dreaptă de estimare). Denumirea rezervată, 
!n general, dreptei definite de ecuaţia de regresie liniară y  =  a 4- bx.
Această dependenţă liniară este u n  model determ inist şi nu reflectă exact 
legătura dintre y  şi x. Valorile observate (x4 şi y t) nu se găsesc exact pe dreapta

y =  a +  bx

şi, de fapt, unei valori x t ii po t corespunde mai m ulte valori î/j .
Aşadar, dependenţa liniară d in tre y şi x  trebuie considerată ca o dependenţă 
stohastică*, ţin înd seama de componentele aleatoare sau nedeterm inate ale 
modelului.
Comportarea lui y  este descrisă de o anum ită  repartiţie  statistică, a cărei va
loare medie depinde de * şi este fixă cînd se specifică valoarea lui x

M (yjx) =  a +  bx.

Acest model presupune că variabila dependentă y{ este egală în medie cu o 
funcţie liniară de x, depinzind de param etrii necunoscuţi a, b.

A baterea unei valori observate y i fa ţă  de valoarea ei medie Miigi'xă)

H =  Vi -  M (iji\xi) — Vi -  a -  bi'i
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reprezintă eroarea de observare (sau dc măsurare). Valorile (el- sint conside- 
rate variabile aleatoare num ite sau * care
satisfac condiţiile :

M (d )  =  0

var cl =  D-ffii) =  M  (et -  ă / f e )2 =  cr2, V,:

cov (fii, Cj) == .l/(e ; — i\/(e<))(e, — ( U ( e j )  =  M(ete}) =  0 ,  i #  j.

l) .r. este n u m i t ă E s t i m a r e a  param etrilor a, b se face prin 
metoda celor mai mici pătrate * sau în sensul celor mai mici pătrate, adică in aşa 
fel incit să se facă minim ă suma pătratelor abaterilor între punctele observate 
şi punctele corespunzătoare ale dreptei. Dispunînd de o serie de valori obser
vate (xi, ţji), suma pătratelor abaterilor de minimizat este :

n  n n

s  =  Xi ej =  Xi (Hi -  y ’}>~ =  Xi 0/< -  a -  bxi)2.
i= l  t = l i — 1

Valorile x ( şi jj( fiind cunoscute, această sum ă este funcţie num ai de para
m etrii a şi b. Minimul poate fi determ inat anulind derivatele parţiale in raport 
cu a şi în raport cu b :

ds Os
da db

Se obţin astfel ecuaţiile normale * :
ti

(lH — a -  bxt) =  0
* = 1 

n

X  -  a ~  bxi) — 0
t = l

sau
n n

na -f 6 x i =  Xi
t = l  l —l

n  n  n

a S  x t +  b l i  x t =  £  x *vi-i= t i ---1 i = l

Prim a ecuaţie a ra tă  că suma algebrică a abaterilor în tre valorile observate şi 
ordonatele corespunzătoare ale d.r. este nulă : abaterile negative, relative la 
punctele situate  sub dreaptă, compensează întocmai abaterile pozitive, rela
tive la punctele situate deasupra dreptei. Se deduce a s tfe l:

y  =  a -f  bx sau a =  y  — b x.

adică d.r. trece prin punctul mediu (x, y).
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Pe de a ltă  parte, înm ulţind prima ecuaţie cu x  şi scăzînd-o din a doua, se ob
ţine :

cov(x, y)

Dezvoltind produsele (x* — x) (y{ — y), se vede intr-adevăr că :

1 JL

— H (  n \ 2

S  xt -
i  =  l

S  x i  
\*=1 )

V (X, ii) =  — $ ]  (Xj -  x) (iji -  y )  =n

‘0 ( 1 4
D.r. a lui a in x  are deci d rept ecuaţie 

cov (x, !/)
y  = (x — x) +  y  sau y  =  byx(x  — x ) +

coeficientul byx liind | ___________________
Exemplu. D.r. a greutăţii corpului în'TOficţie 3e înălţime la copii de 10 ani 
de sex masculin (tab. 30).

55698 12429
X =  —— — =  131,05 cm ; y  — =  29,24 kg.

425 425

7300920-
(55698)3

425
= 3,45 ;

1629961

425
55698 X 12429 

~  425
cov (x , y) =  

E cuaţia il.r. :
425

=  2,56;

y* =
2.56
3,45

(.x -  131,05) +  29,24 =  0,742 x  -  67,99.

D.r. înlocuieşte norul statistic, rezum înd legătura intre y  şi x  în sensul y —» x  
Se notează obişnuit Dy(x). Dacă legătura lui x cu y în sensul x —r y  prezin tă 
interes, se calculează d.r. a lui x în rapo rt cu y, n o ta tă  Dx(y). 
în exemplul considerat :

2,56
x* = -----— (y -  29,24) +  131,05 =  0,764 y  4- 108,71.

3,3o
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Pe grafic (fig. 69) s-au reprezentat şi regresiile empirice (legătura in tre  mediile 
condiţionate * şi valorile variabilei independente) : regresia lui y  în x  şi regre- 
sia lui *  în y. Form a liniei de regresie teoretică poate fi dedusă din aceea a 
liniei de regresie empirică (statistică). Cu referire la repartiţia  t r a ta tă  apare 
pe deplin înd rep tă ţită  alegerea unei linii de regresie a cărei formă să fie linia 
dreaptă.

Fig. 69 Drepte e de regresie ale repartiţiei copiilor, 
de 10 ani, de sex masculin, după greutate (y) şi 

înălţime (x)

Regresia liniară * este cea m ai des în tîln ită , cea m ai uşor de tra ta t  da to rită  
simplicităţii, dar în acelaşi tim p şi cea m ai bogată în concluziile la care poate 
duce.
în  cazul în care distanţele d in tre valorile observate şi punctele corespunză
toare ale d.r. sînt m ăsurate perpendicular pe dreaptă, d.r. se num eşte regresie 
ortogonală (denumire introdusă de R. Friscb, în 1934). 
în  cazul în care ecuaţia d.r. este de forma

y ~ y  x  — x 

Oy CSx

regresia se numeşte regresie diagonală, (term en introdus de asemenea de R. 
Frisch, în 1931).
Dacă ay =  <tx, atunci represia diagonală coincide cu regresia ortogonală. 
Dreaptă de regresie a probiturilor. D.r. reprezentind variaţia procentului de 
indivizi ce prezintă o reacţie determ inată la doze diferite ale unor stimuli 
in funcţie de logaritmul dozei adm inistrate. în  ipoteza că procentele sint repar
tizate aproxim ativ normal se spune că procentele sînt exprim ate în probituri.
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COEFICIENT DE REGRESIE. în  ecuaţia de regresic

y  =  a +  bx,
constanta b, definită de relaţia

su
b Ux = r ----------

S r

este raport cu variabila" '#  .
în  sens geometric, r eprezin tă  jJgpŞŞHHIpSr’de regrwic.

y

Fig. 70 Reprezentarea gr a- :fică a cocţicienliilui ele
regres ie ^ * * * * \ ^  |

v ^ _ e _ _ i
1 N

a!
i

X

Constanta a este valoarea lui y cînd x  este egal cu zero ; cu alte cuvinte, aceasta 
este d istanţa num erică intre origine şi punctul dc intersecţie ai axei y şi linia 
de regresic. Constanta b este valoarea tangentei pentru unghiul form at între 
linie şi o orizontală dusă din aceasta.
,  M N
în  fig. 70, b  =  tg  6 = ------ .

N L

tstf jM fllIB ^ ^ ^ x y m u ij^ ^ â d i^ ^ ^ ^ ii^ e ^ to cm a f la* ^ o ^ m a ^ eg rw ie i" . ^
*TR căzui c o r e fm f tw ^ a I  sau pozitive (variaţiile celor două fenomene se produc 
în acelaşi sens), c.r. capătă valoare pozitivă, iar în cazul corelaţiei inverse sau 
negative (variaţiile sînt de sens contrar) — valoare negativă.
O formulă comodă pentru calculul c.r.
Ecuaţiile normale sînt :
I. na +  & S  x =  S  y

II. aS  x  -f b  S  x3 =  2  xy.

Rezolvind sistemul in raport cu a şi b  se obţin :

A _  n E x y  — £  .r S y  

b  n S i ! -  (S s)2

a S y - 6 L x
a =  -------------------

n

13 -  c .  6 80
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E xem plu. Cu elementele de calcul din tal). 30.

by/x
(425x1629961) -  (55698x12129) 

(425 x  7300820) -  (55698)“

O modificare a înălţim ii cu 1 cm este însoţită de o modificare a greutăţii cu 
0,71 kg, în modic.

o.rlv
(425 x  1629961) -  (5569£x 12429) 

~  (425x364907) -  (12429)2
0,76 cm.

Dacă s-ar considera înălţimea în funcţie de greutate, atunci unei modificări 
cu 1 kg a greutăţii îi corespunde o modificare a înălţimii cu 0,75 cm, in medic. 
Observaţie. în  legătură cu analiza regrcsici s-a pus problema f lB H flliB IN fl 
ecuaţiei a r r e i Ş s i e  : cunoaşterea formei analitice a legăturii l u t ţ p r a Ţ ă a e  x  
Tiu ne perm ite să determ inăm  legătura lui x  fa ţă  de p ?  Dacă, de exemplu, în 
ecuaţia de regresio greutate (p)/înălţime (x)

y* =  -  67,99 +  0,742

Coeficientul b a ra tă  o modificare a g reutăţii la 1 cm înălţime, în medic, cu 
0,74 kg, de aici n -ar reieşi că la 1 k g greuta te  înălţimea va trebui să se modifice,

ţiunea cunoscută în m atem atică l̂ BSBft̂ l̂ ^̂ ^̂un̂ n̂cţiilor 3R
im posibilitate“  (N . St. Georgescu-Itocgen). Această operaţie este posibilă num ai 
în cazul legăturii rigide, caracterizată prin tr-o  strictă proporţionalitate în 
variaţiile variabilelor corelate şi, ca urm are, liniile de regresie y  în x  şi r  în y 
coincid, ia r e.r. bvtx şi bx/y sînt m ărim i inverse.
D ependenţa sta tistică  se defineşte tocm ai prin aceea că variaţiile variabilelor 
corelate nu se află în raport de s tric tă  proporţionalitate, coeficienţii de corela
ţie au valori subunitare, liniile de regresie y  în x  şi x  in y  nu se suprapun, iar
e.r. nu sînt mărim i inverse. Contradicţia aparen tă  se poate uşor explica, avind 
în vedere îm prejurarea că ecuaţia de regresie y ţx  se construieşte pe baza date
lor statistice grupate după variabila x, iar e c u a ţia  de regresie x /y  pe baza, da- , 
telor grupate după variabilă y, ceea ce antrenează după sine şi sebimbarca în 
raportu l dintre variaţiile ambelor variabilei
REPARTIŢIE MARGEVAEĂ. R epartiţie  figurînd la marginea (dreaptă sau 
inferioară) a tabelului cu dublă intrare. *
Coloana marginală a tabelului cu dublă intrare , care conţine frecvenţele { ¡., 
corespunzătoare fiecărei valori xi a variabilei X , constituie r.m . a lui X .  In 
mod analog, ultim ul rind  al aceluiaşi tabel, care conţine frecvenţele f.j con
stitu ie r.m . a lui Y.
Fiecăreia din aceste repartiţii îi corespunde, dacă x şi y  sînt variabile can ti
ta tive, o medie marginală (x, y) şi o variantă marginală (s2, s2).
Exemplu. R epartiţiile marginale ale copiilor de 10 ani de sex masculin (tab. 30) : 
— după înălţime (coloana fx) :

2  xfx 55698
media marginală x  =  —-----=  ----------  =  131,05 cm.

2  f  525
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2  x-f v —

varianta m arginală s* =

(S  xf*)2 
S f

7300920 -
(55698=)

425

~  f 425
=  3,15

sx =  1,86 cm.

— după greutate (rindul f,j) :

v. Vfy 12429
media marginală y =

E f  425
=  29,24 kg

364907 - ^

varianţa marginală s® =
125

S f 425
=  3,35

fv =  1,83 kg.

REPARTIŢIE CONDIŢIONATĂ (repartiţie legată). în tr-un  tabel cu dublă 
intrare *, repartiţia  care dă pentru  o m odalitate, o valoare sau o clasă de 
valori ale uneia din variabile repartiţia  relativă la cealaltă variabilă. 
R epartiţia  după variabila X  a f j  u n ită ţi prezentînd valoarea yj a varia
bilei Y  constituie r.c . a lui X  legat de Y  =  yj. în mod analog, linia i a tabe
lului descrie repartiţia  după variabila Y  a f (. u n ită ţi prezentînd valoarea 
Xj a variabilei X  şi constitute r.c. a lui Y  legat de X  =  . în  fiecare din aceste
repartiţii se va putea calcula — în cazul variabilelor can tita tive — o medie 
num ită medie condiţionată şi o varian ţă  num ită  variantă condiţională.
Astfel : ------------- --------- '  '  ‘ '

*1 =

Y  *ifij
i  — 1

f-i

s-(X ) =
Y  (Xi xif  f o
t= t

T-i

Ui —

Y  wf*/
j= \_____

u

*Î(V) =

Y  ( ? /  -  ytfk!
i= l____________

f i -
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Exem plu : R .c. a copiilor de 10 ani de sex masculin după greutate legată de 
înălţim e este constitu ită  de rindurilc tab. 30. Caracteristicile condiţionate 
corespunzătoare sîn t prezentate în tab . 32.

Tabelul 32

Clasa
de înălţime 

(cm)

Greutatea 
medie (kg) 

(.Ui)

V arianţa şi abaterea tip 
a greutăţii

s2SUY) SHY)

126 25,67 0 ,72 0,85
127 26,11 1,49 1,22
128 26,62 2,09 1,45
129 28,14 1,73 1,32
130 28,43 0,96 0,98
131 29,32 1,50 1,22
132 29.54 2,67 1,63
133 30,63 1,80 1,34
134 31,67 1,23 1,11
135 31,88 1,04 1,02
136 33,50 0 ,92 0,96
137 34,00 0 ,50 0,71

Seria de m edii condiţionate (col. 2) o găsim în fig. 69.
A şadar, în  cazul relaţiilor care interesează două variabile, mediile condiţio
nate, respectiv varianţele condiţionate ale uneia din variabile (in exempul 
nostru y) sînt valorile calculate plecînd de la valorile acestei variabile înregis
tra te  pe un ită ţile  pentru  care valoarea celeilalte variabile (x) este s itua tă  
in tr-un  anum it interval (sau corespunde anum itei valori a lui x, dacă această 
variabilă este discretă).
COVARIAiVŢĂ. Măsură a variabilităţii legate a două variabile x  şi ij în jurul 
mediilor lor, no tată  obişnuit prin simbolul cov (x, y) sau simplu coo :

1 ”
cov (x, jj) =  —  V  (x — x) (y — y ) ,  

n
respectiv

cov (x, y) =  ~ Y l  5 j fri(xl  -  x ) toi “  V)•
* 3

fij fiind frecvenţa unităţilor pen tru  care se are sim ultan A" =  x (, Y  =  ij} 
în tr-o  populaţie în volum to ta l f..
C este pozitivă sau negativă după cum re la ţia  între cele două serii de date 
este d irectă sau inversă. C. este nulă dacă două variabile sint independente. 
A ceastă mărime intervine în studiul legăturii între două variabile, mai ales 
în aceea a corelaţiei liniare.
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Pentru simplificarea calculului c., se utilizează metode analoage celor în tre
buinţate la calculul variantei.*
COEFICIENT DE CORELAŢIE (coeficient de corelaţie liniară, coeficient de 
corelaţie Bravais— Pearson). N um ăr care m ăsoară gradul de legătură între 
variabile, avînd drept expresie (cazul a două variabile) :

Cei doi term eni ai acestei fracţii se calculează uşor folosind formulele lui Koenig :

C. c. fără a ltă  specificare este folosit pentru  a desemna coeficientul de corela
ţie  liniară.
TRANFORMATA LUI FISIIER. Variabila Z ' definită ca

S ( x - î )  ( y - y ) S  ( x -  x ) (y  — y )

V's(x -  î ) f £ ( y  -  V f
(1)

1
S (x  — x) (S X)2

n

T (x  — x)  (y — y )  =  21 xy  — AT x y  =  S  x y ------- S x  £y,
n

în care n este num ărul total de observaţii cuplate. 
Form ula (1) prin dezvoltare devine

* nE  xy — £  x  £  y
(2)

V [nL X* -  <£x)-] [n£y2—(£  y f l

sau

cov (x, y)

mai general :

P i

j ]  5 j M x* ~  ^  ~ y )
r — Txy — rv

1 1 +  r
Z ' =  arc tg  r =  — In

r5
5 ’ "  ’1— r
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Dacă r  este c.c. liniară calculat pa baza unui eşantion de n perechi (x, y)  
provenite dintr-o populaţie norm ală cu coeficientul de corelaţie p, a tunci 
variabila Z ' este repartizată aproxim ativ norm al cu media arc tg  p şi abate- 

1
rea standard a Z '  =  — — . Variabila liniară Z '  se utilizează in sta tistica

Vn -  3
testelor relative la c.c. liniară.
C.c. este un num ăr abstract, independent de unităţile  de exprim are a datelor 
originale şi deci comparabil cu oricare altul.
De fapt, c.c. s-ar putea socoti lo t un coeficient de regresie, exprim at în abate
rile norm ate pen tru  ambele variabile. Produsul mediu al abate rilo r norm ate 
dă c.c.

TxU >  =  t x v ,  <3)
in care

¿z
x ~ x  A y - v
---------si ly =  ----------

sx ' s»
<4)

Coeficiontul de regresie a lui ij in x şi c.c. sînt legaţi prin egalitatea

de unde

într-adevăr, dacă

,  SJL  
K tx  =  ryX S x  ■ <5)

sx
r u x  —  b v l  x  ~ ~ ~  • 

s u ,
( « )

S x 2 -
( S i ) !

n  2  x 2 -  (S  X)- ’
(Sy)2

n t ,x y  — xy  
n 2  x 2 — (S x)2

V n T . x 3 — (S  x)3

S x 2 -
(S  x)2

'  n S i y - S i y

"(Si>)- «  S x 2-  (S  x)2

„ S i j - S i S j

f  n  S  i f  -  (2  y f  S x 2 -  (Sx)2] [n S  y 3 -  (£ p )2]
* — r>jx •

atunci

V.TREBICI



19»

In relaţia (6), c.c. apare drept un coeficient de regresie standardizat *. E cuaţia 
de estim are scrisă sub forma :

— sif -
y  =  y  =  r —  x  — x

SX
a ra tă  că în sens geometric r  este pan ta  dreptei de regresie * (estimare) in un i
tă ţ i  ale aba te rii standard.
O de fin iţie  a lte rnativă  a c.c. : r  este rădăcina p ă tra tă  din produsul coeficien
ţi lo r  de regresie :

S y  S%
byx =  r ; bxy — r , 

sx  s y

respe c tiv  coeficienţii de regresie ai lui y în x  şi ai lui x  în y.
Semn ificaţia e.e. se desprinde cu claritate dintr-o a ltă  formulare a sa :

- Y
S(y* -  U)3 
s  (y -  T/ f

ad ică , ryx nu este altceva dccîtj
.j  v a r ia b ile i  d ep en d en te ,------ ------------------

Calculele de corelaţie, variaţia totală
ecuaţia regresiei 1

(ij — Ţ/ f  se descompune în variaţia 
explicată  S  (;/* — y f  şi variaţia neexplicată sau reziduală £  (y — y*)2, în care 
i; rep rez in tă  valorile empirice ale variabilei dependente, iar ij*, valorile calcu
la te  ale aceleaşi variabile. Intre cele tre i variabile există relaţia

£  ( y *  — y ?  +  £(y -  v * f '■ (y -  v r -

C.c. r este cuprins Intre —1 şi + 1  :
— 1 <  r  <  + 1 .

E l e s te  pozitiv  (r >  0), dacă ambele variabile x  şi y variază in acelaşi sens şi 
este negativ  (r <  0), în caz contrar. Cînd valoarea absolută a e.e. este apro
p ia tă  de u n ita te , se poate afirma că există o puternică dependenţă liniară 
în tre  cele două variabile x  şi y. D acă valoarea absolută a e.e. este slabă, 
nu tre b u ie  in mod au tom at să se conchidă că nu există legătură între a: şi y ; 
legat u ra  poate  să existe, dar nu de formă liniară.
S-ar putea im agina, de exemplu, o relaţie perfectă între x  şi y cînd

V2 a3 — x2.

O serie de puncte detecminate după această ecuaţie se vor plasa pe un  cerc 
eu raza a. D acă to tuşi s-ar reprezenta aceste puncte prin linie dreaptă, s-ar 
a junge la o linie orizontală de regresie şi la un coeficient de corelaţie egal exact 
eu zero. A conchide de aici că nu există nici o corelaţie ar fi atjş<dţit aresd^ 
Trebuie ream in tit postulatul, hy^JPejjrajiL: in  ce  m ă su ră ®
jbUif¥'dTe*prfi d e S c r ie ro Iâ ţîa tn tre  vagiabiliy De asemenea, testul de liniaritate* 
W *fîhpttne cînd e.e. este in vecinătatea lui zero.
în  fond, dacă valoarea lui r  în tre două variabile este zero, aceasta înseamnă 
că o r i nu există vreo corelaţie în tre ele, ori că această corelaţie nu poate 
fi descrisă de o linie dreaptă.
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Dependenţa constatată sau neconstatată constituie un fap t de n a tu ră  pu r 
statistică. Legătura (x,-, este o legătură intre structurile de u n ită ţi abstracte  
în mulţimile matematice. D acă dependenţa poate fi p rezum ată pleclnd de Ia 
rezultatu l statistic, ea răminc de stabilit pe planul cauzalităţii ştiinţifice, 
în  afară de cazul excepţional in care seria de cupluri (x,-, yt) este exhaustivă, 
ne aflăm în prezenţa unui eşantion de n  cupluri dintr-o populaţie N . A lte 
eşantioane de n cupluri din populaţia respectivă a r  fi condus Ia c. c .r j ,  r2 , r3 . . .  
etc. în  aceste condiţii c.c. r determ inat pen tru  un eşantion n-are nici un sens 
prin el însuşi. E l perm ite numai să se afirme, cu un risc de eroare ales d inain te, 
că c.c. rela tiv  la populaţia stud ia tă  aparţine unui interval mergînd de la 
r ~  a. la r  +  a, a. fiind cu a tl t  m ai slab (deci precizia mai mare) cu cit efec
tivu l n al eşantionului este mai mare. Aşadar, c.c. măsoară, cu un prag de p ro 
babilitate dat, corelaţia care există în tre variabilele cercetate.
Exemplul 1. (—* tab. 33.)
Cu elementele de calcul date în tabelul 33, se poate determina c.c. după for
mulele (1) şi (2). Astfel, formula (1) :

5956,600
ryx =z -------  -  — -----=  0,993 ;

y 32114,5 yT ll9 ,2040
formula (2):

(10 X 87067) -  (1785 x  454,4)
•  ....... — - ——— ----------------------  =  0,993

]/[(10 x  350737) -  (1785)2] [(10x21767,14) -(454,4)*]

Rezolvînd ecuaţiile de regresie :

10a +  1785 b — 434,4

se obţine :
1785 a -r  350737 b =  87067

¡I* =  12,3312 +  0,18548 x ;  
calculul se poale efectua şi după formula :

(12,3318 x454,4)-f (0,18548x87067) -
(454,4)2

W ~

21767,14
(454.4)2

10

=  0,993.

Exemplul 2. C.c. între greutatea (g) şi înălţim ea (x) a copiilor de 10 ani de 
sex masculin, aplicind formula (2), conform datelor tab . de corelaţie 30 :

(425 x 1629961) -  (55698 X12429)
r yz — ■ — —0,753.

y  [(425 X 7300920) -  (55698)*] [(425 X 364907) -  (12429)*]
V.TREBICI
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Volumul operaţiilor de calcul poate fi redus, dacă se consideră valorile micşo
rate  ale variabilelor corelate (tab. 31 ):

(425x1095) -  (23x104)

Y [(425 x 1469) -  (23)2] [(425 x 1450) -  (104)»]
= 0 ,75 .

(—* Tabel de corelaţie).
Tabelul lui Pearson a ra tă  că, dacă num ai o su tă  de m ăsuri cuplate erau sub 
efectul hazardului, probabilitatea pentru  valoarea absolută a lui r  de a de
păşi 0,25 a r fi inferioară lui 0,01 (in aplicaţie, volumul eşantionului =  425). 
Dacă, deci, se infirmă că rezultatu l obţinut r  =  0,75 nu se datorează haza r
dului, ci corelaţiei statistice care există în tre mărimile observate, se riscă să 
se comită o eroare : probabilitatea acestei erori este cu m ult inferioară lui 0,01. 
Se consideră deci că intre cele două variabile există o corelaţie pozitivă (varia
ţiile in acelaşi sens) sigură sau că valoarea r  =  0,75 este foarte sem nificativă 
la p ragul de probabilitatea 0,01.
Postulatele corelaţiei lui Pearson. Postulate subiacente aplicării e.c. im aginat 
de Pearson.
Principalele postulate s î n t : recliliniarifalea (liniaritatea) relaţiei în tre  varia
bilele cercetate şi omoscedasticitatea. Satisfacerea prim ului postu la t poa te  fi 
apreciată m ai in tîi prin simpla examinare a liniei de regresie empirice * : o 
linie aproxim ativ dreaptă. Micile divergenţe cu rectiliniaritatea sîn t adesea de 
pu ţină im portanţă. Dacă, dim potrivă, se observă că linia de regresie a re  o 
tend in ţă  dc a se curba intr-un fel sau altul, se recom andă să se renunţe  la e.c. 
in favoarea raportului de corelaţie, care este de în trebuinţare mai generală şi 
mai exact. Un al doilea mod de a examina liniaritatea.ss^w aU îfază cu a ju to ru l 
unui tes t precis principiu gegeral constă fn
» “Jweteca tmportarfţjrabaietîîintre k*. ştrăporfuî de corelaţie. Dacă această 

' abatere se dovedeşte considerabilă, înseamnă că relaţia nu este lin iară. Un 
al doilea postu lat pe care se întemeiază folosirea c.c. — om oscedasticitatea — 
presupune ca dispersiile condiţionate (in sinul coloanelor, respectiv  în sinul 
rindurilor, —*■ Tabel de corelaţie) să fie aproxim ativ egale. în  fond, aceas tă  
condiţie este in mod satisfăcător îndeplinită cînd cele două repartiţii s în t si me
trice.
RAPORT DE CORELAŢIE ( Indice de corelaţie). N um ăr care m ăsoară, sub 
aspectul intensităţii, corelaţia curbilinie, definit de formula (cazul a două va ria - 
bile) :

rlVX r £  (y -  v ’ f
î  -

£  ( y  -  y f
respectiv

Y i  S  f a t e t  —  y f
* j _______ .
Ş  f - s ( y i  -  y f

O )

sau, ceea ce este acelaşi lucru

y)vx — f £  L y * ~ y f  

£  (y -  y f '
(2)

JR.c. joacă, în cazul corelaţiei neliniare, un rol analog cu acel al coeficientu lu i 
de corelaţie în cazul corelaţiei liniare. EI are la bază descompunerea disper sie i 
totale a variabilei dependente în dispersia valorilor empirice fa ţă  de valo rile
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teoretice (estim ate prin tr-o  ecuaţie de regresie neliniară) şi dispersia valo
rilor teoretice fa ţă  de medie. Compararea dispersiei valorilor teoretice fa ţă  de 
medie cu dispersia valorilor empirice de la medie dă r.c. Acest param etru este 
to tdeauna cuprins in tre 0 şi 1. Cantitatea 71®, fiind egală cu citul a două‘yx
valori non-negative nu poate fi in tr-adevăr inferioară lui zero. Ea nu poate 
fi deallm interi nulă decît dacă toa te  mediile condiţionate slnt egale între ele, 
presupunind, desigur cazul obişnuit, că există mai m ulte observaţii ale lui y 
pentru  anum ite valori ale lui x, ca în exemplul din tab  34., în care se găsesc 
datele necesare pentru  rezolvarea sistemului de ecuaţii normale :

—(y — y)~ f  — 2  (y — y*)2 f — 33,7312 — 7,8330 =  25,8982, conform formulei

Deoarece s-a rezolvat ecuaţia de regresie, calculul r.c. se poate efectua şi după 
formula ;

50 a +  5,5203 b =  241,2 

5,5203 a +  0,7265 b =  28,3714.

E cua ţia  de regresie hiperbolică este :

1
y* =  3,181 +  14,881- — .

x

Valorile y * sint trecu te  In tabelul 35, unde s-a calculat 

£ ( y -  y * f  f  =  7,8330.

Calculind

2  (y — y )2 f cu a ju to ru l datelor tab . 34.

1197,28 --------------- =  33,7312,

atu ne», conform formulei 1,

sau, scriind

(2)

7ll/z —
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Corelaţia dintre nivelul relativ al cheltuielilor de circulaţie şi volumul desfacerii mărfurilor
T a b e lu l  34 I«s

\  V

X

1^
 00 

co co 3 , 8 -
4 ,2

4 , 2 -
4 ,6

4 , 6 -
5 ,0

1O
 ^

IO o 5 , 4 -
5,8

5 , 8 -
6 ,2

6 , 2 -
6 ,6 fx

1
fx

X

1
2~ f*

X'2
UÎxy

i

1 8 -2 0 3 1 4 0,2105 0,0111 14,8 0,7789
1 6 -1 8 2 2 4 0,2353 0,0138 15,2 1,8941
1 4 -1 6 3 2 5 0,3333 0,0222 20,8 1,3867
1 2 -1 4 1 2 3 6 0,4615 0,0355 27,2 2,0923
1 0 -1 2 1 4 3 8 0,7273 0,0661 36,0 3,2727
8 - 1 0 1 1 2 1 1 6 0,6667 0,0741 31,2 3,4667
6 - 8 3 3 2 * 1 9 1,2857 0,1837 47,6 0,8000
4 - 6 2 3 3 8 1,6000 0,3200 48,4 9,6800

r* 5 8 9 10 5 5 4 4 50 5,5203 0,7265 241,2 28,3714
Vfy 18 32 39,6 48 26 28 24 25,6 241,2

y2/V 64,8 128 174,24 230,4 135,2 156,8 144 163,84 1197,28
1

----/iry
X 0,2755 0,5381 0,7619 1,0432 0,6508 0,7968 0,7111 0,7429 5,5203
i

0,0152 0,0372 0,0661 0,1162 0,0859 0,1332 0,1323 0,1404 0,7265

X 0,9918 2,1524 3,3523 5,0074 3,3842 4,4621 4,2666 4,7546 28,3714
reprezintă nivelul relativ al cheltuielilor de circulaţie (% ) ;

Tabelul 33

ij

y*
3 , 0 0 4,00 4,40 4,80 5,20 5,60 6,00 6,40 s ( » - i m

3,96
0,2196

3
0,3888

0,0016
1

0,0016
0,3904

4,06
0,2116

2
0,4232

0,0030
2

0,0072
0,4304

4,17
0,0289

3
0,0867

0,0529
2

0,1058
0,1925

4,33
0,1089

1
0,1089

0,0049
2

0,0098

0,2209
3

0,6627
0,7814

4,53
0,2809

1
0,2809

0,0169
4

0,0676

0,0729
3

0,2187
0,5672

4,83
0,1849

1
0,1849

0,0009
1

0,0009

0,1369
2

0,2738

0,5929
1

0,5929

1.3689 
1

1.3689
2,4214

5,31
0,2601

3
0,7803

0,0121
3

0,0363

0,0841
2

0,1682

1,881
1

1,1881
2,1729

6,16
0,3136

2
0,6272

0,256
3

0,0768

0,0576
3

0,1728
0,8768

0,8120 0,4853 0,3681 1,6626 0,3101 1,3883 1,4457 1,3609 7,8330
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ou dalele calculate

r
(3,181x241,2) +  14,881x28,3714)

(241,2)-
50

Vax —
1197,28 ■

(241,2)2
502

=  0,870.

Xotă. IC. Pearson a propus r.c . care nu implică nici o ipoteză apriori asupra 
formei le g ă tu rii:

Vvx

in care C*s  reprezintă media pătratelor abaterilor de la curba de regresie ij 
în x (curba descrisă de mediile condiţionale. ijx). Semnificaţia lui -qvx apare 
mai clară din calculul său sub formă transform ată :

Vax — F -  y f î i  

2  ( y  -  V f  f j

(-*  aplicaţia din vol. A. P iatier, Statistique et observation économique, t . I, 
p. 380-384).
COEFICIENT DE CORELAŢIE BISERIAL. Coeficient de corelaţie elaborat 
de K. Pearson pen tru  a m ăsura corelaţia în tre două caracteristici, d in tre care 
una este o caracteristică măsurabilă (cantitativă) şi a lta  o caracteristică cali
ta tivă  (atributivă) cu două clase de valori posibile. Poate fi u tiliza t ca un 
estim ator al coeficientului corelaţiei liniare in cazul repartiţiei normale bidi
mensionale.
COEFICIENT DE CORELAŢIE TETRACIIORIC. E stim ator al coeficien
tu lu i corelaţiei liniare intre două variabile, fiecare avînd cite două clase sau 
categorii distincte în cazul repartiţie i norm ale bidimensionale (sau repartiţii 
marginale norm ale).
CORELAŢIE MULTIPLĂ. Corelaţie în tre  o variabilă dependentă şi mai 
multe variabile independente.
Modelul are forma :

y  =  f(x j, *2 , . . ., *„) -f  e. (1)

Dacă se consideră e.in . liniară, ecuaţia de regresie se scrie :

y*  =  a + b 1x 1 + b i x 2 +  . . .  +  bn x„ . (2)

In sensul celor m ai mici pă tra te , coeficienţii a, bt , . . . ,  bn trebuie să asigure, 
pentru  o serie sta tistică , minim umul su m e i:

2 (p  -  y*) — 2  [y -  (a +  ba bz x2+  . . . +&„x„)]2. (3)
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Anulînd cele n  derivate parţiale ale acestei sume in raport cu a, b1,b i , . . . ,  bn, 
se obţin ecuaţiile normale :

na 4- fcjS Xj -(- x 2 +  . . .  4- bn £  x n =  £  y

a £  4- b i£  x*, 4- £  x , x 2 4- • • • 4- bn £  x ,x„  — £  y x j

<1 £ x 2 4- 6j £  XjXa 4- &•> 2  x |  4- • • ■ + H S i 2 x„ =  S  y x 2 (4)

a £  x„ 4- i ) iS x 1x„4-ft2£  x 2 x „ 4 - • • • +b„  S i *  =  S  gx„.

Exemplu. O aplicaţie in care intervin tre i variabile : ra ta  de n a ta lita te  (y), 
ra ta  generală de fertilitate (xj) şi ponderea populaţiei feminine în populaţia 
to ta lă  (x2).

Tabelul 36

\ Anii R ata  de natalita te  
(°/oo) V

R ata  generală de 
fertilitate (°/0o) x i

Ponderea populaţiei 
feminine in populaţia 

to tală  (% ) x2

1971 19,5 75 ,3 25,9
1972 18,8 72,7 25,9
1973 18,2 70,4 25,8
1974 20,3 79,3 25,6
1975 19,7 77,5 25,4
1976 19,5 77,3 25,1
1977 19,6 78,8 24,8
1978 1 9 ,î 77,7 24,5
1979 18,6 76,6 24 ,3
1980 18,0 74,8 24,0

Sursa: Anuarul statistic al R. S . România 1987.

Calculele au condus Ia ecuaţiile normale :
I. 10 a 4- 760,4 6X +  251,3 b2 =  191,30

II. 760,4 a 4- 57890,9 bt 4- 19102,8 b2 =  14559,99

III. 251,3 a 4- 19102,8 b1 4- 6319,57 b2 =  4809,05

şi ecuaţia de regresie
-18 ,8270  4- 0,2564 Xj 4- 0,7346 x,.

Ca şi în cr.zul regresiei simple *, coeficienţii regresiei m ultiple a ra tă  cu cit se 
schimbă variabila explicată a tunci cînd variabila explicativă respectivă se 
schimbă cu o unitate. Mărimea fiecărui coeficient al regresiei este o mărime 
„netă", cu ră ţa tă  de influenţele exercitate în mod indirect de celelalte variabile 
explicative specificate în model.
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Principiile regresiei simple se aplică şi în cazul regrcsiei multiple, dar calculele 
sint mai laborioase.
Pentru  a m ăsura gradul de legătură între o variabilă explicată !/ şi m ai multe 
variabile explicative x lr x 2 , . . . , x „  luate îm preună, se utilizează raportul 
c.m. (7î), dat de formula :

-  (y ~  VXlx2....rn)2

! (v -  v f
(ă)

Valoarea lui R  depinde deci de raportu l dintre dispersia valorilor determ inate 
pe baza ecuaţiei ele regresie liniară şi dispersia valorilor observate ale varia
bilei dependente. Cu cit valorile observate se abat mai pu ţin  de ia valorile 
calculate cu a t i t  coeficientul de corelaţie are o valoare m ai m are şi ca atare 
corelaţia este m ai intensă.
D acă s-a stabilit ecuaţia de regresie, coeficientul de corelaţie se calculează cu 
u şu rin ţă  după formula :

: V -f- frj S  Xjij +  £ x2!/-{- • . .  +  ănS  xng—
(S p)2

R  y .r 1x 2 . . . x n  =

■ r  —
&  !/)2

(6)

Coeficientul c.m. m ăsoară influenţa sim ultană a variabilelor independente 
x ,x 2 , . . . ,  x n asupra variabilei dependente ij.
Exemplu. Dacă se estimează, conform ecuaţiei de regresie m ultip lă (5), valo
rile i/* — ra ta  de nata lita te  si se aplică formula de calcul (5) al lu i R, re- 
zu ltă  :

Ry.xxx-i
0,0017
077242*

0,998.

Mărimea ratei de nata lita te  se află in dependenţă foarte strînsă f aţ ă de ra ta  
generală de fertilita te  ( x , )  şi de ponderea populaţiei feminine în populaţia 
to ta lă  (x2).
CORELAŢIE A RANGURILOR. Corelaţie în tre numerele care indică poziţiile 
in serii ale unităţilor după variabilele observate.
Cind variabilele nu sint susceptibile de măsurare sau cind nu po t fi m ăsurate 
cu precizia necesară, dar se pretează la o clasificare prin ranguri, a tunci acestea 
servesc ca bază pentru  a stabili o eventuală corelaţie. R angul ocupat de fiecare 
u n ita te  se interpretează ca indicativul unei m ăsuri şi se utilizează ca atare  
pentru calculul unui coeficient de corelaţie.
COEFICIENTUL LUI SPEARMAN. Coeficient de corelaţie liniară intre rangu
rile diverselor un ită ţi in cele două clasificări, a  cărui valoare este :

S =  1
6 I >

n(n2 — 1) *
în care :
S  este coeficientul corelaţiei rangurilor (propus de Spearman) ; 
d — diferenţa in tre ranguri pentru  fiecare pereche de observaţii ; 
n — num ărul perechilor de observaţii.
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Dacă se notează rangurile cu simbolurile folosite de obicei pen tru  valorile 
caracteristicilor corelate, formula de calcul (1) se deduce uşor din expresia :

£ (x  — x ) ( y  -  y )

f £ ( x  -  î ) 3 V £ ( p -  y f

într-adevăr, cele două serii x şi fiind constituite din primii n întregi, 
1, 2 ,. . n, avem :

£x=£i/ = n(n  +  1)
x  =  y  =

n +  1
2

apoi :

£ (x  -  x f  =  £ (y  -  y f  =  f j
(n +  l ) 2

n(n +  1) (2n +  1) n(n +  l ) 2 n(n +  1) (n — 1)
; 6 4 ~  12

Calculul lui £ (x  — x)(r/ — y )  se face comod prin relaţia :

2(x  -  x)(y -  y )  =  (x  -  x )2 +  (y -  y )3 -  [(x  -  x )  -  (y +  y ) ] 3,  

adică puntnd (x — x) — (y — y )  =  x — y  =  d

2£ (x  -  x )  (y -  V) =  £ ( x  -  î ) 3 +  £ ( j /  -  y ) 2 -  £ d 2 =  

n(n +  l)(n  — 1)

de unde re z u lta tu l:

adică :

n(n +  1) (n -  1) _  i_

12  2 "  

n(n +  1) (n — 1)
12

6£d*
S =  1 ------------------.

n(n2 — 1)

Pentru două serii de ranguri x şi y  identice, toate  diferenţele d =  x  — y 
s ta t nule şi S =  1 ;  este uşor de verificat că dacă rangurile sta t exact inverse, 
a tunci S =  — 1.
In trejaceste 'două extreme, S  este totdeauna cuprins între — 1 şi -f  1.
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Coeficientul corelaţiei rangurilor posedă deci p roprietăţi analoge celor ale 
coeficientului de corelaţie în tre  variabile măsurabile.
Exemplu. Un num ăr de 10 oraşe m ari din lume se clasifică — să presupunem — 
după  calitatea acrului (.r) şi îmbolnăvirile pulmonare (y), conform datelor 
iab . 37.

Tabelul 37

Oraşul

:
Rangul oraşului 
după variabila

-------------- i-------------- ;
* ! y

d (P

A 3 5 - 2 4
B 7 4 +  3 9
C 9 7 -|-2 4
D 1 3 - 2 4
E 2 1 +  1 1
F 10 9 +  1 1
G 4 2 +  2 4
H 5 8 - 3 9
1 6 10 - 4 16
J 8 6 +  2 4

Total - - - 56

6 x  56
S =  1 ---------------------- ---- 1 -  0,339 =  0,661.

10(102 -  1)
U n coeficient de corelaţie de 0,661 sugerează o legătură substanţială pozitivă 
in tre  cele două variabile, cel pu ţin  în oraşele considerate.
Thornton *) a publicat un  tabel pe care-1 socoteşte drept cea mai bună bază 
pentru a aprecia valoarea probantă  a lui S  cînd num ărul de cazuri (N ) variază 
în tre 2 şi 30 (-*■ tabelul 37 bis). S  =  0,661 este sem nificativ la nivelul de 
probabilitate 5% (Ar =  10, S  va trebui să atingă sau să depăşească 
m ărim ea lui 0,644).
Valorile indicate în  tabelul T hornton au to tuşi o valoare lim itată : ele au fost 
calculate în ipoteza că seriilifnu cuprind cazuri ex aequo.
Observaţie. Cazuri de ex aequo. De exemplu, dacă oraşele G, H , I  a r fi obţinut 
în prim a serie acelaşi rang, 4, a tunci fiecare din ele ar fi prim it rangul 5, 
ad ică  media aritm etică a rangurilor ocupate în fap t (4 +  5 +  6) : 3 =  5, 
D acă, de asemenea, D  şi E  a r  fi ob ţinu t acelaşi rang, 1, a r  fi fost clasate la 
rangul (1 4- 2) : 2 =  1,5.
Coefcientnl lui Kcndall. Coeficient bazat pe toate diferenţele rangurilor 
în tre cele două clasificări, definit do relaţia :

IC =
2 T

n(n — 1)
(2)

*) G. R. Thornton, The Significance of Rank Difjerence Coejficienis oj Corelation, in „Psychometriks’ 
a /1 9 4 3 ,  p . 2 !2 .
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Tabelul 37 bis

Coeficienţii corelaţiei rangurilor, care sîn t' semnificative la nivelurile 1% şi 
5% de probabilitate, după Thornton

-V 0,01 0 ,05 *V 0,01 0 ,05 Ar 0,01 0 ,05

11 0,764 0,626 21 0,571 0,450
2 ___ — 12 0,736 0,599 22 0,558 0.440
3 ___ — 13 0,711 0,575 23 0,547 0,430
4 ___ — 14 0,687 0,553 24 0,536 0,420
5 — 0.933 15 0,667 0,535 25 0,525 0,412
6 0,960 0,843 16 0*648 0,517 26 0,516 0.404
7 0,906 0,781 17 0,630 0,501 27 0,506 0,396
8 0,869 0,725 18 0,614 0,487 28 0,497 0,389
9 0 ,825 0,681 19 0,598 0,474 29 0,488 0,382

10 0,788 0,644 20 0,583 0,462 30 0,479 0,375

Se poate observa că dacă clasificarea relativă la (//) a r  fi aceeaşi cu cea care 
rezultă din clasificarea relativă la variabila (x), valorile rangurilor y  s-ar 
succeda în ordinea naturală  a n numere prime întregi. Orice modificare a acestei 
ordini se traduce deci prin fap tu l că există cel pu ţin  un rang (yj) m ai mare 
decît unul (yt) din cele care-1 preced. Se caută cuplurile care prezin tă această 
particularitate, asociindu-se lui ylt succesiv, j/2, yz, . . . ,  yn, apoi lui yz, succesiv,. 
Bv Ut>--->Vn e te- Pînă la yn_x şi yn.

Cuplurile pen tru  care ijj >  ijf se notează prin valoarea -f  1, iar cuplurile pen tru  
care y$ <  yt cu j  >  i, prin — 1. Suma algebrică a valorilor astfel obţinute 
se desemnează prin T  sau S.
X um ărul de comparaţii făcute fiind

(n — 1) +  ( n — 2) +  ( n -  3) +  .. 1 =
n(n  -  1)

raportul

T  2 T
n(n  — 1) n(n — 1) 

2

poate fi socotit ca un indicator de corelaţie.
Pentru clasificări identice, diferenţele sînt to a te  egale cu +  1 şi num ărul lo r 

n(n  — 1)
este -----------. Atunci K  =  1. Pentru clasificări exact inverse, diferenţele2
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sint toate  egalo cu — 1 şi num ărul lor este — -----  ; a tunci K  =  1. In afară

de aceste cazuri de legătură perfectă, coeficientul K  răm ine cuprins in tre — 1 
şi +  1.
Exemplu. Reluînd datele din tab. 37, oraşele sin t p rezentate în tab. 38 în ordinea 
crescătoare a rangului după variabila X. T  se determ ină după poziţia rangurilor f
lui y  (col. 2) în direcţia corespunzătoare ordinei prim ei serii (col. 1). |
Astfel, oraşul D, care ocupă prim ul loc in raport cu variabila x, se situează § 
pe locul al treilea în raport cu variabila y, avlnd în ordine succesivă oraşul E t  |

Tabelul 3S 1

Oraşul
Rangul oraşului 
după variabile D i f e r e n ţ e

X y — +

0 1 2 3 4

D 1 3 2 7
E 2 1 0 8
A 3 5 2 5
G 4 2 0 6
H 5 8 3 2
I 6 1 0 4 0

B 7 4 0 3
J 8 6 0 2
C 9 7 0 1

F 1 0 9 0 0

T o ta l : - - 1 1 34

de un rang inferior (— 1), oraşul A de un  rang superior (+  1), o ra şu ljG  de 
un  rang inferior (— 1) ş.a.m.d. (D . . .  — 2 +  7). T  =  — 11]+  3 4 ]=  23. 
înlocuind în formula (2) obţinem

2 x  23 
10(10 -  1)

46
90

0,511.

ţ.
•i
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PA RTEA  A PA TRA

INDICII ŞI SERIILE CRONOLOGICE

Această secţiune este consacrată prezentării unor concepte statistice care 
descriu variaţia în timp a unor fenomene. A tît indicii cit şi seriile cronologice 
sint elaborate ale statisticii economice.
în lucrările dc statistică descriptivă aceste probleme formează partea  finală, 
datorită  caracterului lor particular. Indicii, care au ap ă ru t cu aproxim ativ 
două secole în urm ă (—> Istoric), în legătură cu preocupările de a m ăsura 
puterea de cum părare a monedei, reclam ă un apara t m atem atic m o d es t; 
progresele recente au adăugat tra tă r ii indicilor aplicaţii ale teoriei sondajului 
şi ale calculului diferenţial şi in tegral în cc priveşte mai ales elasticitatea şi 
alte aplicaţii econometrice. în  schimb, seriile cronologice, elaborate de econo
m işti şi de statisticieni in legătură cu m ăsurarea şi analiza ciclurilor economice, 
s-au bucurat dc o dezvoltare m atem atică considerabilă, îm prejurare ce trebuie 
pusă în legătură cu progresele m ari ale prospectivei, ale diferitelor m etode de 
prognoză, facilitate şi ele de dezvoltarea metodelor de simulare electronică. 
Partea esenţială a seriilor cronologice, cunoscută sub denumirea de „analiză 
a seriilor cronologice", a fost dezvoltată, in ultimele 3 — 4 decenii, sub raport 
m atem atic, adăugindu-i-se o serie de metode noi.
Ca urm are, în tim p ce domeniul predilect al indicilor rămîne cel economic, 
cel al seriilor cronologice a depăşit sensibil acest cadru, cunoscînd aplicaţii 
în  cele m ai variate domenii, în afara celui economic.
Comun însă ambelor capitole este caracterul aplicativ  foarte larg al acestor 
noţiuni în domeniul vieţii social-economice. Zeci de variante de indici, ca şi 
de serii cronologice, pe perioade mai scurte sau mai lungi, se întîlnesc în toate  
publicaţiile statistice internaţionale şi naţionale. în  cele ce urm ează ne vom 
lim ita la prezentarea noţiunilor fundam entale cu recomandarea adresată 
cititorulu i de a consulta —ca şi pen tru  celelalte capitole—lucrările de specia
litate.

X. INDICII

IXDICE. N um ăr re lativ  rezu lta t din compararea valorilor unui indicator 
statistic , fie la diferite momente de tim p, fie în spaţii diferite, fie, în sfîrşit, 
în diferite categorii, constituite în raport cu o caracteristică oarecare. Mai 
general, i. oferă o m ăsură a schimbării relative a unor variabile sau a unei 
grupe de variabile în raport cu caracteristicile : tim p, spaţiu sau categorii 
specificate. Fie seria de valori în tim p ale mărim ii M , dispusă astfel : M a, M 1, . . . 
. . . ,  M t la datele succesive 0, 1 , . . . , / .
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In aceste condiţii, i- are formula generală :

M i
h/o  ( ă / ) =  —

M a

în care : M t — mărimea din perioada curentă *, iar M a — mărimea din perioada 
de bază *. I. m ăsoară variaţia relativă a mărimii M , fiind un num ăr pur (fără 
dimensiuni).
D upă practica încetăţenită, i. se exprim ă în procente ; atunci cînd însă valorile 
sînt m ari i . se exprimă Ia un ita te . De exemplu, indicele producţiei industriale 
din România în 1981 (baza 1950 =  100) a fost do 3400% sau, altfel spus, 
producţia industrială a crescut de 34 ori. în  raport cu noţiunile folosite în 
prezenta lucrare, i. poate fi un  num ăr relativ  pentru mărimile : a-, f, xf, Df, 
~l‘x[, x  etc., ceea ce presupune necesitatea unei definiri riguroase a m ărim ilor 
pen tru  care urm ează să calculăm un i„ precum  şi a unei clasificări a i.
Din punctu l de vedere al funcţiei, un  i. poate fi :
a) num ăr relativ  al valorilor unei mărimi în diferite perioade (sau momente) 
de tim p ; aceasta este accepţia cea mai generală ;
b) num ăr relativ  al valorilor aceluiaşi indicator în diferite spaţii, purtîncf 
term enul comun de i. teritorial (regional) * ;
c) num ăr relativ  al valorilor aceluiaşi indicator existent în diferite subcolec- 
tiv ită ţi (categorii sociale, de exemplu).
Acestor domenii clasice ale i., statistica din ţările socialiste, cu economie 
planificată, le anexează o funcţie nouă a i.
d) num ăr relativ  al valorilor aceluiaşi indicator din punctul dc vedere al planului 

şi al realizării.
Cum problemele metodologice au particu larită ţi num ai pentru  i. sub rap o rt 
tem poral şi i. sub raport teritorial, nu ne vom ocupa, în continuare, decît de 
aceste două funcţiuni ale i. I. pen tru  cele două accepţii mai poartă  denumirea 
de : i. cronologic şi i. regional.
Exem plul 1. Valoarea fondurilor fixe din unităţile  socialiste din România 
(la sfîrşitul anului) a fost de 561 774 milioane în 1970 şi de 1 786 443 milioane 
in anui 1981.

1 786 443
I  1981/1970 =  ----------— - • 100 =  318%.

' 561 774

Valoarea fondurilor fixe, in 1981, a fost de circa 3,2 ori mai mare ca în 1970, 
Exem plul 2. în  anul 1981 producţia medie de lapte pe o oaie a fost, la 
nivelul ţării, de 34 l i t r i ; in acelaşi an producţia medie dc lapte po o oaie, 
in ju de ţu l Suceava, a fost de 45 l i t r i :

I  Snceava/Rom ânia =  -------• 100 =  132,4%.
34

Exemplul 3. R e tribu ţia  medie ne tă  lunară a personalului m uncitor, în 1981, 
a fost de 2340 lei, cea a muncitorilor a fost de 2253 lei.

2253
I  muncitori/personal m uncitor =

2340
. 1 0 0 =  96,3% .
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Exemplul i . R ata  b ru tă  de m ortalitate a populaţiei R om âniei în  198t a fost 
de 10 decese la 1000 locu ito ri; aceeaşir a tă  în judeţu l Iaşi a fost de 7,7 decese 
la 1000 locuitori

Exemplul 5. Producţia globală a industriei din România a fost, în  anul 1970, 
de 307,2 miliarde lei, iar in anul 1980, de 936,1 miliarde lei (datele pe anul 1970 
■sint exprimate în p reţuri 1963 ; cele din 1980 — în preţurile de la începutul 
anului).

Volumul producţiei industriale a crescut de aproxim ativ 3,1 ori.
Exemplele de mai sus a ra tă  funcţiite i. pentru  tim p, spaţiu şi categorii. Ele 
a trag  însă atenţia asupra caracterului indicatorilor lua ţi în calcul. In exem plul 1, 
avem de a  face cu o masă foarte varia tă  de fonduri fixe (maşini, construcţii 
speciale etc.), În trun ită  intr-o singură expresie, cu aju to ru l valorilor, fă ră  de 
care nu s-ar fi pu t u t  face omogenizarea. în  exemplul 2, i. exprim ă ra p o rtu l 
dintre două valori care au fost calcula te  ca valori medii aritm etice ponderate, 
după formula :

Aceeaşi semnificaţie au exemplele 3 şi 4, num ai că în fiecare caz m edia a rit
metică ponderată s-a calculat diferit. Dacă luăm  exemplul 4, ra ta  b ru tă  de 
m ortalitate la nivel naţional s-a calculat după form ula :

7,7
I  Iaşi/România = ------ • 100 =  77%.

I  1980/1970 =  ■ ^ • 100 =  307,4%.
936,1

9

S f

cu alte cuvinte :

Xj
I — -ZT-

100 100

100

£  Px
100

9

£  P x ( Iaşi)

deci i* este :
100 100

£  « b P ?
m R

m  (Iaşi) 100 100

£  p ?
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Exem plul 5 este cel al unui i. al volumului fizic al producţiei *, care m ăsoară 
variaţia in tim p a unui agregat, compus din zeci de mii de produse, omogenizat 
cu a ju to ru l preţurilo r (de obicei constante sau comparabile).
De aici apare evident că i. ca num ăr relativ  exprimă nu num ai variaţia carac
teristicii x ci şi a frecvenţelor, respectiv a structurii frecvenţelor (Sf).
Se mai poate observa că mărimile care constituie obiectul măsurării cu aju torul 
indicilor po t reprezenta un nivel, corespunzînd unui punct în timp (de exemplu, 
valoarea fondurilor fixe la sfirşitul anului, preţu l unui  produs la o anum ită 
dată  etc.) şi un flux  (producţia industrială dintr-un an calendaristic, num ărul 
naşterilor într-o lună etc.)
Indicatorii de nivel se mai numesc indicatori de moment, iar cei dc flux — 
indicatori de interval, noţiuni exam inate la X I. „Seriile cronologice".
P rin urm are, mărimile care constituie obiectul indicilor sînt foarte variate 
ca domenii de aplicaţie şi uneori foarte complexe. Aceste mărimi po t reprezenta 
elem ente de n a tu ră  cantitativă sau extensivă (cantităţi de produse, num ăr de 
persoane) care po t fi aditive sau nonaditive. Notind cu Z  un clement can tita tiv  
de aceeaşi natu ră , volumul to talizat va fi 2 z  (acelaşi produs fabricat in mai 
m ulte întreprinderi) ; în cazul cînd aceste elemente sint nonaditive, omogenizarea 
lor se face cu aju torul unor coeficienţi de comensurarc num iţi ponderi *. In 
acest scop se foloseşte o caracteristică esenţială x ; volumul capătă expresia : 
Szx. Elementele po t fi şi de n a tu ră  calitativă (preţul unitar, re tribu ţia  indivi
duală etc.). însum area lor este lipsită de sens economic ; de aceea, nivelul 
lor to talizat va fi : Zxz, în care z îndeplinesc rolul de ponderi. Pentru aceeaşi 
caracteristică x, înregistrată la mai multe u n ită ţi ale unei colectivităţi (preţuri 
diferite la acelaşi produs), vom determina m ai in tîi media :

_ 2  xz . x'i 2  XjZj . 2  x0; 0
» = ------- » de unde : i . =  -~ — =  ---------- • ——------ *

D iferen ţa  d in tre aspectul can tita tiv  şi cel calitativ, ca şi caracterul concret 
al m ărim ilor de indexat reclamă o atenţie particulară la constituirea i. 
Consideraţiile exemplificative de mai sus ne duc la ideca unei clasificări a i. 
după diferite  criterii :
a) după sfera de cuprindere, i. poate fi : i- elementar * şi i. sintetic * ;
b) după perioada de comparare distingem : 
i. cu bază fixă  * şi i. in lanţ * ;
c) după n a tu ra  fenomenului, avem : i. al preţurilor *, i. al producţiei *, i. al 
costului vieţii * etc.
în domeniul propriu-zis al teoriei şi metodei 1. in tră  dc fap t num ai i. sintetic * ; 
acesta cunoaşte u rm ătoarele m o d a lită ţi:
d) după procedeul de c a lc u l: i. agregat*, 1. mediu* (aritm etic, armonic, 
geom etric) ;
e) după m odul de evidenţiere a influenţei structurii (factor cantitativ) : i. cu 
structură variabilă*, i. cu structură fixă*, i. al variaţiei structurii*.
Pe plan teoretic, există discuţii în legătură cu cele două funcţii ale unui
i. sintetic :
a) func/ia sintetică : i. m ăsoară schimbarea medie a unui fenomen complex 
o a reca re ;
b) funcţia analitică : i. descompune şi m ăsoară contribuţia fiecărui factor la 
schimbarea medie a fenomenului complex respectiv, cum a r fi, de exemplu.

V.TREBICI



217

contribuţia variaţiei preţurilor şi a can tită ţii la volumul to ta l al desfacerilor 
mărfurilor:
Termenul adop ta t în limba rom ână este cel de i. ; încercările m ai vechi 
(N. St. Genrgescu-Roegen, 1933) de a pune în circulaţie expresia de „num ere 
indice" (in cngl. : index numbers) nu au av u t succes, dealtfel ca şi in alte limbi, 
în  franceză, nombres indices a fost abandonat pentru  indices. 
Istoric. A pariţia i. datează din sec. al X V III-lea in legătură cu încercările de 
a măsura evoluţia p reţurilor şi a valorii banilor. Primii i. au fost din categoria i. 
elem entari sau simpli. D u to t (1738) a propus un  indice al p reţurilo r de tipu l :

Pi +  Pi + ■ ■ ■ +  Pn _ - P  
P 1 +  P2 +  . . .  + . P n ~  S P  ’

în care : p  — pre ţu l din perioada curentă ; P  — pre ţu l din perioada de bază. 
Economistul italian Gian-Rinaldo Carii (1764) a propus indicele de p re ţu ri 
sub forma unei medii aritm etice simple :

n \  P , P 2 .............  P„ )  n  ^  P

Carii a încercat să măsoare efectul pe care l-a av u t asupra puterii de cum părare 
a monedei afluxul do metale preţioase in E uropa după descoperirea Americii. 
E l a calculat rapoartele p reţurilor pen tru  tre i produse : griu, vin şi ulei pe 
perioada 1400 — 1750, făcînd o medie simplă a acestor rapoarte.
Prim ul indice ponderat îi aparţine englezului A rthur Young (1812), propus 
în lucrarea s a :  „A n E nquiry  into thc Progressive Value of Money", care 
a introdus coeficienţi pentru  im portan ţa  rela tivă a  diferitelor arlicole ce in tră  
în componenţa indicelui :

P  1k i -f- P n ^ n

P ik  , +  PŞ-2 +  . . .  +  P nkn

în care : k  — coeficient al im portanţei relative a fiecărui p re ţ (pondere), 
O a ltă  formă, folosind ponderi constante, propusă dc A. Young, a fost :

în care.:

c = ------ si Yc =  1.
E c' ‘

în  .Anglia, în revista „Econom ist", s-au publicat de către Tliomas Tocke şi 
■William Newmarch, in voi. VI din „Isto ria  p re ţu rilo r" (1838 — 1857) i. dc p re
ţu ri. Newmarch a publicat în „ Jo u rn a l of Royal S tatistical Society" (1859) 
o serie de I. folosind, se pare, pen tru  prim a da tă  expresia de index numbers. 
Un m om ent im portan t în teoria i. este legat de numele statisticienilor şi econo
m iştilor germani Etiennc Laspeyres * (1834 — 1913) şi Hermann Paasche* 
(1851-1925).

Şp* t
SPA-
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P rim ul a propus in 1864 un i. de tip  agregat, ce-i poartă  numele, folosind 
d rep t ponderi can tită ţile  de produse din perioada de bază ; al doilea, a form ulat 
un  i. agregat pentru  preţuri, folosind drept ponderi cantităţile din perioada 
curen tă  :

L
ZpQ  . S pş

------- si P  ~ --------- >
L PO  ' S P ?

in  care : q şi Q — can tită ţile  de produse din perioada curentă şi perioada 
de bază.
Un im puls teoriei i. l-a d a t economistul W. St. Jcvons in studiile sale : „A 
Scrious Fall in the Value of Gold ascertaincd and its Social Effects set fo r th "  
(1863) şi „T he Variation of Prices and  tlie Value of the Currcncy sinee 1782" 
(1865).
A. Marshall propune i. in lanţ * (1885), precum  şi un sistem de ponderare care 
să concilieze i. Laspcgres şi i. Paasche. Această idee a fost dezvoltată de 
F . Y . Edgeworth * (1845 — 1926); i. este astăzi cunoscut sub denumirea de
i. Fdgeworth (1887 şi 1889). T ot Edgew orth este cel care a  introdus noţiunea 
de „ tip "  in teoria i.
Sub rapo rt p ractic  este de consem nat formularea i. Dow-Joncs, dato rat ziaris
tu lu i H. Ch. Dow care 1-a lansa t in 1889, am eliorat de asociatul său, financiarul 
J o n e s ; acesta este i. valorilor industriale americane.
O contribu ţie  im portan tă  la teoria i. are L. von Borlkiewicz * (1868—1931> 
care, în tr-o  serie de stu d ii (1923, 1924 şi 1925) a propus o formulă pen tru  măsu
rarea diferenţei d in tre  i .  Laspeyres şi i. Paaschc, de tipul :

P(p) -  J.(p) =
S r ,y j  . 
Z r 0!/j

-XiVu

S r 0!/o
1 + r { V:

in care : a, — coeficientul de variaţie a i. indivitluali ai indicatorului
c a lita tiv ;

v( — coeficientul de variaţie  a i. individuali ai indicatorului
can tita tiv  ;

r ; i — coeficientul de corelaţie d in tre i. individuali ai indicatorilor 
x v calitativ  şi cantitativ .

O nouă fază tn teoria i. este m arcată de lucrările lui Irving Fisher * (1867— 
1946), in ca re  acesta a exam inat un  m are num ăr de i. Dacă pe vremea fui Que- 
telet existau 66 i., I. F isher inventariază 134. E l propune o scrie de condiţii — 
teste ale i. *— pe care trebuie să le îndeplinească un i. (reversibilitate, circula- 
r ita te  etc.), ajungînd la „form ula ideală" a i. care este media geometrică, 
în  lucrarea sa principală („The Making of Index N um bers", 1922) el stabileşte 
o clasificare a i. in : i. agregat, aritm etic, armonic, geometric, median şi moda). 
Şcoala de conjunctură economică de la H arvard  a dat un impuls im portan t 
teoriei i. prin lucrările lui W. M. Persons (1919, 1924 şi, mai ales 1928 : „T he 
Construction of Index Numbers), ale lui W. C. Mitchell („The Making and Using 
of Index Numbers, 1915, re luată  in 1938). In s titu tu l din H arvard  a publicat, 
din 1919, aşa-num itul barom etru, care cuprinde trei i. : a) de pc p ia ţa  efectelor 
(cursurilor de bază ale acţiunilor) ; b) de pe p iaţa m ărfurilor şi c) de pc p ia ţa  
financiară.
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Statisticianul englez A. L. Bowlcy (1869 — 1957) a dat, p rin tre altele, un studiu 
asupra i. („The Precision of Index N um bers", publicat in „ Jo u rn a l of the 
Roval Statistical Society", March, 1926).
Cu lucrările m atem aticianului francez F . Divisia (1925, 1926) se lărgeşte 
studiul i. în lan ţ (—<• I . Divisia *). în  perioada interbelică sin t dc sem nalat 
contribuţiile statisticianului italian Corrado G ini*  (1884—1965), econometri- 
cianului norvegian Ragnar Frisch*  (1894—1973). Un aport original are sta tis
ticianul sovietic A. A. Konius, cu i. ce-i poartă  numele („The Problem of the 
Truc Index of the Cost of Living", in „Econom etrica", nr. 7, 1939, publicat 
in iţia l în limba rusă, în 1924). E ste  de sem nalat că dezvoltarea econometriei, 
după înfiinţarea Societăţii de Econometrie (1930) ca şi lărgirea preocupărilor 
studiilor în domeniul cererii şi ofertei, al elasticităţii au stim ulat preocupările 
pentru i. O lucrare de sinteză este cea a lui B. M udgett. 
în  perioada postbelică studiul com parabilităţii internaţionale a  favorizat 
dezvoltarea i. M. Gilbert se ocupă de problema calităţii („Q ualily Changes and 
Index N um bers", 1961), problemă cercetată şi dc statisticianul indian P . C. M a- 
halanobis* (1893—1972). H. Theil (1960) se preocupă de găsirea celui mai 
bun i, liniar al preţurilor şi cantităţilor.
Cirnpul de aplicarea i. s-a extins considerabil in perioada postbelică, aşa cum 
se poate constata din publicaţiile O.N.U. şi publicaţiile naţionale. Un domeniu 
nou este abordat şi dezvoltat, în special în statistica sovietică, acela al i. teri
torial * ; contribuţii de seamă L. K azineţ, N. Peregudov, L. Şatunovski. 
în evoluţia teoriei i. s-au cristalizat două teorii în ce priveşte concepţia asupra i.
a) teoria statistică a  i„ potrivit căreia i. se poate aplica la orice situaţie, făcînd 
abstrac ţie  de ceea ce reprezintă fenomenele respective. începutul ei datează 
din sec. ăl X V III-lea şi a fost ilu stra tă  m ai ales dc Laspeyres, Paasche,
I. Fislicr,
b) teoria economică a i„  concentrată asupra problemei 1. p reţu rilo r la consu
m ator (aceas tă  teorie este preocupată in special de interpretarea economică a 
fenomenelor ce reprezintă conţinutul unui i.
Sub raportu l funcţiei i. s-au conturat dc asemenea două tendinţe :
a) concepţia sintetică a i .—i. reprezintă o caracterizare com parativă a nivelu
rilor fenomenelor economice ;
b) concepţia analitică a i .— i. este un indicator a l influenţei factorilor.
î n  statistica sovietică (L. Kazineţ, 1963 ; I. Paenson, 1970) predom ină tendinţa 
analitică, dar sint de sem nalat în ultim ii ani încercări de a concilia, pc plan 
teoretic, cele două tendinţe.
în  România, preocupări tim purii legate de teoria i. sint legate de numele 
m atem aticianului şi statisticianului N . St. Georgescu-Roegen (n. 1906), cu studii 
publicate în tre 1932 — 1940. V. Madgearu a folosit în lucrarea sa „E voluţia 
economiei rom âneşti după războiul m ondial" (1940) aşa-num itul „quantum  
index" al lui N. St. Gcorgescu-Roegcn, cu baza 1929, pentru  seria 1920—1938, 
la com erţul exterior.
O dezvoltare rem arcabilă a cunoscut teoria i. în perioada postbelică. L. Tovissi 
(1964) s-a ocupat de relaţiile dintre i. de tip  Laspeyres şi Paasche, stabilind 
o seric do relaţii im portante din punct de vedere teoretic şi practic. V. Urseanu 
(1962) şi s; Falcan-Popescu (1963, 1967) s-au ocupat de i. te r ito r ia l; numeroşi 
statisticieni şi economişti au dezvoltat funcţia i. ca instrum ent dc analiză a 
factorilor. Un studiu dc sinteză în domeniul se datorează Iui V. V. Dum itrescu 
(teza de doctorat 1977).
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Aplicaţiile i. în România sint de dată  re la tiv  recentă. Ziarul economic „A rgus“ 
publica un i. al costului vieţii (1916 =  100), cu 39 articole : 21 alim entare, 
9 nealimentare, 9 diverse. Institu tu l Central de Statistică publica in „B uletinul 
p reţurilo r" un i.  general şi a ltu l parţia l al preţurilor en gros şi de detaliu. în 
„A nuarul sta tistic  al R om âniei" 1937 şi 1938 (p. 592—607) găsim seria statis
tică privind preţu l mediu anual pc oraşe al alim entelor de origine anim ală, 
in num ăr de 17 ; preţu l mediu anual pe oraşe al alim entelor de origine vegetală, 
in num ăr de 31 ; preţu l mediu anual pc oraşe al combustibilului şi articolelor 
diverse (10 articole) ; preţu l mediu lunar la Bucureşti al articolelor de prim ă 
necesitate. Seria se referă la 70 de oraşe şi avea ca bază anul 1913. în  „A nuarul 
S tatistic al R om âniei" (1939 şi 1940) s-au publicat date privind i.  costului vieţii, 
în  perioada postbelică gama i. s-a lărgit, in prim a perioadă s-au construit : 
un i. general al preţurilor şi ta r ife lo r; un i. al preţurilor şi tarifelor p lătite  de 
salariaţi (i. costului vieţii), un i .  al preţurilor şi tarifelor calculate pe baza 
unei scheme fixe de consum („coşniţă").
în  evoluţia i .  preţurilor, se constată  urm ătoarele etape (V. V. D umitrescu, 
1977) :
a) etapa 1947—1951 : se calculează i. pentru un  num ăr restrins de localităţi, 
folosindu-se datele din bugetele familiilor de m uncito ri;
b) etapa 1952—1954 : pe baza unificării preţurilor a devenit posibil un calcul 
a l i.  la nivelul ţării, cu un nom enclator de circa 200 produse ;
c) etapa 1955—1974 : un i. cu sferă completă care reflectă to talitatea mişcă
rilor de p re ţu ri cu am ănuntul. I. se stabilesc pe grupe de produse, familii de 
produse şi pe to ta l comerţ socia list;
d) de la 1 ianuarie 1973, se introduce sistemul de urm ărire a preţurilor de 
producţie şi de livrare din industrie, pe baza metodei excepţiilor. Se calculează 
un  i .  arm onic pe to ta l industrie, pe ministere, pe principalele d estin a ţii;
c) la 1 ianuarie 1975 s-a introdus sistemul informaţional de urm ărire a p re ţu 
rilor cu am ănuntul.
în  p rezent se p ractică urm ătorii i. (AI. Bulgaru, 1982) :
1. I .  p reţu rilo r de producţie şi de livrare pen tru  industrie (i. armonic) ;
2. 1. p reţu rilo r produselor agricole care au fost vîndulc către fondul de s ta t 
şi pe p ia ţa  ţărănească, pc baza unui nom enclator de 42 produse principale 
(33 vegetale şi 9 animale) ;
i. este un tip  agregat ;
3. I .  preţurilor cu am ănuntul şi al tarifelor care întruneşte p a tru  i.  : i.  preţurilor 
cu am ănuntu l din com erţul socialist ; i. preţurilor pe piaţa ţărănească ; i. ta ri
felor pen tru  serviciile prestate de un ită ţile  socialiste ; i. tarifelor pen tru  serviciile 
p res ta te  de meseriaşii necooperativ izaţi;
4. J. costului v ie ţ i i ; ponderarea se face cu cheltuielile totale ale populaţiei 
din bugete de familie.
P reţurile  p racticate  pe p iaţa  ţărănească se culeg, după m etoda sondajului, 
de pc un num ăr de 270 pieţe din 95 oraşe, reprczentînd 80%  din totalul 
vînzărilor. în  ce priveşte cheltuielile din bugetele de familie, ele sint clasificate 
în 79 grupe alim entare şi 52 grupe nealimentare. Calculele se fac diferenţiat : 
pe m uncito ri, ţărani, intelectuali-funcţionari şi pensionari, apoi pc grupe de 
ven itu ri, pe u rban  şi rural.
în  „A nuarul S tatistic al Republicii Socialiste R om ânia" se publică numeroase 
serii de i., cu baza 1938, 1948, 1950 şi cu alte baze.
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INDICE ELEMENTAR (individual). I . ce m ăsoară variaţia unui element 
în tim p, spaţiu sau pe categorii, de t i p u l :

x< ft
U/o (x) = ---- - U/o (0 = —

*o  fo

Şi

Ulo (*f) =
xţfţ

Xofo

Se notează cu i. (mic). Cele mai frecvente a p lic a ţi i: 

— i.e.(i.) de p r e ţ ;

t , . Pt .
l t /o (p )  = ------ >

P o

— i.e.(i.) de can tită ţi :

‘i/o ( ? ) = — > 
' ?o

i.e.(i.) al valorii unui produs :

Vo (<7P) =
<ltPt

QoPo

in care : / — perioada curentă, 0 — perioada de bază.
Cum s-a mai spus, teoria i. nu se ocupă de i. ind iv idua li; to tuşi, aceştia consti
tuie obiectul i. mediu (aritm etic, geometric etc.)
I.e.(i.) răspunde la trei te s te : testul de reversibilitate *, lestul de tranzitivitate* 
şi testul de circularilate *, condiţii pe care nu le au i. sintetici.
INDICE SINTETIC (total, general). N um ăr re lativ  ce m ăsoară varia ţia  
unui  fenomen complex, compus din elemente ce nu po t fi comensurate nem ij
locit, adică din elemente nonaditive. V ariaţia se înţelege in raport cu 
tim pul, spaţiu l sau o categorie oarecare. Form a sa generală este de i. agregat. 
în tru c it variabila sau variabilele, în combinaţiile lor, po t avea expresiile 
2c, Sex şi S xz  num ite şi agregate, un i.s. (t.g.) capătă formele urm ătoare :
a) pen tru  caracteristica can tita tivă r  :

(aditivă)

h (nonaditivâ)
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b) pen tru  caracteristica calitativă x :

I -X (elemente cantitative aditive)

(elemente cantitative non aditive). i
■'■jr

PONDERE. Coeficient tic comcnsurarc folosit la calculul unui  indice sintetic f 
p en tru  o colectivitate de elemente necomensurabile nemijlocit, avind drept 
funcţie  :
a) comcnsurarea elementelor necomensurabile ;
b) stabilirea im portanţei relative a fiecărui element în colectivitatea statistică. 
A taşarea preţu lu i u n ita r la cantităţile  fiecărui produs perm ite obţinerea unui  
ag regat :

q'p' 4- q"p"  4- . . .  4- qnpn =  2  qp  (cazul a).

Întrunirea i. individual Intr-un 1. sintetic se face prin ataşarea unor p. de tipul 

piqi
-----r — (—► coeficient bugetar *) (cazul b).
S  plql

P . se notează cu w (in engl. : weight) ; in unele lucrări se foloseşte simbolul o . 
INDICE SIMPLE. Form ă de i. in care nu intervin ponderile.
Exemplu. O medic simplă de i. individuali ai preţurilor. (—> Indicele preţurilor*.) 
INDICE PONDERAT. Form ă de i. în care se folosesc ponderi. Teoretic 
orice i. sintetic este un i. ponderat.
INDICE GENERAL. I. sintetic construit pentru o colectivitate. Exemplu. 
Indicele general al preţurilor cu amănuntul. I se mai spune i. to tal.
INDICE PARŢIAL (de grup). I. sintetic construit pentru  o subcolectivitate 
sau un grup. Exemplu. Indice de grup al preţurilor produselor pe piaţa ţărănească. 
Metodologia unui i.p. (g.) nu diferă de cea a unui i. genera l; diferenţă constă 
in  num ărul de elemente luate în calcul.
Deci perechile de i. sînt :
a )  individual (elementar) — sintetic
b) simplu — ponderat
•c) general — parţia l (de grup).
D e obicei, i. general sau to ta l este considerat sinonim cu i. s in te tic ; i.p. (g.) 
se întilneşte uneori cu denumirea de subindice.
INDICE AGREGAT. I. sintetic de tipul cel mai general; forma fundam entală
a i. sintetic, în care mărimile ce. se compară au expresia unor agregate :

_ 2 —j.x 'o
hio(x) — v  ?* h io(: ) =  "

- j X q Zq —' '  0 X  o

Ponderile i.a. pot fi cele din perioada de bază sau din perioada curentă.
U n i.a. este un i. mediu * ; forma sa prim ară este de medie necxplicită ; In 
condiţiile unui  anum it sistem de ponderare i.a. devine o medie explicită 
a  i. individuali.
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Tipurile fundam entale de i-a. sînt : i. preţurilor * şi i. cantităţilor sau volumului 
fizic al producţiei.
PERIOADĂ DE BAZA (de referinţă). M oment de tim p sau perioadă care 
constituie baza fa ţă  de care se com pară o m ărim e in cadrul i.
Este egal cu 100, în mod convenţional, iar perioada se notează cu 100. Exem plu :
I. volum ului fizic al producţiei industriale are d rept bază anul 193S (1938 =  
=  100), sau 1950 (1950 =  100), sau unul de sfirşit al fiecărei perioade cincinale 
(1955 =  100, 1975 =  100, 1980 =  100). Se notează cu 0. Exemplu. S ?0Po- 
PERIOADĂ CURENTĂ. Moment de tim p sau perioadă a cărei mărime ac tua lă  
se com pară cu m ărim ea din perioada de bază. Sc notează cu 1. Exemplu. 'E(hpJ. 
Cind avem de a face cu o serie de indici *, mărimea din perioada curentă 
se notează cu t (t =  1, 2 , __ _ n perioade).
INDICE MEDIU. Medie a i. individuali, ponderată sau neponderată.
Indice mediu aritmetic. Medie aritm etică, ponderată sau neponderată a i. 
individuali.
Indice mediu armonic. Medie armonică, ponderată sau neponderată, a i. 
individuali.
Indice mediu geometric. Medie geometrică, ponderată sau neponderată a i'. 
individuali. (—» Indice Fishcr).
Indiee median. Valoare mediană a i. individuali dintr-o repartiţie  sta tistică  
a i. individuali, cu valori aranjate în  ordine crescătoare. Se utilizează foarte  
rar.
ludice modal. Valoarea modală a i. dintr-o repartiţie  statistică a i. individuali. 
Se utilizează foarte rar.
SERIE DE INDICI. Şir de i. individuali sau sintetici în care num ărul de pe
rioade este de cel puţin  trei (t ^  3).
în aceste condiţii se pun probleme precum : alegerea bazei, sistemul de pon
deri constante sau variabile, i. cu bază fixă şi in lan ţ (—* şi serii cronologice). 
Indice cu bază fixă. I. dintr-o seric de i. în care compararea se face în perm a
nenţă  cu mărim ea din perioada de bază, care răm îne neschimbată, 
în cazul unui i. in d iv id u a l:

d/o

în cazul unui  i. sintetic : 

h /  o =

Indiee iu lanţ. I. dintr-o serie de i. în care compararea se face în mod succesiv 
intre mărim ile din perioade a lă tu ra te , 
în  cazul unui i. individual :

ro . - V o  . t S i,

SXq*0 S r0' 0 ’ ' ' ‘ ’

d / f - i  =  ■
-f 

zt-1
în cazul unui i. sintetic :

b S x 2r0 
,I , ~1 v x ,, ’ -— x0'0 - a l-0 -*»-1-0
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Indice cn ponderi constante. I. sintetic dintr-o scrie de i. in care ponderile 
răm în neschimbate indiferent de num ărul perioadelor.

S l j  w 0 m 2  x s w 0 _ 

2  Xq Wq —i X q Wq

2  Xt w 0-------- 9

2  x 0 w a

în care : w„ — ponderile din perioada de bază.
Indice cu ponderi variabile. I. sin tetic  dintr-o serie de i. în care ponderile se 
schim bă cu fiecare perioadă.

If/f-i
2  x 1 11,’j  S l 3 W2 

2  x 0 w x J 2  x x t r 2

2  x t  U’t 

2  r t - i  w t

INDICE LASPEY11ES. I. agregat în care ponderile i. sîn t cele din perioada 
de bază. N otînd cu p — preţurile şi cu q — cantităţile, vom avea :

£(p) =
2  P i  <ia ,
2  Pa 9o ’

¿(9) =
2  Po<?i
2  p 0 9o

INDICE PAASCIIE. I. agregat în care ponderile i. sînt cele din perioada 
curentă :

P(p) =
2  Pi ? i .
2  Po 9 i  ’

P(P) =
2  P i  9 i  .  

2  P i  9o

INDICE EDCiEWOItTII (Marshall-Edgcworth). I. în care ponderile i. sint 
cele din perioada de bază şi perioada curentă. Pentru preţuri, i.E . este :

2  {P, (9o + 9i)} . 
2 {Po (9o +  9i)}

INDICE „IDEAL" FISIIEU. Media geometrică a i. Laspeyrcs şi i. Paasche. 
Pentru  p reţuri

F  =  Ÿ L P  =
1 f  2  P i  q 0

j  2  Po 9o
X

2  P i  9 i  t 

2  Po 9 i

INDICELE DIVISIA. I. în lan ţ instantaneu. în  cazul indicelui preţurilor, 
considerind că preţurile şi cantităţile  variază continuu :

D  -f- ÛD 

D

PHM U)

ă t j t  =

p '{ (t 4- dl) 

p‘(0
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= 14----—----------  d/ = Pt+ot/t-

Ş  qHQpHt)
i

Dc aici :
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'*  ^ ¡ qHOp 'HO r
Dt/o(p) =  tx P \  -------------- *

j  £  «HOp HO
Lo < J

=  exp
r- 0

punînd

Ş  q H O p 'H t )
i

X  ?*(0p *(0
<

Interesul teoretic al i.I). este de a prezenta proprietatea de circularitate, deci 
şi dc reversibilitate şi de înlănţuire :

Df/t(p) =  exp

r

?«)<!t

t

1.1). propus în 1926 a fost dezvoltat de Tornquist (1937) şi de H. Tiieil (1960). 
Forma obişnuită în care se întîlneşte i.D. este :

p a n i

Pot Qot ~ “--------  *
P t o H o

•=1

Logaritmind ambele părţi şi diferenţiind în raport cu t , se obţine :

1 . d P ot 1 dQot
Pot d/ Qq ţ d/

1
n

PitQit
»=l

dpu
~ d t

15 -  Q. 680 V.TREBICI
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Integrlnd ecuaţiile, obţinem :

l°g Pn

în care :

£  ̂c t  ( o  d i°g p a ,

h

e<(/)=
p»qu

£  P it  +  9 i»
i - i

Deci valoarea *01 depinde de evoluţia lui c((t) in tre t0 şi t1 ; c este ponde
rea diferitelor produse in bugetul to ta l (—► indicele preţurilor şi indicele costu
lui vieţii).
D acă valorile e,(<) sint presupuse constante în tim p (toate produsele au o elas
tic ita te  a  p reţurilor cererii egală cu 1), obţinem  indicele geometric :

nn = n
Dacă nu se face nici o ipoteză cu privire la Cf a tunci :

log P0J =  £  Ci log p (1 — log p i0 J  •

In care : c{ — media ponderată a valorilor cj la momentele t0 şi /
FORMULA BORTKIEWICZ. Form ulă de estimare a diferenţei dintre i. 
Laspeyres şi i. Paascbe. în  cazul i. preţurilor :

^i/o(P)
SPxgo .

Pllo (P) —
2 p j? i---------  9
2Po?i

de unde :

2Pi?o S P iîi Spi9o S p o9l
L i / o W  —  v  „  

^ P o ? j  ~ P o 9 o £po<Zi |_ S P o 9 o  ^P o9o  ^-PoQo

’ v  P i ?  1 
^-<Po9o ■

P i  v
^ P o î o  ¿ P o ? o

1 Polo P o  9o •

¿ i / o(p ) ^  Po<7o £ P o ? o  S P o î o  -1

Observăm că Intre parantezele mari avem : media ponderată a i. individuali 
cu w0 (ponderi din perioada de bază), media ponderată a i. individuali ai pre
ţu rilo r (ponderi H>0)şi media i. individuali ai cantităţilor. Prin urm are, expresia
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dintre parantezele mari este covarianţa ponderată a i. individuali ai preţu 
rilor şi cantităţilor :

P 1 /#  (P )  L ila  (P )  —
cov[/i/o(p) ; Ji/o(g)] , 

¿ i /o ( i )

Pentru can tită ţi :

Pi/o(<l) Pi/o (?) —
C O V [J l/o (p ) , *1 /0  (<?)] 

L l/o < J >)

în  general :
a) P <  L, cind în medie, p reţurile  şi can tită ţile  variază în sens opus ;
b) P  >  L, cind, in medie, preţurile  şi can tită ţile  variază in acelaşi se n s ;
c) P — L, cind preţurile  şi cantităţile  variază fără corelaţia liniară.
Prin urm are, sistemele de ponderare a  i. sintetici au im portan ţă  în ce priveşte 
diferiţi indici.
INDICE ARITMETIC MEDIU PONDERAT. I. sintetic reprezentînd o 
medie aritm etieă ponderată, după schema :

^i/o('z)
Sxzijt
2xz

Şi ^î/ofe) —
2  xziz 
2 x z

în cazul i. volumul fizic al producţiei, i.a.m .p. este :

SîoPoi« _
h /o (k )  = 2'70Pi>

în condiţii specifice de ponderare, i.a.m.p. este egal cu i. agregat.
INDICE ARMONIC MEDIU PONDERAT. I. sintetic reprezentînd o medie 
armonică ponderată, după schema :

A /ofe) —
2xz

Şi h/o(‘z)
2 - 7— xz 

î z

2  xz 

1
2  —— xz 

iz

în cazul indicelui preţurilor * i.a.m.p. este :

SpWi
^ i / o ( ! p )  —

S —  Pj îj

TESTE ALE INDICILOR. Condiţii pe care trebuie să le Îndeplinească i. indi
vidual şi i. sintetic. M ajoritatea testelor a fost form ulată de I. F isher (1922), 
cu prilejul căutării unei formule a „indicelui ideal". Introducerea testelor în 
teoria i. reprezintă contribuţia cea m ai de seamă a orientării m atem atice.
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Test de Identitate a indicelui I. pentru  perioada curentă trebuie să fie egal eu 1, 
dacă luăm  perioada eurentă drept perioadă de bază.
Test de reversibilitate in timp a indicelui. I. a două perioade din care prima 
este baza celeilalte, calculaţi cu aceeaşi m etodă trebuie — în cazul cînd facem 
ca perioada a doua să fie baza primei perioade — să ne dea valorile inverse.

1 1
D acă P 01 e s te ---- , P 10 trebuie să fie egal cu 2 — ------ .

2 0,5
Test al schimbării bazei indicelui. R ezultatu l îm părţirii a doi indici din două 
perioade diferite, calculaţi cu aceeaşi m etodă şi avînd aceeaşi bază trebuie să 
fie independent de alegerea bazei.
Test circular al indicelui. Produsul înm ulţirii indicilor in lanţ * succesivi, 
calculaţi prin  schimbarea bazei, trebuie să fie egal cu indicele cu bază fixă  * 
corespunzător :
Test de reversibilitate a factorilor indicelui. Produsul a doi factori — de exenw 
p iu , i. p reţu rilo r şi i. cantită ţilo r — trebuie să fie egal cu i. produsul acestor 
factori. A stfel, i. valorii este produsul i. preţurilor şi i. cantităţilor, deoarece 
schimbările valorii se datorează schimbărilor p reţurilor sau cantităţilor.
Test de proporţ tonalitate a indicelui. Dacă to ţi i. individuali sînt egali cu A l
i. sintetic  trebuie să fie egal şi el cu A.
Test de determinare a indicelui. I. sintetic nu trebuie să devină nul, nedefinit 
sau nedeterm inat dacă unul din i. parţia li devine nul, nedefinit sau nedeter
m inat.
Test de omogenitate (eomensurabilitate) a indieelni. Valoarea i. trebuie să fie 
independentă de schimbările un ită ţilo r de măsură.
N O T Ă . Cele m ai im portante t . : t .  de reversibilitate în timp : t. circular şi t. 
de reversibilitate a factorilor.
Teste ale indicelui elementar (individual). Condiţii pe care le satisfac i. ele
mentari :
a) t .  de reversibilitate în tim p ;

M iI i/o = ------* in  care : M  — marimea ;
M 0

de unde :

1
lo/i =  ~z—  ’ 

h/o
deoarece —*

M„ 1
M 1 M J M 0

b) t. circular :

M., M 2 .Mj
^2/0 =  h / i '  h /o ’ deoarece ——— #= ——-

M 0 M i M0

Această proprietate a i. in lan ţ este folosită şi pentru
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c) t. dc reversibilitate a factorilor

h l i -  h lo 'h /z  =  deoarece

1
^2/1 • h /o  — h/o  =  “ 7----•

h h

Dacă M  este produsul mărimilor h şi k, i. elem entar al mărimii produs este 
egală cu produsul i. mărimilor factori :

Dacă M t =  h fk t ,
atunci

h/o  (.V/) =  h ,o ( l‘) -h lo (k ) ,
deoarece

Aplicaţie particu lară  : valoarea =  p re ţ x  cantitate, de unde : i. elementar 
al valorii =  i. elem entar de preţuri X i. elem entar de cantităţi.
Teste ale indicelui sintetie. Condiţii pe care le satisfac i. sintetic.
Sistem ul de ponderare, folosirea ponderilor constante sau variabile sînt to t 
a tîtea  condiţii care influenţează t.i.s.
a) i. Laspeyres, Paaschc şi Fishcr nu răspund testului c ircu la r;
b) i. Laspeyres şi Paasche nu răspund testului de reversibilitate, în tim p ce 
i. Fisher are această proprietate :

F0/l (M ) =  Loil(M )- P 0/i(A/) =

_  1 1

Y P i / t W )  L lf0(M)

E ste locul să facem com paraţia dintre i. Laspeyres, Paasche şi Fisher. Dacă 
la m om entul 0 ponderea unui component in mărimea complexă M  o notăm  
cu w0, iar in perioada curentă cu wj (coeficienţii w joacă rolul frecvenţelor f  
ale unei variabile statistice). A tu n c i:
a) i. Laspeyres este media aritm etică a i. elementari ponderată cu w0 (peri
oada de bază sau de referinţă) ;

¿x/o (M )
IV I-o

~  — woh/o(M ) =  £  wQ * 
M 0

b) i. Paasche este media armonică a i. elementari, ponderată cu (perioada 
cu ren tă ):

1

> 1/0 (M)

UÍJ M„
-------------=  > w, ------- .
h /o  (M ) ^  M ,
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c) i. Fisher este media geometrică simplă a i. Laspeyres şi Paasche :

F i / o W  =/Lt fo (M)Pl/a (M)
d) i. Fisher este cuprins intre L  şi P, fiind o medie ;
e) i. Laspeyres şi Paasche sînt cuprinşi între i. elementari extrem i, fiind m ed ii; 
proprietatea este valabilă şi pentru i. Fisher :

min I l/o (.V /K  [P j/o  (M ), Fl/o (A/), Ljja(M )]  m a x / l/o(.Vf) ;

f) adesea P  este mai mic decît L, deoarece media arm onică este m ai mică 
decit media aritm etică ;
g) pentru  considerente practice, cel mai avantajos este i. L asp ey res .
în cele două aplicaţii fundam entale, la preţuri şi la can tită ţi, ce i doi i. se p re 
z in tă  a s t f e l :

Indice P reţuri (p) C antită ţi (q)

Laspeyres
^  Pi 
S  Po ?o —  v

j  , (n) Pa S  Pl q°
S Po V „  „

L (a) (>" "  ° 1
^  Po tfo Po % 1/OW/ ri V1 r» zvPo <?o p0 q0

Paasche
S Pl9l 2 P l9 l r. (a) 2 Pi 9!1 llo\P) v

v  Po ^  Po 9i
~ P i  ? i —

P i

1 llovi) - — „
v  % -  p j q0 
S  Pi <h —

?i

Reguli pentru construirea i. sintetici:
a. Form ula de bază a i. sintetic este aceea de i. agregat.
b. Un i. trebuie tra ta t  sistemic : in cadrul unui sistem de i, la un  feHomen com
plex, elementele sint factori, iar i. devin i. factoriali (-> I. analitic).
c. Ponderile trebuie alese în funcţie de natu ra  elem entelor componente ale 
m ărim ii complexe.
d. Perioada de bază trebuie aleasă in aşa fel incit să nu fie a fec ta tă  de acci
dente ;
e. Produsele (articolele) incluse in i. să fie reprezentative, să ţină  seama de 
calitate, de apariţia unor produse noi şi de dispariţia celor vechi.
INDICE ANALITIC. I. care exprimă influenţa unu i factor asupra u n u i feno
men complex. (—► Concepţia analitică a i.). în  aceste condiţii, i, trebu ie  să for
meze un sistem ; nivelurile unui factor se fixează ca m ărim i constan te  pen tru  
a se putea măsura variaţia celuilalt factor. Se aplică pe scară largă în analiza 
economică. (—* Determinarea contribuţiei factorilor la modificarea u n u i indica
tor complex.)
INDICE AL VALORII MEDII. I. sintetic al elementelor ca lita tive  d in tr-u n  
ansamblu de elemente aditive, avind expresia unui rap o rt in tre  n ivelu l mediu 
com parat şi cel de bază de com paraţie :

*0 Szj Szo
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Sâ se observe că fiind vorba de medii ponderate, mărimea i. depinde nu num ai 
de variaţia  caracteristicii x , ci şi de variaţia ponderilor, 
înlocuind ponderile z cu frecvenţa lor relativă :

De no ta t că nu frecvenţele absolute, ci cele relative, adică raportu l lor reci
proc, influenţează m ărim ea i.v.m.
Dacă în noul i. de form ă agregată introducem  i. individuali :

adică un i. mediu ponderat calculat din produsele i. individuali ix iz.
INDICE CU STRUCTURĂ VARIABILĂ. (-* Indice al valorilor medii.) 
INDICE CU STRUCTURĂ FIXĂ. I. al valorii medii din care s-a eliminat 
efectul struc tu rii :

Acesta este indicele factorului calitativ.
INDICE DE STRUCTURĂ (al schimbărilor structurale). I. al factorului 
structural de tipul : 2

z
2  z

(2  z* =  1)

i.v.m. devine un  i. de formă agregată :

I X

şi i. individuali ai frecvenţelor relative

r « V»
—  =  — i

acesta devine :

I
X

2  ixiz x0z0
2  XqZq

2  XqZq
9

în tru  cSt 2z0* =  2  z *  =  1,
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i: devine :

1 *<:*)
<

Cei trei i., eu sistemul de ponderare adoptat, constituie un sistem, iar relaţia ] 
dintre ei este :
I  cu s tructu ră  variabilă =  /  cu structu ră  fixă x 7 de s tru c tu ră  î

I J z ,  -) =  I-(x ) ! - ( - * )  =
v -  -* 
- x j * i

£ x , „*
j

Sistemul de i. prezentat mai sus are aplicaţie la analiza retribuţioi medii, a 1 
p roductiv ităţii medii, a p reţu lu i mediu, a diferiţilor i. demografici (de exem plu,7  ̂
ra ta  de m ortalitate). *j
INDICE STANDARDIZAT. I. ponderat cu ponderi standard *, reprezentînd 1 
proporţiile din colectivitatea generală, in vederea eliminării influenţei struc- j 
tu rii. Cea mai veche aplicare a  i.s. se datorează demografiei, în particu lar, la j 
analiza m ortalităţii.
Fie mx  — ratele specifice de m ortalitate după vîrstă şi Px — efectivele popu- , 
laţiei corespunzînd ratelor specifice, în care x — virsta (0, 1 , . . .  100 ani). 
R ata  generală de m ortalitate, cu semnificaţie de medie genera lă, este :

!00
Y l m-rPx

100

Putem  adopta In locul ponderilor absolute pe cele re la tiv e  :

Pr.P* — .
2R *

•i de unde £  P* =  1.

Presupunem că avem de com parat ra ta  generală de m ortalitate a două ju d e ţe  : 
A  şi B. I. va fi :

) =

100
% m iA> P ? A>
*=0

Y i ™(xB>P Î (B>
m j(A )

100

£  p V a>
x = 0

100

£ p î f£;
* = 0

m ^ B )

I. este un raport intre două medii, fiecare avlnd ponderile sale : mărimea 
ob ţinu tă  este influenţată a tî t  de variaţiile caracteristicii cit şi de variaţia 
ponderilor relative. Pentru a face comparabile ratele de m ortalita te  ale celor
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două judeţe se introduc in ambele formule ponderile relative ale populaţiei
României :

Din i. cu s tru c tu ră  variabilă, cl a devenit indice cu structură fixă  * şi deci 
influenţa unor struc tu ri diferite a fost eliminată. Procedeul se numeşte metoda 
directă de standardizare ; există şi o m etodă indirectă.
Noţiunea de i.s. şi de standardizare, elaborate iniţial de demografie, au căpătat 
o largă aplicare în cadrul comparaţiilor internaţionale şi al comparaţiilor teri
toriale în aceeaşi ţară.
(—► Indice terilcrial *).
PONDERI STANDARD. Ponderi, sub forma frecvenţelor relative, de tipul 

:  f
:* =  — — sau, mai general, f* =  -  ■ > stabilite pentru  o colectivitate

generală şi care se aplică la calcului i. pentru două sau mai multe subcolecti- 
v ită ţi aparţin înd  colectivităţii date.
INDICE TERITORIAL. R aport între mărimile unui indicator oarecare în 
spaţiu : pe ţă ri, în cadrul ţării — pe judeţe, oraşe etc. Astfel, raportu l dintre 
preţu l mediu al unui produs vîndut pe p iaţa  ţărănească dintr-un oraş, raporta t 
la p re ţu l m ediu al aceluiaşi produs v îndut în tr-un a lt oraş. Fiind vorba de 
compararea a două medii cu ponderi diferite, se folosesc ponderi standard*.
i.t, se construiesc pentru  comparaţiile internaţionale şi naţionale. Obiectul 
com paraţiilor teritoriale naţionale îl constituie preţu l mediu, preţu l de cost 
mediu, p roductiv ita tea  medie a muncii, recolta medie la hectar, retribu ţia  
medie a m uncii etc. Sistemul de ponderare are o im portanţă deosebită.
Se constată un interes deosebit pentru  i.t. în  perioada postbelică ; in literatu ra  
şi practica ţărilo r socialiste s-a dezvoltat considerabil teoria i.t. în ju ru l anilor 
1860. (—> Istoric.)
DETERMINAREA CONTRIBUŢIEI FACTORILOR LA MODIFICAREA UNUI 
INDICATOR COMPLEX. Aplicaţie a i. analitic pentru  m ăsurarea 
contribuţiei fiecărui factor la modificarea totală. Exemple : contribuţia pre
ţurilor şi can tită ţilo r la modificarea valorii totale, a p roductiv ităţii muncii 
şi a num ărului muncitorilor la modificarea volumului to tal al producţiei etc. 
Schemele folosite pot fi de tip aditiv, m ultiplicativ şi m ixt (aditiv-m ultipli- 
cativ).
Schema aditivă. Fie doi factori elementari x  şi z, cu i. complex (¡/):

I a /b (™) =
'Zm(xA>P*<R>

P*<R>M  X

y =  x  +  z.

Rolul celor doi factori x  şi z i

Vi  *r 1 F  * î  -T j— in form ă relativă : iv = ---- =  ----------= ----------  +
Ho ^ o + zo •r o+-o

— in form ă absolută (ca diferenţă) :

di/ =  y i - î / o = ( ^ i + ^ ) - ( ^ o + z 0) = (# ] x0) -j- (Zj z0).
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Schema multiplicativă cu doi factori :

x  =  - — » de unde : y =  xz. '
z

Holul factorilor x  şi z la modificarea lui y : ,
— în form ă relativă :

_  V i  _  x i z i  . .
i y  —  • —  ---- l x  • h  :

i/o XqZ0

— In form ă absolută :

d y  =  Vi-y« =  * i z j  -  x0z0.

In aceste condiţii întîlnim  aşa-num itul spor nedescompus. Numeroase aplicaţii 
s-au realizat în ultimele două decenii în acest domeniu, ţin ind  seam a in special 
de necesităţile practice. O expunere am plă a problemei aparţine lui L. Tovissl 
(1982).
M etoda rela tivă  a  ind icelu i. Metodă constind din construirea unui i. sintetic 
pe baza rapoartelor individuale. Termen folosit in statistica in ternaţională  
(în engl. : Relative method).
M etoda agregată a ind icelu i. Metodă constind din construirea unu i i. sintetic! 
p rin  raportarea agregatelor*. Termen folosit în statistica in ternaţională  (in engl. : 
Aggregatiae method).
R aportu l dintre cele două metode (pe exemplul retribuţiei), in care : r  — re tri
buţia (pe un muncitor) şi T  — num ărul muncitorilor.

284

Metoda „ re la tiv ă" Metoda „ag reg a tă”

Neponderat V  r * 2 > i

£ r 0

_  /*, E rxT
Ponderat E —  T

S r0r

T

Expresia de „ re la tiv " („m ărim e relativă") a fost folosită iniţial pen tru  „p re ţu l 
re la tiv", ca i. individual al preţurilor.
INDICE AL PREŢURILOIt. I. care caracterizează variaţia p re ţu rilo r unitare.
I. individual :

I  i i a ( p )  =  — ;
Po
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I. agregat :

/ i /o(p ) =
SPigi
S p 0?o

Şi
Spi?o .
v ------ »-Po9o

I. armonic mediu :

Ii/oOp) —
SPi9i

1
2 — Pj<7i 

ip

Cu sistem ul de ponderi adoptat i. armonic este egal cu i. agregat (ponderi din 
perioada curentă), adică i. Paasche.
In Rom ânia i. p re ţu rilo r folosit oficial este i. Paasche.
Preţurile p o t fi : de cost, de producţie, cu ridicata, cu am ănuntul, de unde o 
gamă largă de i. ai preţurilor.
Preţ absolut. P re ţu l în expresia sa concretă intr-o perioadă oarecare.
Preţ relativ . R ap o rt intre valorile unui preţ absolut in două perioade (n) :

Pi_
Pa '

P.r. este un num ăr fără dimensiune. Pe această bază se calculează media a r i t
metică simplă :

In statistica din România nu se calculează asemenea tipu ri de i . ; ei sînt in to a te  
cazurile i. ponderaţi.
INDICE AL COST ULEI VIEŢII. I. al p reţurilor cu am ănuntul şi al tarifelor 
serviciilor cum părate de populaţia totală, dc o categorie oarecare (personal 
muncitor, funcţionari, pensionari). Este deci un i. particular al preţurilor, 
în trucit i.c.v. serveşte la caracterizarea evoluţiei unui indicator im portant al 
nivelului de tra i şi este folosit practic pentru asigurarea unei corelaţii cu sa
lariul (retribuţia), se pun probleme deosebite în ce priveşte nom enclatura 
produselor, observarea preţurilor, perioada de bază şi sistemul de ponderare, 
în general, drept ponderi se folosesc cheltuielile medii curente ale unei familii 
mijlocii pen tru  cum părarea articolelor din fiecare grupă. I.c.v. este, în ultim ă 
analiză, un i. general compus din mai m ulţi i. parţiali (de grup).
INDICE AL TKEŢURILOR LA CONSUMATOR. (-> Indice al costului vieţii). 
COEFICIENT BUGETAR. Ponderea relativă a unui grup de articole şi servicii 
în to talu l cheltuielilor unei familii. N um ărul articolelor, de ordinul sutelor, se 
întrunesc pe grupe mari.
în România, stru c tu ra  cheltuielilor totale de consum ale familiilor de personal 
m uncitor şi de ţăran i cooperatori a fost, in 1981, urm ătoarea :
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Personal m uncitor Ţărani cooperatori
Cheltuieli totale de consum 100,0 100,0
1. Alimentaţie, şi băuturi 46,8 62,9
2. îm brăcăm inte şi încălţăm inte 17,6 14,2
3 . Locuinţă
4 . înzestrare cu bunuri şi cheltuieli

10,2 8 ,6

pen tru  întreţinere 
5 . Medicamente şi îngrijire m edi

7 ,5 4 ,6

cală 0 ,9 0 ,7
6. T ransport şi telecomunicaţii 8 ,1 4 ,0
7 . Cultură şi educaţie 5 ,4 2 ,8
S . A lte cheltuieli 3 ,5
Sursa : Anuarul statistic al Republicii Socialiste România 1982, p. 51.

2 ,2

Pentru  fiecare grupă se construieşte un i. parţia l (de grup). (-*  şi Istoric.) 
INDICE CU UTILITATE CONSTANTĂ. Form ă specială a indicelui costu
lu i vieţii *, care, in general, are d rept obiect m ăsurarea modificărilor ce s-au 
produs în costul vieţii unei persoane sau al unui grup de persoane cu gustu ri 
identice pen tru  bunuri. O u tilita te  u este asociată cu orice combinaţie de can 
ti tă ţ i  de bunuri care se ia în consideraţie. Persoana este presupusă a fi bine 
ad ap ta tă  la  situaţia dom inantă a preţurilor, în aşa fel înclt, d a t fiind venitul 
ei, persoana respectivă alege un set de can tită ţi care-i dau nivelul cel mai înalt 
de u tilitate. Pentru fiecare punct de tim p t, definind un set de preţuri, există 
pen tru  fiecare nivel al u tilită ţii u o cheltuială , n) care este cheltuiala 
cea mai scăzută pentru  a realiza pe u.
La punctul de tim p l0 se observă opţiunea persoanei pen tru  can tită ţile  şi chel
tuielile |i( t0, u0). Aceleaşi observaţii se fac la punctul lv  Dacă se poate afi ma 
că pen tru  persoana respectivă u0 =  n,, i. preţurilor pen tru  acest nivel de 
u tilita te  este :

Pi/o(uo)
F(*i "o) _ 
A to  uo)

I. se numeşte uneori ,,i. definit de indiferenţă” şi a fost propus de sta tistic ia- 
nul sovietic A. A. Konius (1924).
INDICE AL VOLUMULUI FIZIC AL PHODUCŢIEI (Indice al cantităţilor). 
I. care caracterizează variaţia  can tită ţilo r de produse sau m ărfuri.
I. individual :

h / o  (9 ) =  —
9o

I. apregat:

I. aritm etic mediu
S iţ  q0 p0

h/o  =  -------------- ‘

XQiPo
SÇoPo

S ç0 Pp
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In acest sistem de ponderare, i. aritm etic mediu este egal cu i. agregat. In 
România l.v.f.p. se calculează după formula Laspeyres.
FOARFECELE PREŢURILOR. R aport dintre i. produselor agricole şi aşa- 
num itul i. de p a r i ta te ; acesta din urm ă se calculează ca rapo rt d in tre i. pre
ţurilor produselor agricole vlndute la punctele prim are de desfacere şi i. de 
paritate al preţurilor p lătite  de agricultori cum părate de aceştia, plus dobin- 
zile, im pozitul funciar şi impozitul pe salariile p lătite  muncitorilor agricoli.
I. se calculează în  numeroase ţări pen tru  a caracteriza nivelul de tra i al pro
ducătorilor agricoli.
INDICE AL PUTERII DE CUMPĂRARE A MONEDEI. I. ce caracteri
zează schimbarea masei de bunuri şi servicii care poate fi achiziţionată cu 
aceeaşi can tita te  de b a n i; reprezintă mărim ea inversă a i. preţurilor :

. ___ S^iPo .
Jp S fiPr

RACORDAREA INDICILOR. Procedeu folosit in cazul unei serii de indici* 
pe o perioadă mare de tim p şi care, in esenţă, constă din aplicarea proprie
tă ţii i. în lanţ. Operaţia se mai numeşte „înnodare” a i. cu bază fixă cu i. 
in lanţ. De pildă, i. volumului fizic al producţiei, care a folosit pen tru  ciţiva 
ani anum ite p reţuri comparabile şi trece la  alte  p re ţu ri comparabile, va fi 
racordat, în cadrul seriei de i., astfel :

jT /o ^  ' ¿Iqhpij
q ~  S g jw  ~qi>pn

^Qt Pn

'S.çt-nPn

in ca re : pj, p n , . . . ,  pir sînt sisteme de preţuri comparabile anterioare
1 , . . . ,  h ; h +  1 , . . . ,  h +  k ;  T - N  T .
Această operaţie are un caracter aproxim ativ.
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X I. SERIILE CRONOLOGICE

SERIE CRONOLOGICĂ (serie in timp, scrie temporală, cronică). Şir de valori 
pe care le înregistrează, la  momente sau la intervale de tim p succesive, o va
riabilă de definiţie co n s tan tă ; prin urm are, un şir de valori care a ra tă  varia
ţia  volum ului populaţiei statistice sau a nivelului caracteristicii în raport cu 
tim pul (-»-VI., p. 123). Termenul de serie dinamică, adop ta t prin anii ’50 de 
sta tistica  rom ânească şi în tîln it uneori şi astăzi în manuale de sta tistică  ar 
trebui abandonat din cauza caracterului său imprecis. N. Georgescu-Roegen 
folosea, în  1933, term enul de „serie in tim p” , corespunzător engl. Tim e series. 
Expresia folosită în literatu ra  franceză este de „serie cronologică” pe care 
o adoptăm  în lucrarea de faţă.
N otind cu x  valorile variabilei şi cu t cele ale timpului, s.c., no ta tă  cu {xj}, se 
prezintă astfel : xv  x2 ,. . . x„, la momentele sau intervalele de tim p t v  t., . . . 
. . . ,  f„. în  formă tabelară, în tiln ită  în publicaţiile statistice :

Tim pul (t) Variabila (x)

h
12 as

In x n

i Se mai foloseşte no ta ţia  x pen tru  valorile tim pului şi y pentru  variabila consi
derată, şi uneori u ; vom avea deci yt sau u(. în  prezenta lucrare se folosesc 
notaţiile y (variabila considerată) şi x  (timpul). în  unele cazuri particulare 
se va folosi y, deci yt-
U nitatea de tim p cel mai des folosită este a n u l; sîn t cazuri cînd se adoptă  ca 
un ită ţi de tim p : ziua, săptăm îna, luna, trim estrul, perioade cincinale. Pentru  
a  pune tn  evidenţă particularităţile  unor fenomene (demografice, meteorolo
gice) se adoptă ca u n ită ţi de tim p ora şi chiar m inutul.
Volumul populaţiei statistice poate fi : num ărul populaţiei unei ţă r i sau uni
tă ţi teritorial-adm inistrative, volumul producţiei industriale sau agricole, 
iar nivelul caracteristicii — preţu l, productiv ita tea  muncii, n a ta lita tea , re- 

t colta medie la  hectar.

I
 Analiza seriilor cronologice. Operaţie complexă constînd din aplicarea meto*

delor statistico-m atem atice asupra s.c. empirice în vederea identificării ten-
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1

dinţei generale * de dezvoltare şi a a lto r p a rticu la rită ţi ale acestora. Pregă
tirea  s.c. pen tru  analiză cere calculul unor indicatori sintetici şi aplicarea unor 
m etode de ajustare a s.c.*. A . s.c. reprezin tă unul din capitolele cele mai dina
mice ale statisticii contem porane, cu numeroase aplicaţii în alte domenii. 
(-> Econometrie : Conjunctură economică.)
Valorile variabilei ca funcţie de tim p pot fi fixate la un anum it m om ent de 
tim p (la da ta  rccensăm intului, la sfirşitul sau la începutul anului, la mijlocul 
anului etc.) sau să se refere la  un interval de tim p (lună, an etc.)
Serie cronologică de momente. Seric de observaţii ordonate în tim p, expri- 
m ind stocuri : efectivul unei populaţii, valoarea de inventar a fondurilor fixe 
la sfirşitul anului etc. O asemenea s.c. mai este num ită discretă sau discon
tinuă, deoarece variabila este considerată discretă, iar valorile s îr t fixate la 
date echidistante.

Tabelul 39

Fondurile fixe in economia naţională a 
României in anii 1910— 1931 (in  valoare 
completă de inventar, la sfirşitul anulu i) 

— miliarde lei

Anul (x) Valoarea fondurilor 
fixe (y)

1970 757
1971 825
1972 S93
1973 977
1971 1075
1975 1203
1976 1325
1977 1451
1978 1521
1979 1719
1980 1864
1981 2(H9

Sursa : Anuarul statistic al R. S. România 1976p. 56; 1981, p. 9/ şi 1982, p. 44.

O asemenea s.c. nu se poate cumula, deoarece, volumul fondurilor fixe la  sfir
şitul anului 1970 se regăseşte in cea m ai m are parte în volumul lor la sfîrşi- 
tu l anului 1971 etc. Deci însumarea nu are sens din punctul de vedere al con
ţin u tu lu i; c.a este permisă pentru  considerente de calcul, pentru ajustări etc.
S.c.m ., cel mai adesea întiînite, s în t cele ce reprezintă num ărul populaţiei, 
al personalului m uncitor, al parcului de tractoare şi maşini agricole ctc., la o 
anum ită dată.
Serie cronologică de intervale. Serie de observaţii ordonate in timp, 
exprim înd fluxuri : producţia industrială sau agricolă pe un an, num ărul 
de născuţi vii în tr-o  lună sau un an, cantitatea de precipitaţii intr-o 
zi sau într-o lună etc. O asemenea s.e. mai este num ită continuă, deoa-

-■
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rece variabila este continuă şi poate iua un num ăr infinit de valori în limitele 
intervalului (lună, an etc.).

Tabelai 40
Producţia de tractoare a României in anii 1971— 19S1 

(în bucăţi)

Anul (x)
Producţia (//)

Anuală Cumulată

1971 30400 30400
1972 34883 65283
1973 38800 104083
1974 44550 148633
1975 50003 198636
1976 53911 252547
1977 59306 311S53
1978 65715 377568
1979 62494 440062
1980 70873 510935
1981 68093 579028

Sursa : Anuarul statistic al R. România, 7976, p. 117; 7980, p. 185 şi 1982, p. 94.

O asemenea s.e, se poate cumula : producţia to ta lă  de tractoare (Sg) în anii ' 
1971 — 1081 a fost de 579028, ceea ce revine în medic anuală la 52699 bucăţi : 
S  1/ 579023

n ~  11
S.c. poate fi priv ită drept repari i*ia unei populaţii sau unui nivel după o sin
gură caracteristică: timpul. De exemplu, seria anuală a producţiei de trac
toare corespunde repartiţiei num ărului de tractoare fabricate pe a n i : popu
laţia  sta tistică  este m ulţim ea de tractoare, iar m odalităţile caracteristicii 
sin t înlocuite prin unităţile de tim p (ani). în  general, se preferă to tuşi exam i
narea s.c. ca o repartiţie  după două caracteristici : nivelul fenomenului şi 
tim pul. Tim pul devine atunci o veritabilă variabilă în funcţie de care se 
analizează evoluţia celeilalte variabile — nivelul fenomenului, 
l 'n  model care explică felul în care sc dezvoltă seria ijt se num eşte proces şi 
se notează cu {ijt}. Dacă procesul arc anumite reguii probabiliste el este proces 
aleator sau slohastic (-» X II . p. 314).
Între repartiţiile  de frecvenţe şi s.e. există o serie de asem ănări şi de deosebiri. 
Pentru  repartiţiile  de frecvenţe ordinea cronologică nu are im portanţă : ana
liza acestora este o analiză statică. Pentru s.c., elementul principal este varia
ţia  în tim p, iar analiza devine o analiză dinamică. Din punctul de vedere al 
factorilor, se precizează că o repartiţie  de frecvenţe este supusă integral influ
enţei factorilor aleatori, în tim p ce s.c. este influenţată — uneori in proporţie 
liotărîtoare — de factori îicaleatori specifici. M ajoritatea observaţiilor ordo
nate după caracteristica tim p nu sin t independente intre ele şi de aceea cal
culele probabiliste care se bazează pe ipoteza independenţei reciproce nu sint 
aplicabile s.e. Metodele inferenţei statistice sint mai puţin  dezvoltate în dome
niul s.c. ; în schimb calculele sint m ult m ai complicate.
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In terdependenţa dintre observaţiile succesive, caracteristice s .c ., ne duce Ia 
noţiunea de aulocorelaţie *, pe care nu o Intllnim  in analiza seriilor în care 
observaţiile  sîn t independente. în tr-o  s .c .  există corelaţie între y0 şi ijt- 
Medie cronologică. Medie aritm etică particu lară  (-> Medie aritmetică), calcu
la tă  pen tru  s .c . de mom ent după form ula :

1 1
_ ” ?/i +  ffs +  - • ■ +

■ce se m ai poate scrie :

iti+Ue , !/2+!/3 , , Vn+i+n
—---------1------- —----- +  ‘ ‘ -t--------——

Pentru  s.e. de intervale media seriei se calculează după formula :

_  Sy 
y  = ----•n

Medie mobilă. Media aritm etică particulară, calculată din suma term enilor 
unei s.c., în care num ărul termenelor se deplasează sistematic.
Fie o funcţie y de tim p şi j/< valoarea lui y  corespunzătoare datei t (f =  1,2 . .  .). 
Se numesc m.m. pentru  p luni ale funcţiei y  mediile succesive ale funcţiei 
y calculate pen tru  p luni succesive şi raportate  la mijlocul perioadei 3

-  (  p + O  1 £  i  /  \i/p — ^ i -J-------—  J -— —  ¿ j yt+k — — ^ !/t+i +  y<« +  ••• +  yi+p j

D ala t +
P  +  1 

2
se află la mijlocul perioadei cuprinse intre datele t +  1 şi

t p.
M .m . este folosită în special la determ inarea variaţiei sezoniere *. N um ărul de 
term eni lua ţi în calcul diferă : 3, 5, 12 termeni. JExistă metode speciale în acest 
sens (de exemplu, m etoda lui Spencer cu 15 şi 21 termeni).
S.c. au ca domeniu principal fenomenele economice şi dem ografice; trep ta t, 
aplicaţiile au cuprins şi alte fenomene, ca cele meteorologice, psihologice etc. 
Cele mai m ulte metode şi modele privind s.c. au fost elaborate de economişti, 
demografi şi a c tu a r i; în ultimul timp însă contribuţia matematicienilor devine 
to t mai im portantă, in legătură cu analiza proceselor stohastice. (-»■ Istoric). 
Procesul complet de tra tare  a unei s.c. presupune mai m ulte faze şi o p e ra ţii:
a) Premisa fundam entală este obţinerea m aterialului statistic  şi sistem atiza
rea acestuia sub formă de s.c. Perioada de tim p poate f i : luna, anul, perioade 
cincinale. Pentru  analiza unor fenomene este im portant să se asigure informa
ţia  sta tistică  pe o perioadă de tim p cît mai mare : un secol şi mai m ult, In 
special pen tru  punerea în evidenţă a tendinţei seculare * ;
b) O s.c. este supusă mai in tîi observaţiei de descriere, realizată cu mijloacele 
statisticii descriptive; un loc im portant î l  are reprezentarea grafică a s.c., efec
tu a tă  cu historiograma * sau cronograma * (fig. 15 şi fig. 16 ne oferă două eXem-
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pic de reprezentare grafică a s.c. E x istă  o deosebire între historiogram a unei 
s.e. de m om ente şi a uneia de intervale.
Prim a este ilu stra tă  de fig. 71 b, cea de intervale de fig. 71 a.

A rLUXURI B STOGURI Mii. persoane+_i—'

1970 -71 -72 -73 -74 1975 -76 -77 -78 -79 1980-81 -82

10. : 

10.0 

Of..
f 9.»
T Q V
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-9.G.
1-94

9.3

92
9,'
9.0

0

Fig.
Fig. 71 a Producţia de oţel (mii. tone) 1970 — 1982 

71 b Populaţia ocupată (mii. persoane, la sfirşilul(anului) 1970 — 1982

Se rem arcă că s.c. de intervale are d rep t historiogram a o reprezentare asemă
nătoare cu histogram a *, fiind vorba de intervale. Ea poate fi însă transfor
m ată într-o reprezentare de tipul poligonului de frecvenţe *, aşa cum se prac
tică obişnuit :
c) S.c. este supusă apoi analizei, cu aju torul diferitelor metode şi modele sta- 
tistico-m atem atice, cu care prilej se realizează descompunerea seriei cronolo
gice *, identificarea componentelor serici cronologice *. operaţiile cele mai im
portan te  fiind ajustarea, interpolarea şi netezirea. Analiza s.c. este partea  cen
tra lă  a teoriei s.c. ;
d) ca urm are a analizei, s.c. devine ap tă  pentru  prospectivă şi prognoză, pe 
bază de extrapolare a tendinţei *. L egătura dintre aceste faze şi com plexitatea 
analizei po t fi ilustrate cu exemplul oferit de fig. 16 in care sîn t reprezentate 
evoluţia na ta lită ţii şi m ortalităţii populaţiei României (1871 — 1980) şi evo
luţia num ărului populaţiei (1877 — 1980). Dacă ne limităm la evoluţia rate i 
brute de m ortalitate (num ăr de decese la 1000 locuitori) pe o perioadă de 110 
ani constatăm  că tendinţa generală* este cea de scădere : aceasta este insă 
estom pată de anum ite variaţii anuale. De pildă, in  anii im ediat urm ători ce
lor două războaie mondiale, m ortalitatea a cunoscut o creştere, sub influenţa 
unor factori specifici. Mai m ult, dacă dispunem şi de valori lunare, constatăm  
o variaţie în cuprinsul anului care poate exprim a o influenţă sezonieră sau 
periodică. Fig. 82 ne a ra tă  varia ţia  lunară a căsătoriilor în mediul rural 
1957 — 1966, iar fig. 87 varia ţia  lunară a ra te i totale de fertilita te  1971 — 1980. 
La alte s.c. se poate observa, pe fondul unei tendinţe generale, o mişcare
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ciclică *, a lă tu ri de o mişcare sezonieră *. De asemenea, dacă urm ărim  o s.c. 
îm preună cu o a lta  putem  să identificăm  o corelaţie, care mai poate fi expri
m ată  sub form ă de corelaţie cu intirziere. De asemenea, s.c. le este propriu 
fenomenul de autoeorelatie *.
Istoric. începuturile analizei moderne a s.c. datează din cea de-a doua jum ă
ta te  a sec. al X lX -lea şi primele două decenii ale sec. al XX-lea, fiind legate 
de numele economiştilor Clement Jug lar (1819 — 1905), St. W. Jevons (1835 
— 1883) şi H. L. Moore care au încercat să evidenţieze o regularitate ciclică 
a oscilaţiilor fenomenelor economice. Dezvoltarea analizei s.c. a fost 
considerabil influenţată de preocupările privind ciclul economic*, studiul conjunc
turii economice *, teoria indicilor *, econometria *, iar, mai recent, prospectiva 
şi prognoza. Marile progrese recente sînt legate şi de aplicarea metodelor de 
simulare electronică şi de modelare economică. O contribuţie de seamă se 
datorează Şcolii economice de la H arvard  şi în specia) economiştilor Warren M . 
Persons * şi Wesley Clair Mitchell (1874 — 1948). La U niversitatea din H ar
vard ia fiin ţă, în 1917, Comitetul de Cercetări Economice (H arvard Committee 
on Economic Research), care editează „H arvard  Business B arom etcr” sau 
„Business Index” . Studiul conjuncturii economice (pe term en scurt) solicita 
m etode de analiză a s.c. W. C. Mitchell publică în 1913 „Business Cycles” , 
iar W. M. Persons publică în 1919 „Indices of Business Conditions” şi „Corre- 
lation of Time Scries” (capitol în „H andbook of M athematical S tatistics” , 
by H . L. R ietz, 1924). Potriv it teoriei lui W. M. Persons, puteau fi determ i
nate p a tru  tipuri de schimbări în s.c. : 1) schimbări care aveau loc in decursul 
fiecărui an ca rezu lta t al succesiunii ano tim purilo r; 2) schimbări datorate 
unei mişcări de du ra tă  sau tendin ţa  seculară care cuprinde un in terval mare 
de a n i ; 3) schimbări sau oscilaţii nesistem atice ; 4) oscilaţii ciclice sau în formă 
de unde care puteau fi periodice sau neperiodice şi care erau legate de perioa
dele de av în t sau de depresiune economică. Clasificarea lui W. M. Persons a 
răm as valabilă p ină în prezent. A lte contribuţii se datorează lui A. Aftalion 
(1874 — 1956) ; Lucien March, în 1905, a propus termenul de covariaţie pentru 
s.c paralele şi cel de covariaţie cu in tirz iere; K. Wiskell (1851 — 1926) a cla
sificat procesele cumulative ale ciclurilor economice prin analiza discrepanţei 
dintre ra ta  randam entului investiţiilor şi ra ta  comercială a dobînzii. O dată 
cu constituirea econometriei * (în ju ru l anilor 1930), analiza s.c. in tră  într-o 
nouă fază. S în t de m enţionat contribuţiile economiştilor R . Frisch, S. Kuz- 
ncts, J .  Tinbergen. în  1933, R. Frisch publică studiul „Propagation Problems 
and Impulse Problems in Dynamic Economics” , J . Tinbergen dă la iveală, 
In 1935, studiul „A nnual Survey : Q uantita tive Business Cycle Theory” , iar 
în anii 1938 — 1939 publică „S ta tis tica l Testing of Business Cycle Theory” 
(2 voi. Geneva). Economistul polonez M. Kalecki (1899 — 1970) publică, în 
1935, „A  Macrodynamic Theory of Business Cycles” . Economişti precum J . 
Schumpeter (1883 — 1956) şi J . M. Keynes (1883 — 1946), prin analizele lor 
asupra ciclurilor economice, dau un impuls studiilor privind s.c. în  istoria 
economică se consideră că cei ce au av u t cele mai im portante contribuţii la 
teoria ciclurilor economice şi la analiza lor sta tistică  sînt W. M. Persons, S. Kuz- 
nets şi J . Tinbergen. Li se adaugă, cu o contribuţie însem nată, K ondratieff, 
cu ale sale „Cicluri m ari” , po triv it cărora din 1790 plnă în 1940 s-au observat 
trei cicluri m a ri: 1792 — 1850, 1850 — 1896 şi 1896 — 1940. în  perioada post
belică intervin elemente noi în analiza s.c. J . Tinbergen şi L. R . Klein aplică 

■ m etode noi în analiza s.c. („Econom ic Fluctuations in  the U nited S tates” , 
,1950); S. Kuznets publică, în 1961, „C apital in the American Economy : Its
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Form ation and F inancing” . Se dezvoltă analiza spectrală * ; G. M. Jenkins 
publică, în 1957, „The Spectral Analysis of Time Series" ; J .  Johnston, in 
1963, publică „Econom ctric Models” . A utocorelaţici s.c. îi sîn t consacrate 
studii p rin tre care cele ale economiştilor O rcu tt şi Jam es (1948), problemele 
de testare a tendinei generale sîn t tra ta te  în studiile lui H . Wold, T. W. An- 
derson, H . Theil, G. T intner. Un m om ent im portant în istoria s.c. 11 reprezintă 
studiile lui B artle tl (1935 şi 1955) privind procesele slohastice.
O dezvoltare, im portantă cunoaşte analiza s.c. în legătură cu preocupările de 
prognoză şi planificare. E ste de sem nalat lucrarea fundam entală a lui G. E . P. 
Box şi G. M. Jenkins, „Tim e Series Analysis, Forecasting and Control” (1970), 
ale căror metode au devenit clasice. L. FI. Koopmans ne dă „T he spectral 
analysis of tim e series” (1974), în tim p ce G. Calot (1981) propune metode 
noi de analiză a variaţiilor lunare ale i. demografici şi de previziune a acestora 
pe term en scurt. Lui O. D. Anderson îi datorăm  monografia „Tim e Series 
A nalysis and forecasting — the Box — Jenkins approach” (1977). S-au orga
nizat, în ultim ii ani, sesiuni şi seminarii internaţionale consacrate analizei 
s.c. şi s-au publicat numeroase monografii.
La dezvoltarea analizei s.c au contribuit actuari, biometricieni şi demografi 
precum : P . Gompertz, W. M. Makeham, R. Pearl, L. Reed, ale căror curbe 
s ln t folosite pe scară largă : curba Gompertz *, curba Gompertz-Makeham *, 
curba logistică a lui Pearl-Reed * ; alţi actuari şi demografi au contribuţii în 
domeniul metodelor de ajustare , interpolare şi netezire : Sprague, Glover, 
Greville, King, Beers, J . Spencer, folosite dealtfel şi în domeniul repartiţiilo r 
de frecvenţă.
în  România, primele preocupări privind s.c. ca şi i. se datorează lui N. St. 
Gcorgescu Rocgen *, cu rem arcabile studii publicate în ţa ră  şi în stră inăta te , 
începînd cu anul 1930. Probleme speciale de ajustare , cu aplicaţii la s.c., au 
fost tra ta te  de Gh. Mihoc * şi O. Onicescu *. în  perioada postbelică sin t de 
sem nalat studii referitoare la caracterizarea ritm urilor medii datorate  lui Al. 
Froda, I. Marinescu, V. U rseanu*  (1914 — 1983), L. Tdvissi. Numeroase 
aplicaţii privesc metodele de prognoză şi de planificare, ca o continuare a 
analizei s.c.
DESCOMPUNEREA SERIILOR CRONOLOGICE. Operaţie statistico- 
m atem atică de identificare şi exprim are can tita tivă  a componentelor unei 
s.c. : tendinţa generală * sau tendinţa seculară *, variaţia ciclică *, variaţia 
sezonală * şi variaţia aleatoare * sau variaţia reziduală *. înain te de a aplica 
metodele analizei s.c., seria sta tistică  respectivă trebuie verificată dacă înde
plineşte, pen tru  întreaga perioadă de tim p, condiţiile de com parabilitate. 
Pentru  a elimina efectul variaţiei preţurilor se calculează şi se aplică indicele 
preţurilor * ; în  vederea eliminării efectului modificării num ărului populaţiei 
indicatorii s.c. se calculează ca valori pe un locuitor ; se a justează s.c. în fu n c 
ţie de num ărul de zile din fiecare lună, de num ărul zilelor lucrătoare şi ne lu 
crătoare.
Tendinţă generală (tendinţă seculară). Mişcare lină şi regulată a unui fenomen, 
in cadrul unei s.c., în decursul întregii perioade, reprezentînd o creştere sau o 
descreştere ; se notează cu T.
Variaţie ciclică (mişcare ciclică). Oscilaţii (fluctuaţii) în cadrul s.c. care expri
m ă particu larită ţile  ciclului economic * ; se notează cu C.
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Variaţie sezonieră (mişcare sezonieră). Caz particu lar de variaţie periodică *, 
reprezentind oscilaţii (fluctuaţii) ale s.c. în funcţie de anotim puri, luni sau zile ; 
se notează cu S.
Variaţie periodică (mişcare periodică). Oscilaţii ale s.c. in funcţie de perioadă. 
Variaţie reziduală (variaţie aleatoare sau accidentală). Oscilaţii (fluctuaţii) 
ale s.c. în funcţie de factorii aleatori sau întîm plători. Se notează cu R. 
Terminologie. 1) Se apreciază că folosirea expresiei „ tre n d ” in locul „ tend in ţei 
generale” şi a expresiei „ trend  secular” in locul „ tendin ţei seculare” nu este 
justificată, term enul de „ ten d in ţă” fiind suficient de clar pentru  semnifica
ţia  ce-o reprezin tă in cadrul analizei s.c. 2) Propunem  introducerea substan
tivului „şezonalitate” — term en ce lipseşte din D ELR — în locul term enului 
perifrastic de „caracter sezonier” . în  mod corespunzător vom avea „indice 
desezonalizat” (din care s-a elim inat influenţa sezonală).
Model aditiv al seriei cronologice. R eprezentare can tita tivă  a raportu lu i d in tre  
valorile s.c. şi componentele sale, presupunind o relaţie de independenţă a 
factorilor :

A = T  +  C - f - S + i ? .

în care : A  sau yt (sau «¡) reprezintă valorile observate (empirice) la un mo
m ent dat. Deci A  este suma celor p a tru  com ponente ale s.c. De aici rezultă ::
a) Seria din care se elimină tendinţa generală (seria cu tendinţa e lim in a tă ):

A  — T =  S +  C +  R-

b) Serie a ju s ta tă  în funcţie de influenţa factorilor sezonali :

a - s = t  + c + R-
Se presupune că S  este factorul predom inant şi că C +  R =  0.
e) Seria din care se elimină influenţa factorilor sezonali şi a tendinţei generale
(serie desezonalizată şi fără tend in ţă) :

A — T  — S =  C + R .

d) Seria din care se elimină tendin ţa  generală, influenţa factorilor ciclici ş i 
sezonali răm inînd numai influenţa factorilor reziduali :

A  — T — S — C — R.

Model multiplicativ al seriei cronologice. R eprezentare can tita tivă  a raportu lu i 
dintre valorile s.c. şi componentele sale, presupunind o relaţie de proporţio- 
nalitate a factorilor cu T  :

A = T x C x S x R .

Valoarea observată la un mom ent d a t este produsul factorilor (componenţi 
lor). De aici rezultă :
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a) Scria din care se elimină tendin ţa  generală :

A
---- =  S x C x R.

T

b ) Serie a ju s ta tă  din punctul de vedere al influenţei factorilor sezonali :

A
---- — T  X C X R.
S

Se presupune că S  este predom inant, iar C X R  =  1.
c) Seria din care se elimină influenţa factorilor sezonieri şi a tend in ţei gene
ra le  :

d) Seria cu factori reziduali :
A

----- -------- =  R.
T x S x C

Schema este generală şi nu se aplică în toate  cazurile. Dacă datele s.c. slnt 
anuale, a tunci nu se poate vorbi de o com ponentă sezonieră ; în cazul unei 
s.c. pe o perioadă scurtă  de tim p, com ponenta ciclică poate fi omisă. 
AJUSTAREA SERIEI CRONOLOGICE. Aplicarea unor metode statistico- 
m atem atice şi grafice adecvate asupra s.c. empirice in vederea evidenţierii 
a ceea ce este esenţial şi tipic in dezvoltarea fenomenelor reprezentate de s.c. 
şi care are caracter de lege sau regularitate. Ca rezu lta t se obţine o serie de 
valori calculate ale s.c. care înlocuiesc seria empirică. E x istă  numeroase me
tode  ; aplicarea lor trebuie precedată de o analiză m ultilaterală in care com
peten ţa , in tu iţia  si experienţa cercetătorului au o im portan ţă  deosebită. Meto
dele de a.s.c. se folosesc de asemenea pen tru  interpolarea şi extrapolarea unei 
s.c.
în  linii generale, metodele de a.s.c. se grupează astfel :
Metode de ajustare grafică a seriei cronologice. Metode ce constau în trasarea 
liberă şi aproxim ativă a unei curbe de către cereetător asupra unei s.c. empi
rice ; aceasta a fost în prealabil trecu tă  pe un  grafic, cu scară verticală aritm e
tic ă  sau logaritmică. (-*• Historiogramă). I se mai spune „ ten d in ţă  vizuală” 
<Gh. Mihoc şi V. U rseanu, 1962), corespunzătoare expresiei „courbe tracée à 
m ain levée” (in franceză) şi „free-hand curve” şi ,,by inspection” (In engleză). 
A  mai exista t şi expresia de „french curve” (in engl.), subliniindu-se prefe
rin ţa  statisticienilor francezi pentru  ajustarea grafică.
O asemenea a justare  are un caracter o rientativ  şi ne oferă primele inform aţii 
privind tendinţa generală * şi a lte  particu larită ţi ale s.c.
U n  exemplu de a ju s ta re  grafică a unei s.c. este prezen tat în fig. 80, R om ânia. 
Ţ iţe i extras (mii tone) 1950 — 1982, din care se vede că ex tracţia  de ţiţe i se 
încetineşte anunţind  o asim pto tă  superioară de circa 14 m ii. tone.
Metode de ajustare mecanică a seriei cronologice. Metodele constau din aplica
rea succesivă, în mod mecanic, a  unor formule de calcul stabilite  dinainte, 
pen tru  to ţi term enii seriei. A m intim  : metoda mediilor mobile *, m etoda spo
ru lu i mediu, m etoda ratei medii de creştere şi altele.
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Exemplu. A justarea unei s.c. cu ajutorul sporului mediu.
Tabelul 41

România. Populaţia ocupată 19 70— 19S2 
(mii persoane)

Anul
(x)

Num ărul
populaţiei

(y)

Numărul popu
laţiei a ju s ta t cu 
sporul mediu (Y)

; Anul
(x)

Numărul
populaţiei

(y)

N um ărul popu
laţiei a ju s ta t cu 
sporul mediu (Y)

1970 9 875,0 9 875 ,OP 1977 10 264.3 10 181,25
1971 9 938,9 9 918,75 1978 10 290,0 10 225,00
1972 9 970,9 9 962,50 1979 10 320,0 10 268,75

j 1973 10 020,6 10 006,25 1980 10 350,1 10 312,50
| 1974 10 070,1 10 050,00 1981 10 375,5 10 356,25

1075
1976

10 150,8 
10 227,0

10 093,75 
10 137,50

1982 10 400,0 10 400,00

n =  13

Sporul mediu se determină după form ula :

-  SA 525 000 
A = --------= ------------ - =■ 43 750 persoane,

n —1 12

in care : A este sporul anual yx — y0 ; ys — yx ,. . ., pn — ijn_ 1 
sau SA — yn — y0 — 10 400,0 — 9 875,0 =  525,0, de unde :

 ̂1971 =  V1970 +  A ’ ^  1972 =  !/l970 +  2 A . . .

■̂ 1982 — l'l970 +  12 A.
A justarea cu sporul mediu este liniară, de tipul progresiei aritm etice :

 ̂n ~  !/o +  J,A.
Exemplu. A justarea unei s.c. cu aju torul ratei medii de creştere.

Tabelul 42
România. Producţia de oţel 1976— 1980 (m ii tone)

Anul
(x)

(1)

Producţia 
de otel

( y )

(2)

Producţia a justată  
cu rata  medie de 

creştere r (Y )
(3)

Anul
(x)

(1)

Producţia 
de oţel

( y )
(2)

Producţia a justa tă  
cu ra ta  medie de 

creştere r ( Y)
(3)

1970 6 517 6 517 1976 10 733 9 940
1971 6 803 6 992 1977 11 457 10 665
1972 7 401 7 502 1978 11 779 11 443
1973 8 161 8 049 1979 12 909 12 277
1974 8 848 8 635 1980 13 175 13 175
1975 9 549 9 265

n =  11
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log (1-f r) — de u n d e :

Un -■= Uo (1 +  /•)",
în  cazul n o s tru :

<1 -  r ) 2,0216

log 2.0216 0.30569
log (1 r) = -------------- = ----------------  0,030569

10 10

antilog 0,030569 = 1,0729, de unde 

r =  0,0729 x  0.073 sau 7,3 %

Y n =  r 0( l ,0729)1°.

D atele obţinute slnt trecute în  col. 3 a tab. 42.
Form ula este a doblnzii compuse avînd la bază progresia geometrică. (-> 
Media geometrică.) Dacă se consideră tim pul ca funcţie continuă atunci se 
foloseşte formula exponenţială :

------ =  ern, de unde : yn =  y0.ern.
y<>

De unde deducem pe r  :

n log e

a log 2,0216
în  cazul nostru. r = ----------------- ------=  0,0803877 sau 0,0704 ;în procente

10 X 0,4342945
7,04% x  7% .
Să se observe că ra ta  medie de creştere ob ţinu tă  cu funcţia exponenţială este 
în to tdeauna mai mică decit cea ob ţinu tă  cu media geometrică. în  cazul nostru, 
7,0% <  7,3% . (-*• Ajustarea seriei cronologice cu ajutorul exponenţialei.)
Să se rem arce că ajustarea cu aju toru l ratei medii de creştere se bazează pe o 
form ulă care ia in considerare num ai primul şi u ltim ul term en al s.c., ceea ce 
a generat numeroase critici la adresa acestei metode, dealtfel larg folosită, 
în  cazul nostru Sg  >  S F  : 107333 >  104461. D iferenţa este de — 2,7% .
Metode de ajustare analitică a seriei cronologice. Aplicarea m etodelor stalis- 
tico-m atem atice cu aju torul cărora aproxim area valorilor teoretice ale s.c.
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se face pe baza unor funcţii m atem atice alese in aşa fel incit să descrie cel 
mai bine evoluţia fenom enului. A justarea cu aceste metode ia in considerare 
to ţi term enii se rie i; m etoda cea m ai folosită este m e t o d a  c e l o r  mai m i c i  pătrate. 
( -»  E c u a ţ i a  d e  r e g r e s i e . )  Valorile s.e. se notează cu y ,  iar cele obţinute prin 
a justare  cu Y.
Clasificarea metodelor de a justare  in cele 3 grupe, aşa cum a fost prezen tată  
mai sus, este doar una din clasificări. D upă alţi autori, metodele de a justare  
sînt : a) a justare  grafică, b) semimediei, c) medii mobile simple ; d) medii 
mobile ponderate exponenţia l; e) curbe m atem atice ale tendinţei.
Netezire a seriei cronologice. Operaţie cu a ju toru l metodelor statistico-m atem a- 
tice şi grafice, efectuată asupra unei s.c., prin care se obţin noi valori. în acest 
caz curba are o înfăţişare lină, ..netezită” . Valorile pentru completarea curbei 
şi respectiv a s.c. se obţin  prin  interpolare. Operaţia de netezire a curbelor 
se bazează pe ipoteza că variabilele pe care curbele le reprezintă sînt c o n t i n u e .  
Seria lină sau netezită, care ia locul seriei empirice neregulate, este conside
ra tă  ca reprezentînd legea ce guvernează com portam entul datelor observate. 
P en tru  n . s . c .  se folosesc : metoda diferenţelor, interpolarea grafică, interpo
larea polinomială. Metodele am intite se aplică a ti t  repartiţiilor de frecvenţe 
cit şi s.c. Am intim  cîtcva m etode : Sprague, Shovelton, Jenkins, K arup, K ing,
J .  W. Glover, Beers, T. N. E. Greville, m ajoritatea autorilor fiind actuari, 
iar metodele propuse referindu-se la repartiţiile  populaţiei după v lrstă, a dece
selor după v irstă etc. Contribuţii rom âneşti se datorează în special lui Gh. 
M i h o c *  şi O . O n i c e s c u *  în legătură cu calculele actuariale şi demografice. 
T e r m i n o l o g i e .  In lite ra tu ra  rom ânească există o oarecare imprecizie în legătură 
cu noţiunile de ..a justare”  şi ..netezire” . O analiză com parativă ne va perm ite 
să precizăm noţiunile. în  engl. există pa tru  expresii: Io f i t  ( ţ i l t i n g ,  f i t t e d ) ,  t o  
s m o o t h  ( s m o o t h i n g ,  s m o o t h e d ) ,  t o  g r a d u a l e  ( g r u d u a t i n g ,  g r a o u a t e d ) ,  t o  a d j u s t  
(a d j u s t i n g , a d j u s t e d ).
Prin c a r v e  f i t t i r i g  (ajustarea curbei) se înţelege ajustarea la datele observate, 
prin aplicarea unei formule, in vederea reliefării legii fenomenului reprezen tat. 
E ste  deci un 1ip de interpolare în care ajustarea valorilor empirice este aproxi
m ativă ; scopul ei este de a stabili tend in ţa  generală ( t r e n d )  şi tipul sau mo
delul ( p a t t e r n ) .  Prin  s m o o t h i n g  (netezire) se înţelege o interpolare avind drept 
scop să obţină serii sau curbe line (netezite). O peraţia se bazează pe ipoteza 
că variabila este continuă. T erm enul de g r a d u a t i o n  trebuie considerat un sino
nim al expresiei de s m o o t h i n g .  Prin a d j u s t c m e n t  se înţelege, in genera), o 
operaţie de corectare ; în numeroase cazuri ea foloseşte operaţii de f i i t i n g  şi 
s m o o t h i n g .

In alte limbi, se folosesc numai două sau trei expresii. în  limba rom ână, N. Geor- 
gescu Roegen (1933) folosea a tit expresia de „a ju s ta re” cit şi cea de „ne tez ire” . 
Gh. Mihoc (1943) folosea expresia de „a ju s ta re” (grafică, mecanică, analitică) 
şi pe cea de „in terpolare” , în sensul de „netezire” . în  lucrările apărute în pe
rioada postbelică, expresia cel mai des în tîln ită  este cea de „a ju s ta re” inţe- 
lcgîndu-se prin  aceasta şi pe cea de „netezire” . Gh. Mihoc şi V. Urseanu (1962) 
folosesc expresiile de „a ju s ta re” şi „in terpolare” , această din urm ă pentru  
„netezire” dînd to todată  explicaţii detaliate in legătură cu sensul celor două 
noţiuni, (iu prilejul traducerii unor lucrări din sta tistica  anglo-saxonă s-a re
introdus expresia de „netezire” (Yule şi K endall, 1969).
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Tabelul com parativ de mai jos ne a ju tă  la clarificarea terminologiei.

Engleza * 1 Franceza I
!

Rusă Română

1. to fit ajuster virovniatl a ajusta
fitting ajustem ent viravnivanie ajustare
fitted ajusté (e) vîravnennaia ajustat(ă)

2. to  smooth lisser sglajivati a netezi
smoothing lissage sglajivanie netezire
smoothed lisse sglajennaia

(vîravnennaia)
netezit, lin

smoothed courbe lisse krivaia sglajennaia curbă netezită
curve ■ (vîravnennaia) şi 

krivaia plavnaia
sau lină

3. to adjust corriger a ajusta , a corecta
adjusting correction popravka corectare
adjusted corrigé de la popravki na dvije- corectat (a justa t)
(for trend) tendance nie vekovogo pentru  a ţine

générale urovnia seama de tendinţa 
generală

Expresia gradualing răinîne să fie considerată d rept „netezire” . Vom reţine 
deci pentru  limba română expresiile de ..a justare” , „netezire” şi „corectare” , 
in Înţelesul lor din tabelul com parativ  de mai sus.
lutcrpolarea seriei cronologice. Operaţie de completare a termenilor lipsă din 
cadrul unei s.c. între valorile existente. Dacă valorile unei funcţii de o singură 
variabilă x, de exemplu yx — in care x  este timpul —, au fost tabelate pentru 
valori echidistante ale variabilei x, x  +  h, x  +  2 h etc. se pune problema de a 
afla valori ale funcţiei corespunzătoare unei valori interm ediare a variabilei. 
Să presupunem că avem num ărul populaţiei la 2 sau 3 recensăm inte efectuate 
la  intervale decenale şi vrem să determ inăm  num ărul populaţiei în aşa-numitele 
perioade intercenzitare. Funcţia  m atem atică pe care o alegem poate, fi liniară 
sau neliniară. Interpolarea se efectuează cu diferite metode : a diferenţelor, 
a diferenţelor unui polinom, cu form ula lui Newton, Lagrange etc. D ar nici 
o s.c. empirică nu variază absolut lin ca o funcţie m atem atică, în afară de cazul 
in care seria a fost „ne tez ită” . Interpolarea poate servi deci ca o m etodă de 
estim are a datelor adevărate fără însă să se substituie acestora.
AVA U Z A  TENDINŢEI GENERALE (SECULARE) A SER IEI CRONO
LOGICE. Operaţie complexă constînd din aplicarea metodelor statistico- 
m atem atice asupra s.c. empirice în vederea identificării tendinţei generale 
{seculare}*, principala componentă a unei s.c. Metodele cele mai frecvent folo
site  în a.t.g . (s) sln t cele de ajustare analitică*, cu aplicarea m etodei celor mai 
mici pă tra te . în  acest scop se alege o funcţie m atem atică, ad ap ta tă  la specificul 
curbei empirice şi se estimează param etrii necunoscuţi pe baza datelor statistice. 
Cele mai des intilnite funcţii şi. respectiv, curbe sint : dreapta şi polinoamele de 
diferite grade, din care vor fi prezentate cîteva în cele ce urmează.
E cua ţia  d re p te i: Y — a + b x , in care : 1' este variabila dependentă ce urm ează 
să fie a ju s ta tă , x  este tim pul, a  şi b  — param etri ce urm ează să fie estim aţi 
(constante).
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Curbele de grad mai ridicat s i n t :
— curba de gradul doi (parabo la):

Y  =  a +  6x +  cx2 ;

— curbă dc gradul trei (cubică) :

Y  =  a +  bx +  cx2 +  dx3 etc.

Ajustarea seriei cronologice cu ajutorul dreptei. A justare folosind ecuaţia 
dreptei :

Y  =  a +  bx. (1)

Estim area param etrilor a şi 6 se face cu aju torul metodei celor mai mici pătrate- 
A ceastă m etodă satisface urm ătoarele co n d iţii: a) sum a abaterilor verticale 
ale valorilor observate (empirice) de la d reap ta  a ju s ta tă  este egală cu zero ; 
b) suma pătratelor tu tu ro r abaterilor este mai mică decît suma abaterilor 
verticale p ă tra te  de la oricare a ltă  dreaptă.
Constantele a şi b se determ ină pe baza datelor observate obţinindu-se şi rezol- 
vindu-se sim ultan două ecuaţii normale :

I 2y  =  na +  62x  (2)

II £  xy  =  a 2  x  +  6 2  x2

Idcca dc bază este ca 2 (y — Y)2 =  minimum.

Tabelul 43

Determinarea ecuaţiilor normale şi a sumelor pentru ajustarea cu dreapta folosind 
metoda celor mai mici pătrate 

(date convenţionale)

X y

E cuaţia 
datelor 

observate 
y  =  a +  

+  bx

D eterm inarea primei 
ecuaţii normale

Determ inarea celei de-a 
doua ecuaţii normale

xy X2Coefi
cientul 

Iui a

E cuaţia de ob
servaţie înm ul
ţită  cu coefici

entul lui a

Coefi
cientul 
lui 6

E cuaţia  de ob
servaţie înm ul
ţită  cu coefici

entul lui 6

(1) 0 ) (-1) (5) (6) (7) (8) (9)

0 2 2 = a 1 2 = o 0 0 0
i 1 l = a + 6 1 1 = 0 + 6 1 l = a + 6 1 1
2 3 3 = o  +  26 1 3 = 0 + 2 6 2 6 = 2 o + 4 6 6 4
3 2 2 =  a +  36 1 2 = a + 3 6 3 6 = 3 o + 9 6 6 9
4 4 4 =  o +  46 1 4 =  a +  46 4 16= 4o+ 166 16 16
5 3 3 =  a + 5 6 1 3 = a  +  56 5 15= 5 o + 2 5 6 15 25
6 5 5 =  a +  66 1 5 = a + 6 6 6 3 0= 6o+ 366 30 36

21 20 20 =  7a+  216 74= 21o+ 916 74 91
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Cele două ecuaţii normale s in t :

I 20 s= 7« +  21 6 

II 74 =  21a +  91*.

Rezolvarea simultană a ecuaţiilor se realizează cu ajutorul metodelor algebrei. 
De pildă, înm ulţim  ecuaţia normală I cu 3 şi rezultatu l îl scădem din ecuaţia 
norm ală II, eliminind astfel pe a :

II 74 =  21a +  91 ft
(I x  3) 60 =  2 la  +  63*

14 =  28*

14
b = ----- =  0,5.

28

P entru  a obţine pc a introducem  valoarea lut * in ecuaţia  norm ală I sau II . 
Dacă folosim ecuaţia I vom avea :

20 =  7a +  21 (0,5) =  7a +  10,5 
7a =  2 0 -1 0 ,5  =  9,5

9,5
a = ------=  1,357 «  1,36.

7

Ecuaţia dreptei ajustate va fi :

Y =  1,36 +  0,5x 

Y, =  1,36 +  0,5 (0) =  1,36 

y 2 =  1,36 +  0,5 (1) =  1,86 

Y, =  1,36 +  0,5 (2) =  2,36 

V4 =  1,36 +  0,5 (3) =  2,86 

y 5 =  1,36 +  0,5 (4) =  3,36 

y 6 =  1,36 +  0,5 (5) =  3.86 

y ,  =  1,36 +  0,5 (6) =  4,36.

Creşterea este liniară şi este dală de valoarea lui * =  0,5 : reprezentarea grafică 
este aceea a dreptei.

V.TREBICI
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Din punct de vedere practic se pune problema numărului par şi im par al 
termenilor.

Exem plu. A justarea unei s.c. cu aju torul dreptei.

Tabelul 44

Populaţia ocupală a României (milioane persoane) 1970— 1982 
— la sfirşitul anului —

Anul Populaţia (;/) Timpul
O) X* xy

Y =  a +  bx — 
— 9.454,046 +  

+  45,611x

1 2 3 4 5 6

1970 9 875,0 1 1 9 875,0 9 899,7

1971 9 938,9 2 4 19 877,8 9 945,3

1972 9 970,9 3 9 29 912,7 9 990,9

1973 10 020,6 4 16 40 082,4 10 036,5

1974 10 070,1 5 25 50 350,5 10 082,1

1975 10 150,8 6 36 60 904,8 10 127,7

1976 10 227,0 7 49 71 589,0 10 173,3

1977 10 264,3 8 64 82 114,4 10218,9

1978 10 290,0 9 81 92 610,0 10 264,5

1979 10 320,0 10 100 103 200,0 10 310,2

1980 10 350,1 11 121 113 851,0 10 355,8
1981 10 375,5 12 144 124 506,0 10 401,4
1982 10 400,0 13 169 135 200,0 10 447,0
£ 132 253,2 91 819 934 073,6 132 253,3

Precizăm că originea este anul 1970, iar n =  13.

Sistem ul de ecuaţii norm ale:

na 4- i>Si' —  Si/

oSx- -|- iS x 2 =  Sxy
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Introducînd valorile obţinute avem :

13 a +  91 b =  132 253,2

91 a +  819 b =  934 073,6.

Rezolvarea sim ultană a ecuaţiilor normale :

Sy S x
Sxy S x2 Ey-Sx2 — Sxy • Sx

n  S x  n  Sx2 — Sx ■ Sx
Sx S x2

a
(132 253,2x819) -  (934 073,6x91) 

(13x819) -  (91x91) =  9 853.046 mii persoane

n S  y
Sx Sxy nSxy — SxSy

n S x  nSx2 — SxSx
V T V~2

b
(13X934 073,6r) -  (91 -  132 253,2) 

(13x819) -  (91 -  91)
=  45.611 mii persoane.

de unde : Y =  9 454,06 +  45,611 x. Datele ajustate sînt trecute în col. 6 a 
tab . 44.
Calculele pot ii simplificate dacă schimbăm originea seriei în aşa fel incit 
S x  = ' 0. În trucît seria are n — 13, vom lua ca origine anul 1976 =  0.
In aceste condiţii sistemul de ecuaţii normale devine :

de unde :

na — Sy

6Sx2 - Sxy,

Sy Si b -  " T!/
n Ş1 S x2

Exemplu. A justarea urai s.c. cu ajutorul dreptei (Sx =  0).
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Tabelul 43

Populaţia ocupant a României (mii. persoane ) 1970— 1982 
(ia sfirşitul anului)

Anul Populaţia
(y)

Tim
pul (x) xy Y - 10 173,3 — 

-f- 45,611 x

(1) (2) (3) (»> (*) (6)

1970 9 875,0 - 6 36 — 59 250 9 899,7
1971 9 938,9 — 5 25 — 49 694.5 9 945,3
1972 9 970,9 — 4 16 - 3 9  883,6 9 990,9
1973 10 020.6 - 3 9 - 3 0  061,8 10 036,5
1974 10 070.1 — 2 4 — 20 140,2 10 082,1
1975 10 150, 8 - i 1 - 1 0  150,8 10 127,7
1976 10 227,0 0 0 0 10 173,3
1977 10 264,3 1 1 10 264,3 10 218,9
1978 10 290,0 2 4 20 580,0 10 264,5
1979 10 320,0 3 9 30 960,0 10 310.1
1980 10 350,1 4 16 41 400,0 10 355,8
1981 10 375,5 5 25 51 577,5 10 401,4
1982 10 400,0 5 36 62 400,0 10 447,0

V 132 253,2 0 182 8 301,3 132 253,3

2y Z x Z x 2 Zxy ZY

1976 =  O ; n  =  13

Sistemul de ecuaţii normale :

13 a =  132 253,2

182 6 =  8 301,3,

de unde : a
132 253,2 

13
8 301,3

10 173,3; 6 =  --------------  =  45,611.
182

Să observăm că a este un term en al seriei (10 173 300 persoane) in timp ce 
6 reprezintă creşterea anuală (45 611 persoane) ; în reprezentare grafică 6 este 
pan ta  dreptei.
E ste suficient să dispunem de două valori ale seriei a justate  pen tru  a putea 
trasa  treapta. Menţionăm că la ajustarea cu ajutorul dreptei Z Y — Zy. 
Exam inînd curba empirică şi cea a ju s ta tă  din fig. 72 avem im presia — nu 
certitudinea! — că ajustarea cu dreapta este po triv ită  pen tru  seria noastră. 
Perioada este prea scurtă pentru  aprecierea tendinţei generale. Observăm că 
în subperioada 1970 — 1974 creşterea este lin iară ; în subperioada 1974 — 1977 
ea este de tip  exponenţial ; în ultim ii ani, creşterea absolută şi relativă este
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Fig. 72 România. Populaţia ocupată (m ii persoane) 
1970 — 1082 (date reale şi date ajustate)

mai redusă. Asemenea constatări ridică două probleme : lungimea perioadei 
şi alegerea curbei. înainte de a le exam ina să determ inăm  pătratele  abaterilor 
valorilor empirice de la valorile calculate.

Tabelul 46
Pătratele abaterilor valorilor y  de la valorile Y  (tab. 44 şi tab . 45)

Anul ■ 1' (»— Y) (y~  Y y

1970 9 875,0 9 899,7 - 2 4 ,7 610,09
1971 9 938,9 9 945.3 -  6 ,4 40,96
1972 9 970,9 9 990,9 - 2 0 ,0 400,00
1973 10 020.6 10036 .5 — 15.9 252.81
1974 10 070,1 10 082.1 - 1 2 .0 144,00
1975 10150,8 10 127,7 23,1 533.61
1976 10 227,0 10 173.3 53,7 2 833,69
1977 10 264.3 10 218,9 45,4 2 061,16
1978 10 290,0 10264 .5 25.5 650,25
1979 10 320,0 10 310.1 9 ,9 98.01
1980 10 350.1 10 355,8 — 5,7 32,49
1981 10 375,5 10 401,5 - 2 5 ,9 670,81
1982 10 400,0 10 447,0 - 4 7 ,0 2 209,00V 132 253.2 132 253.2 0 10 586,88
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Deci S(r/ — V)2 =  10 586,88, care este nupim ă in raport cu ecuaţia dreptei 
alese. A r trebui încercate a justări şi cu alte funcţii pen tru  a găsi pe cea mai 
corespunzătoare. Dealtfel, opt abateri sin t negative şi cinci pozitive. Nu sintem 
in situaţia  privilegiată a repartiţiilo r de frecvenţe unde stabilitatea este o carac
teristică fundam entală şi unde beneficiem de modele teoretice cu care se com
pară  repartiţiile  de frecvenţe (-*  X III . Legi de repartiţie.)
R eam intind cit de im portante sîn t com petenţa, in tu iţia  şi experienţa cerce
tă to ru lu i la alegerea funcţiilor şi curbelor. S tatistica formulează urm ătoarele 
recom andări generale, valabile nu num ai pentru  dreaptă ci şi pentru alte curbe ;
a) P en tru  determ inarea tendinţei generale (seculare) este de dorit ca s.c. 
să se refere Ia o perioadă cit mai lungă de tim p. Reprezentarea grafică a s.c- 
poate da o indicaţie în  legătură cu caracterul tendinţei generale.
b) D acă din exam inarea grafică a seriei rezultă anum ite modificări semnifi
cative, se impune folosirea a două tendinţe generale.
c) La alegerea tipului de funcţie pen tru  tendin ţa  generală se procedează 
a s t f e l :
— datele empirice se trec  pe un grafic şi uneori tend in ţa  vizuală este sufi
cientă ;
— dacă se observă că tendinţa nu este liniară, se alege una din curbele neliniare
d) Unele criterii formale există, cum  se va vedea la ajustările după curbele, 
neliniare.
Un exemplu care ne a ra tă  im portan ţa  cunoaşterii esenţei proceselor poate fi 
dat în legătură cu tab . 44 şi 45 şi fig. 73. Populaţia ocupată a României în 
ajîii 1970—1982 a crescut în to ta l cu 525 000 sau cu 43 750 în medie anuală. 
D ar în tim p ce in prim ii 6 ani creşterea medie anuală a fost de 58 634 de 
persoane, In urm ătorii 6 ani creşterea medie anuală a fost de 28 834 sau aproxi
m ativ  jum ătate . în  anii 1980 — 1982 creşterea a fost de circa 25 000 persoane 
anual. Or, pe de o parte , populaţia ocupată se alimentează din populaţia 
to ta lă  (populaţia in v îrstă  de muncă) care impune aşa-num ita restricţie demo
grafică. Ca urm are a scăderii n a ta lită ţii, această resursă devine to t m ai redusă. 
Pe de a ltă  parte, populaţia ocupată este funcţie de crearea locurilor de m uncă 
in economia naţională care, la rindu-i, este funcţie de investiţii. Trecerea la 
tipul de dezvoltare intensivă a economiei naţionale va reduce necesarul de 
fo rţă  de m uncă. Se poate  deci aprecia că în aceste condiţii creşterea absolută 
(incrcm entele absolute) şi cea relativă vor fi te t  mai mici. A justarea tendinţei 
cu dreapta este nesatisfăcătoare ; probabil ajustarea cu curba Gompertz ar fi 
recom andabilă.
Să conchidem că pen tru  perioade scurte dreapta oferă o bună ajustare .A cesta  
este cazul cel mai simplu ; cele m ai m ulte s.c, cer alte tipuri de curbe (polinoame 
de grad superior), adică curbe neliniare.
A justarea seriei cronologice cu a ju to ru l parato lei. A justare folosind un polinom :

1' a -  ft.r +  e.r- +  dxs . . . (3)

O asemenea ajustare are ca rezu lta t o tend in ţă  nelim ară. E stim area param etri
lo r se face cu m etoda celor m ai mici pă tra te .
Din familia acestor curbe, cea mal des folosită este parabola de gradul 2 :

>,T =  a  -f  b x  +  c.r2. (4 )
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Sistem ul de ecuaţii normale este :

I Sy  — na -j- 6 2 r  -J» cEx2

II Sxy  =  aE x  +  6Ex2 -f cEx8

III  S x 2y =  aSs* 4- *2x3 +  cEx4. (5)

Dacă folosim procedeul simplificat (Sx =  0), sistemul de ecuaţii normale 
devine :

I 2 y  =  na +  cEx2

II E xy  =  bEx- (6)

I I I  E x sy =  c;Sx2 4= cEx4.

Vom ilustra  acest tip  de ajustare cu două exemple : evoluţia recoltei medii 
la hectar a porum bului (tab. 47) şi evoluţia m ortalită ţii infantile (tab . 48). 
Recolta medie la  hectar :
n =  45 ; originea 1960 =  0.

Folosim formula simplificată (Ex — 0)

na 4- cEx2 =  Ey  

bEx2 =  E xy  

aEx-  +  cExf =  S x 2y.

Introducem  valorile obţinute în formula (0)

45a +  7 590c =  818,6

7590 b =  5 230,3

7590« 4- 2 302 806c =  157 087,5

Determ inăm pe b =

P entru  determ inarea

E xy o 230,3
0,6891 chintale.

E.v2 7 590 

lui a şi c pornim de ia formula 

na ~  cEx2 =  Ey 

aEx2 — cEx2 "  Ex-y

45a 4- 7 590 c =  818,6

7590a +  230 2803 c =  157 087,5
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Tabelul 4 7

România. Recolta medie la hectar la porumb 1938— 1982 (în chintale)

Anul
Recol
ta la ha 

<!/)

Tim
pul
(x)

X 2 £4 xy x2y
Y  =  a+fcx +  
+ c x 2=15,05+ 
+  0,6891 x +  
,+  0,0186x2

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8)

1938 10,6 - 2 2 484 234 256 - 2 3 3 ,2 5130 .4 8,89
1939 13,3 - 2 1 441 194 481 -2 7 9 ,3 5 865,3 8,78
1940 10,5 - 2 0 400 160 000 - 2 1 0 ,0 4 200,0 8.71
1941 10,3 - 1 9 361 130 321 -1 9 5 ,7 3 718,3 8,67
1942 6 ,4 ( — 18 324 104 976 - 1 1 5 ,2 2 073,6 8 ,67
1943 9,1 - 1 7 289 83 521 - 1 5 4 ,7 2 629,9 8,71
1944 11,1 - 1 6 256 65 536 -1 7 6 ,6 2 841,6 8 ,79
1945 3 ,2 —15 225 50 625 - 4 8 ,0 720,0 8 ,90
1946 2 ,3 - 1 4 196 38 416 - 3 2 ,2 450,8 9,05
1947 11,3 - 1 3 169 28 561 -1 4 6 ,9 1 909,7 9,24
1948 6 ,2 - 1 2 144 20 736 - 7 4 ,4 892,8 9,46
1949 5 ,4 - 1 1 121 14 641 - 5 9 ,4 653,4 9,72
1950 7 ,4 - 1 0 100 10 000 - 7 4 ,0 740,0 10,02
1951 10,8 — 9 81 6 561 - 9 7 ,2 874,8 10,35
1952 8 ,5 - 8 64 4 096 - 6 8 ,0 544,0 10,73
1953 11,2 — 7 49 2 401 - 6 8 ,4 548,8 11,14
1954 15,0 — 6 36 12 096 - 9 0 ,0 540,0 11.59
1955 18,0 —  5 25 625 — 90,0 450,0 12,07
1956 11,0 — 4 16 256 - 4 4 ,0 176,0 12,59
1957 17,0 - 3 9 81 - 5 1 ,0 153,0 13,5
1958 10,0 - 2 4 16 - 2 0 ,0 40,0 13,75
1959 16,0 - 1 1 1 - 1 6 ,0 16.0 14,38
1960 15,5 0 0 0 0 0 15,05
1961 16,7 1 1 1 16,7 16,7 15,76
1962 15,9 2 4 16 31,8 63,6 16,50
1963 17,8 3 9 81 53,4 160,2 17,28
1964 20,2 4 16 256 80,8 323,2 18.10
1965 17,8 5 25 625 89,0 445,0 18,96
1966 24,4 6 36 1 296 146,4 878,4 19,85
1967 21,3 7 49 2 401 149,1 1 043,7 20,79
1968 21,3 8 64 4 096 170,4 1 363,2 21,75
1969 23,3 9 81 6 561 209,7 1 887,3 22,76
1970 21,2 10 100 10 000 212,0 2 1 20 ,0 23,80
1971 25.1 11 121 14 641 276,1 3037 ,1 24,88
1972 30.7 12 144 20 736 338,4 4 420.8 26,00
1973 25,0 13 169 28 561 325,0 4 225,0 27,15
1974 25,1 14 196 38 416 351,4 4 919,6 28,34
1975 27,8 15 225 50 625 417,0 6 255,0 29,57
1976 34,1 16 256 65 536 545,6 8 729,6 30,84

Tabelul 47 (continuare)

(1) (2) (3) (4) (5 ) (6 ) (?) (8)

1977 30,4 17 289 83 521 516,8 8 785,6 32,14
1978 32.1 18 324 104 976 577,8 10 400,4 33 j 48
1979 37,2 19 361 130 321 706,8 13 429,2 34,86
1980 33,9 20 440 160 000 678,0 13 560,0 36,27
1981 35,1 21 441 194 481 737,1 15 479,1 37,72
1982 42.1 22 484 234 256 926,2 20 376,4 39,21

V 818.6 0 7 590 2 322 806 5 230,3 157087,5 818,6
Sy S x "Ex2 S x 4 S x y S x 2y S T

de u n d e :

818,6 7590
157 087,5 2 302 806 (818,6 x 2 302 806) — (157 087,5 X (7590)

45 7 590

7590 2 302 806
1885,0769 — 1192,2941

103,62627 -  57 6081 46 817

45 818,6
7590 157087,5 (45 X 157 087.5) — (7590X818,6)

L ~~ 45 7590 (4 5x 2 302 806) — (7590x7590)

(4 5 x 2  302 806) -  (7590 X 7590)

692,7828
1 rţ flEi / ' " h î n t o l p

7590 2.302.806
7,0689375 -  6,213174 

46,01817
0,85j /635 _  q Qjgggg2 ~ 0,0186 chintale. 
46,01817

Tendinţa parabolică :

Y  =  15,05 +  0,6891x +  0,0186x2,

Valorile estim ate sînt trecute in col. 8 a tab . 47.
Să se observe că Si/ =  2 Y  =  818,6.
S.c. empirică şi cea a ju s ta tă  sînt reprezentate în fig. 73.
Curba empirică are oscilaţii anuale, uneori pronunţate, care exprimă, In general, 
efectul condiţiilor meteorologice. T endinţa generală a recoltei la ha este insă 
de creştere, ceea ce reflectă efectul factorilor agrotehnici, organizatorici etc. 
Curba aleasă pare să estimeze corect această tendinţă. Desigur, cercetătorul 
va fi in teresa t să studieze şi oscilaţiile sau variaţiile periodice *.
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Fig. 73 România. Recolta medie la ha la porumb, 193S — 19S2 (date reale şi
date ajustate)

O altă  ajustare parabolică este a justarea s.c. a m orta lită ţii infantile 
(tab. 48).
în  acest caz.

n =  33 ; originea 1966 =  0. 
Introducem  valorile obţinute în formula (6):

33 a +  2992 c =  1918,4
2992 b =  7788,3
2992 a +  487696 c =  191385.

De u n d e :
-  7788,3

b =s -------------- =  — 2,60 promile
2992

191.385 487.696
a = --------- -------------- =  50,82 promile

33 2992

2992 191.385
c =

33 2992
=  0,08063.

19
32
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R om ânia. Mortalitatea in\antilă 1950— 1982 

( decese sub un an la 1000 născuţi vii)

Tabelul 48

Anii
M ortalita
tea in fan 

tilă  (y)

Tim
pul
(x)

X 2 X4 xy x 2y

Y  =  a + i x +
+  cx2

Y  =  50,82 -  
-  2,60x +  

+  0,08063x2

(1) (2) (3) (4) (5) (fi) (7) (8)

1950 116,7 - 1 6 256 65 536 - 1  867,2 29 875,2 113,1
1951 118,1 - 1 5 225 50 625 - 1  771,5 26 572,5 108,0
1952 104,7 - 1 4 196 38 416 — 1 465,8 20 522,2 103,0
1953 96,3 - 1 3 169 28 561 — 1 251,9 16 274,7 98,2
1954 88,8 - 1 2 144 20 736 - 1  065,6 12 787,2 93,6
1955 78,2 - 1 1 121 14 641 -8 6 0 ,2 9 462,2 89,2
1956 81,5 - 1 0 100 10 000 - 8 1 5 ,0 8 150,0 84,9
1957 80,9 - 9 81 6 561 -7 2 8 ,1 6 552,9 80,8
1958 69,4 - 8 64 4 096 — 555,2 4 441,6 76,8
1959 75,5 - 7 49 2 401 - 5 2 8 ,5 3 699,5 73,0
1960 74,6 - 6 36 1 296 - 4 4 7 ,6 2 685,6 69,3
1961 69,4 — 5 25 625 - 3 4 7 ,0 1 735,0 65,8
1962 58,8 - 4 16 256 - 2 3 5 ,2 940,8 62,5
1963 55 ,2 - 3 9 81 -1 6 5 ,6 496,8 59,3
1964 48,6 — 2 4 16 - 9 7 ,2 194,4 56,3
1965 44,1 - i 1 1 - 4 4 ,1 44,1 53,5
1966 46,6 0 0 0 0 0 50,8
1967 46,6 1 1 1 46,6 46,6 48,3
1968 59,5 2 4 16 119,0 238,0 45,9
1969 54,9 3 9 81 164,7 494,1 43,7
¡1970 49,4 4 16 256 197,6 790,4 41,7
|1971 42.4 5 25 625 212,0 1 060,0 39,8
¡1972 40.0 6 36 1 296 240,0 1 440,0 38,1
¡1973 38.1 7 49 2 401 266,7 1 866,9 36,6
1971 35.0 8 64 4 096 280,0 2 240.0 35,2
1975 34.7 9 81 6 551 312,3 2 8 1 0 ,7 34,0
3976 31.4 10 100 10 000 314,0 3 140,0 32,9
¡1977 31,2 11 121 14 641 343,2 3 775.2 32,0
¡1978 30,3 12 144 20 736 363.6 4 363,2 31,2
¡1979 31,6 13 169 28 561 410.8 5 340,4 30,6
13 980 29.3 14 196 38 416 410.2 5 742,8 30,2
¡1931 28,6 15 225 50 625 429,0 6 435,0 30,0
1982 28,0 16 256 65 536 448,0 7 1 6 8 ,0 29,9

V 1 918,4 0 2 992 487 696 -7 7 8 8 ,3 191 385 1 918,4



Tendinţa parabolică: Y  — 30,82 — 2,60x -f- 0,08063x2.
Şi aici 2 g  =  S i '  =  1918,4.
Să precizăm că a — 50,82 promile este un  termen mediu al seriei, în tim p ce 
b  =  — 2,60 promile este can tita tea  cu care scade m ortalita tea  infantilă  In 
fiecare an (fig. 74).
M ortalitatea infantilă la începutul perioadei era ridicată ; în primii ani scăderea 
a fost rapidă ; apoi, trep ta t, descreşterea a devenit mai lentă. Pentru  comparaţie 
s-a luat nivelul m ortalităţii infantile din Suedia din anul 1980 =  7,50/00, cel 
m ai scăzut nivel din lume şi care constituie un fel de asim ptotă inferioară : 
nu poate fi im aginată o tend in ţă  de scădere avind o asimpi o tă  zero (in condiţiile 
actuale).
Ajustarea seriei cronologice cu ajutorul exponenţialei. A justare folosind funcţia  
exponenţială de tipul :

Y  =  abx, (7)

care, prin  logaritmarc, devine :

log Y  =  log a +  x log b. (8)

Estim area param etrilor a şi b se face cu ajutorul sistemului de ecuaţii normale s 

n log a -f- log i>2x =  2 'log  y 

log a2 x  -f* log 62x2 =  2 x  log y. (9)

Procedeul simplificat (2x  =  0) :

n log o =  2  log y

2 x 2log 6 =  2 x  log y, (10)

de unde :

log a =
2  log y 

n

log b =
2 x  log y

2 x 2

Să reluăm  seria cu producţia de oţel din România 1970 — 1980 (tab . 42) pe 
care am ajustat-o  cu ra ta  medie de creştere şi s-o ajustăm  cu aju torul funcţiei 
exponenţiale, aplicînd m etoda celor mai mici pă tra te . A plicaţia este s tric t 
ilustrativă, deoarece nu se poate vorbi de o tendin ţă  generală (seculară) 
la o serie In care n — 11 ani.
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Decese sub un an la 1000 născuţi vii

•  Suedia (1980)

10-
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Fig . 74 Mortalitatea infantilă 1950— 1982 (date reale şi date ajustate)
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România. Producţia de oţel 1070 19SO (m ii tone). A justarea cu funcţia
exponenţială.

Anul Producţia 
de oţel (;/)

Tim 
pul (x)

X 2 log !/ X  log//
log y  =  

=3,779179+ 
0.0329581x

y

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8)

1970 6 517 1 1 3,81405 3,81045 3.812151 6 488
1971 6 803 2 4 3,83270 7,66540 3,8451092 7 000
1972 7 401 3 9 3,86929 11,60787 3,8780673 7 552
1973 8 161 4 16 3,91174 15,64696 3,9110254 8 148
1974 8 848 5 25 3,94685 19,73425 3.9439835 8 790
1975 9 549 6 36 3,97996 23,87976 3,9769416 9 483
1976 10 773 7 49 4,03075 28.21525 4,0098997 10 230
1977 11 457 8 64 4,05907 32,47256 4,0428578 11 040
1978 11 779 9 81 4,07111 38,63990 4,0758159 11 91!)
1979 12 909 10 100 4,11093 41,10930 4,1090740 12 853
1980 13 175 11 121 4,1197 45,31736 4,1417321 13 860
S 107 332 66 506 43,74621 266,10266 — 107 354

2 y £ x S x 2 Slog!? Exlog// SY

Originea : anul 1970 ; n =  11.
Introducem  valorile obţinute în formula (9):

11 log a +  66 log b =  43,74021 

66 log a +  506 log b =  266,10266 
43,74621 66

266,10266 506 (43,74621 x 506) -  (266,102666 x 68)
TT "(36 (11 x506) -  (66 x 66)
66 506

4572,807
1210

3,7791793.

11 43,74621
66 266,10266 (11 x 266,10266) — (66 x 43,74621)
D 66 (11 x 506) -  (66x66)
66 506

39,8794
1210

0,0329581.

Deci
log y  =  3,7791793 +  0,0329581 x.
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Valorile lui log Y slu t trecute in col. 7 a tab . 49 ; antilogaritm ii ne dau valorile 
lui Y (col. 8 tab . 49).
Să se observe că Sg  =  2  Y ; diferenţa (0,02%) se datorează ro tunjirii calculelor. 
Curba exponenţială redă bine tend in ţa  producţiei de oţel, adică ajustează 
b:ne s.c. empirică (fig. 75). Dacă dreapta ne dă o creştere absolută constantă,

Fig. 75 România. Producţia de 
oţel (mii. tone) 1970— 1980(date 

reale şi dale ajustate)

In schimb exponenţiala se caracterizează printr-o creştere relativă constantă- 
în  cazul nostru, ra ta  medie de creştere este de 7,89 «  7,9% anual. În trucît 
dispunem de două ajustări pen tru  aceeaşi serie, să examinăm particu larită ţile  
lor.
P entru  ajustarea cu ra ta  medie de creştere S (y  — Y)2 este 1 975 307 ; în tim p 
ce în cazul ajustării cu funcţia exponenţială £ (g  — Y)2 =  1 028 600. Prim a 
este aproape dublă (192%). Conchidem că cea de-a doua ajustare  este mai 
bună, adică mai apropiată de datele reale.
Curba exponenţială şi ajustările (interpolările) cu aju torul ei, precum şi extra
polările tendenţiale se bucură de o largă aplicaţie pentru  simplul m otiv  că în 
ultimele decenii numeroase fenomene economice, demografice, tehnologice 
se dezvoltă exponenţial, uneori cu ra te  destul de ridicate. în  numeroase ţări, 
economia creşte exponenţial ; populaţia m ondială a crescut în perioada 1950— 
1975 cu o ra tă  medie anuală de 2%  (perioada de dublare 35 ani), fenomen
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Tabelul SO

Pătratele abaterilor valorilor empirice de la valorile ajustate

Anul
Seria

em pirică
(y)

Seria a justată  
cu rata  medie 

de creştere 
(r =  0,073)

(y -  Y f

Scria a justa tă  
cu funcţia ex

ponenţială 
(Y )

( y -  )')2

(1) . (2) (3) (4) (5) (6)

1970 6 517 6 517 0 6 488 841
1971 6 803 6 993 36 100 7 000 38 809
1972 7 401 7 503 10 404 7 552 22 801
1973 8 161 8 051 12 100 8 148 169
1974 8 348 8 639 43 681 8.790 3 364
1975 9 549 9 269 78 400 9’483 4 356
1976 10 773 9 946 683 929 10 230 294 849
1977 11 451 10 672 616 226 11 040 173 889
1978 11 779 11 451 107 584 11 910 17 161
1979 12 909 12 287 386 884 12 853 3 136
1980 13 175 13 175 0 13 860 469 225
2 107 332 104 504 1 975 307 1075354 1 028 600

caracterizat d rept „explozie demografică” ; ş tiin ţa  se dezvoltă exponenţial 
(legea lui J .  D. De Solia Price), dublindu-se In circa 15 ani. Să mai adăugăm  
„explozia inform aţională” , „explozia docum entară” , „explozia tehnologică” , 
ca particu larită ţi ale actualei revoluţii ştiinţifice şi tehnice.
Dacă, deci, folosirea calculelor exponenţiale este justificată, în schimb pericolele 
unei aplicări necritice sînt mari. Exem plul din tab. 51 ne perm ite să punem 
In evidenţă unele denaturări generate de folosirea exponenţialei, neajunsuri 
de care nu sint scutite nici ajustările cu alte funcţii. Totodată, va reieşi din 
acest exemplu im portanţa cunoaşterii esenţei fenomenului considerat pentru 
a evita asemenea situaţii.
Datele din tab. 51 sînt prezentate tn fig. 76 şi fig. 77.
Din ambele reprezentări grafice rezultă că producţia de energie electrică a 
crescut exponenţial în perioada 1950 — 1982 în strînsă legătură cu dezvoltarea 
economiei naţionale, în special a industriei. Pentru  întreaga perioadă 1950 — 
1982 ra ta  medie de creştere (r) a fost de 11,5% anual :

(1 +  f)** =
Í/1982

î/m t
de unde : (1 +  r) =

32

r 68900
2113

32

y  32,6077 ; log (1 +  r) =
log 32,6077 

32

Făclnd operaţiile necesare rezultă că r =  0,115 sau 11,5 % anual. A justarea 
(interpolarea) s.c. cu această ra tă  este trecu tă  in col. 3a tab . 51. Din fig. 7# 
rezultă că in tre seria de date reale şi cele a justate  există o diferenţă im portantă.
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Coincid, po triv it definiţiei rate i medii, numai termenii ex tre m i: 1950 şi 1982; 
pentru celelalte valori abaterile sînt foarte mari. Suma producţiei de energie 
electrică (este vorba de o s.c. de intervale) este de 937 732 m il.kW h; suma

Tabelul 51

R om ânia. Producţia de energie electrică (mii. kW h) 1950— 1982 date  reale 
şi date a justate  cu aju torul ratelor medii anuale de creştere (r)

1

Anul
Producţia 
de energie 
electrică

(g)

Valori 
a justate  

(Y) 1950 - 
1982

Valori a justate  pe subperioade

1950-1960  
(r =  0,137)

1960-1970  
(r =  0,165)

1970-1980  
( r = 0,0677)

1 9 8 0 - 
1982 (r =  

0,0105)

a ) (2) (3) (4) (5) (6) (7)

1950 2 113 2 113 2 113
1951 2 473 2 356 2 402
1952 2 886 2 627 2 732
1953 3 411 2 929 3 106
1954 3 697 3 266 3 531
1955 4 340 3 641 4 015
1956 4 930 4 060, 4 565
1957, 5 440 4 527 5 191
1958 6 184 5 048 5 902
1959 6 824 5 628 6 710
1960 7 650 6 275 7 650 7 650

j 1961 8 657 6 997 8 912
1 1962 10 087 7 802 10 383
| 1963 11 682 8 699 12 096
i 1964 13 851 9 699 14 092

1965 17 215 10 815 16 417
1966 20 806 12 059 19 126
1967 24 769 13 445 22 281
1968 27 828 14 992 25 958
1969 31 509 16 716 30 241
1970 35 088 18 638 35 088 35 088
1971 39 454 20 781 37 464
1972 43 439 23 171 40 000
1973 46 779 25 836 42 708
1974 49 063 28 807 45 599
1975 53 721 32 120 48 686
1976 58 266 35 813 51 982
1977 59 858 39 932 55 501
1978 64 255 44 524 59 259
1979 64 933 49 644 63 271
1980 67 486 55 354 67 486 67 486
1981 70 138 61 719 68 195
1982 68 900 68 817 68 900
V 937 732 848 850
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valorilor a justate  648 850 m il.kW h, cu circa 30% m ai mică. E xplicaţia acestei 
anomalii rezidă în fap tu l că producţia de energie electrică a crescut exponenţial, 
dar cu rate diferite în  cursul perioadei. P rin  urm are, tendinţa generală * deter
m inată  in acest mod, se dovedeşte a fi departe de realitate.

M il kW h  r  1950-1982 -  0.115

Fig, 76 Ftomânia. Producţia de energie electrică (m ii. kWh) 1950 — 
1982 (scară aritmetică)

Rate medii anuale

din care :
1950—1982...............0,115 sau 11,5% anual

1 9 5 0 -1 9 6 0 ...............0,137 sau 13,7% anual
1 9 6 0 -1 9 7 0 ...............0,165 sau 16,5% anual
1 9 7 0 -1 9 8 0 ............... 0,068 sau 6,8% anual
1 9 8 0 -1 9 8 2 ...............0,0105 sau 1,1% anual

A justarea (interpolarea) pe subperioade este da tă  în coloanele 4, 5, 6 şi 7 dii» 
ta b . 51, ia r în reprezentare grafică, în fig. 78.
Noua sum ă a valorilor ajustate este de 891 562 m il.kW h, cu 5%  mai m ică 
declt suma valorilor reale.
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Prin urm are la determinarea tendinţei generale * trebuie observată modificarea 
ei, ceea ce impune ajustarea pe subperioade. Analiza de fond a s.c. a p roducţie i 
de energie electrică, în strinsă legătură cu procesele economice reale, ne a ra tă  
că în prima perioadă a avu t loc o demarare, re la tiv  rapidă (13,7%  anual) ; 
urm ează apoi o expansiune, cu o ra tă  înaltă de creştere (16,5% ); se insta lează  
apoi o încetinire a creşterii exponenţiale (6,8% ), şi, în  sfirşit, o stagnare sau o

Mi!. kWh

Fig. 77 România. Producţia de energie electrică (mii. kW h ) 1950— 
1982 (scară verticală logaritmică)

saturare (1,1 %). în  funcţie de politica energetică şi de industrializare (tip 
intensiv) s-ar putea ca producţia energetică să fie în v iitor p lafonată  de o asim p
to tă  ; este însă posibil ca după faza de saturare să reinceapă creşterea expo
nenţială cu aceleaşi faze.
Metodologic, ajungem Ia necesitatea folosirii unor alte cu rb e : exponenţiala 
modificată *, curbe de creştere asimptotică *, curba logistică * şi la problema 
analizei ciclului *.
Totuşi, cum s-a mai spus, ra ta  medie de creştere, In forma de medie geometrică 
sau în cea a funcţiei exponenţiale, se foloseşte pe scară largă. în  publicaţiile  
statistice O.N.U. ca şi in cele naţionale, după această m etodă se calculează 
dinamica populaţiei, a venitului naţional, a producţiei industria le  etc. în 
România, aplicarea metodei rate i medii de creştere este cv asi-un ive rsa lă . 
în  legătură cu ra ta  medie de creştere se pune o problem ă p ra c tic ă : calculu 1 

perioadei de dublare (triplare etc.) a unui fenomen In condiţiile unei anum  ite 
ra te  m edii de creştere.
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Mii. kWh

Fig. 78 România. Producfia de energie electrică (mii. kW h) 1950— 
1982. Curbe ajustate pe subperioade

Form ula este urm ătoarea :

(1 +  r)a =  2,

In care : r — ra ta  medie anuală de creştere ; 
n  — num ărul de a n i ;
2 — valoarea dublă a fenom enului.

Se rezolvă :

log 2
log(l +  r)

i

%

\

Exemplu. P roducţia de energie electrică a crescut, in perioada 1970—1980, 
cu 6,8%  anual (deci 1 +  r  =  1,068).
D ublarea :

log 2 
log 1,068

0,30103
0,02857

=  10,5 ani.
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Dăm citeva valori caracteristice pentru fenomenele demografice şi economice 
(tab. 52).

Tabelul 52

Perioada de dublare (ani) a unui fenomen In condiţiile unei anumite rate 
medii anuale de creştere (% )

R ata  medie 
anuală (r%)

Perioada de 
dublare (ani)

R ata  medie de 
creştere (r% )

Perioada de 
dublare (ani)

0 ,0 138,7 8 ,5 8 ,5
0 ,5 138,7 9 ,0 8 ,0
1,0 69,7 9 ,5 7 ,6
1 ,5 46,5 10,0 7 ,3
2 ,0 35,0 10,5 6 .9
2 ,5 28,1 11,0 6 ,6
3 ,0 23,4 11,5 6 ,4
3 ,5 20,1 12,0 6,1
4 ,0 17,7 12,5 5 ,9
4 ,5 15,7 13,0 5 ,7
5 ,0 14,2 13,5 5 ,5
5 ,5 12,9 14,0 5 ,3
6 ,0 11,9 14,5 5,1
6 ,5 10,8 15,0 5 ,0
7 ,0 10,2 15,5 4 ,8
7 ,5 9 ,6 16,0 4 ,7
8 ,0 9 ,0 16,5 4 ,5

Cu o ra tă  medie anuală Înregistrată In anii 1950 — 1981 fenomenele de mai jos. 
se po t dubla (aproximativ).
Exemple. Sursa: (Anuarul Statistic al R .S .R . 198, p. 42).

Fenomenul
1. Populaţia
2. Populaţia ocupată
3. Fondurile fixe
4. Producţia industrială
5. V enitul naţional pe locuitor
6. R etribu ţia  reală to ta l personal 

m uncitor

R ata  (%) Perioada de dublare (ani)-
1 ,0 70 ani
0 ,7 100 ani
7 ,3 10 ani

12,0 6 ani
8 ,0 9 ani

4 ,8 15 ani

Ca un indicator să se dubleze in cursul unui cincinal, ra ta  medie de creştere, 
a r trebui să fie de 14,8% anual.

18 —  c . 680
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A justarea  seriei cronologice eu aju torul exponenţialei modificate.
— ajustare folosind formula :

r  =  k +  ab*, (11)

in care : abx — exponenţiala ;

k  — asim ptotă

Exponenţiala modificată face parte din familia curbelor de creştere asimptotică. 
D acă dreapta ( Y  =  a +  bx) descrie o can tita te  constantă (spor absolut) a 
creşterii sau descreşterii, iar curba exponenţială (Y =  abx) implică o ra tă  
constantă a schimbării, deci şi o ra tă  constantă a schimbării c a n ti tă ţ ii; in 
schimb, exponenţiala m odificată descrie o tend in ţă  po triv it căreia cantitatea 
creşterii scade cu o ra tă  procentuală constantă, dar în acelaşi tim p curba se 
apropie de o lim ită superioară (asimptotă).
D iferitele forme ale curbei exponenţialei modificate se văd in fig. 79.

Fig. 79 Patru forme ale curbei exponenţiale modificate 
Y =  k  -f ab (după Croxton et al., p. 20i)

Un exemplu convenţional (după Croxton, p. 263) ne edifică asupra semnificaţiei 
exponenţialei modificate şi a modului de estimare a param etrilor (tab. 53). 
Primele două coloane din tab. 53 prezintă o serie care are o ra tă  constantă 
de descreştere a can tită ţii creşterii. Coloanele 4 şi 5 reprezintă prim a diferenţă 
care este de 75% fa ţă  de prim a diferenţă precedentă. Sporurile creşterii s l n t : 
Ax, A2, A3, A4 şi A3 şi d ec i:

A. Ag_
—A =  0,75 sau 75%. 
Aj

A i
A3
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Dale convenţiale privind curba exponenţială modificată (*=114)

Tabelul 53

X V Totaluri parţiale Creşterea (sporul) 
lui y

Procentul sporu
lui precedent

1 2 3 4 5

0 50
î 66 116.000 16 ...
2 78 12 75
3 87 165.000 9 75

4 93,75 7,75 75
5 98,8125 192.5625 5,0625 75

D acă linia tendinţei s-ar continua ca se va apropia to t mai m ult de asim ptota 
p — 114, fără insă să o atingă.
Procedura de calcul pen tru  estim area param etrilor este :

în ca re : S ,, 2 2 şi S 3 sîn t to talu ri p a rţia le ; 
n — num ărul de ani in fiecare din cele trei to talu ri parţiale 
Rezolvarea formulei cere să se determine mai intii b, apoi a şi în sfirşit A'. 
D acă a şi b sîn t introduse in expresia dată  pen tru  k  obţinem :

=  î. r  ( s lg> (s:,g) -  (s 2p)2 1 . 
n [ S jg  + S 3y — 2S 2i/ J

S.c. reale nu se com portă în general după o curbă exponenţială modificată 
consideraţiile privind această curbă înlesnesc înţelegerea altor curbe de creştere 
asim ptotică.
Ajustarea seriei cronologice eu ajutorul curbei Gompertz. A justarea folosind 
formula :

Y  =  ka»x ,
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care, in form ă logaritmică, devine

log Y  =  log k +  (log a) bx.

Curba Gompertz descrie o tend in ţă  In care sporurile („increm éntele” ) creşterii 
logaritm ilor scad cu o ra tă  constantă.
Estim area param etrilor k, a şi b se face cu formula de la pag. 275.
O serie la care se poate aplica curba Gompertz este cea din tab . 54. 
D eterm inăm  mai în tîi pe k ;  n  — 11.

_i_ T (Si log y ) (S3 log v )  — (S2 log y )‘ I 
n  L Sj log y  + S3 log y  — 222 log y J

1 I (43,62864 x 45,38676) -  45,117772 
T i  I 43,62864 +  45,38676 -  2(45,11777)

1 1 1" 1980,1626 -  2035,6131 "|
1 1 1

(  -  55,4505
-  1,22014 1 11 I[ — 1,22014

45,446014
î l

4,1312526.

log k  =  4,1312526 ; antilog =  13 530 000.

A sim pto ta  superioară este de 13 530 000 mii tone ţiţe i extras (fig. 80). 
A justarea — am mai spus — este de tip  grafic („tendin ţă  vizuală”), cu o 
asim ptotă de 14 mii. tone, stab ilită  arb itra r. E ste  posibil ca in urm a progra
mului special de creştere a extracţiei de ţiţei, aceasta să crească in anii urm ători. 
Ţ inînd seama de rezervele existente ca şi de politica energetică, extracţia  de 
ţiţe i s-ar putea plafona la 14 milioane tone.
Calculul celorlalţi param etri se face după formulele deja citate :

S» log y ~  S ;  log U 
S 2 log y -  Sj. log!/

log a =  (S 2 log y — log y)
b -  1 

(fti -  l)2

C u  datele obţinute :

45 ,38676-45 ,11777  0,26899
¿U =  —---------------- —----- - =  — ---------

45 ,11777-43 ,62864  1,48913
0,1806356.
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Mii tone

în  mod succesiv se determ ină log bn , apoi log b şi în sfîrşit b. Se trece apoi la 
determ inarea lui a.
Schema de calcul al tendinţei este urm ătoarea :

Anul X
E x 

tracţia
(!/)

log IJ
Calculul valorilor tendinţei

bx (log a)bx log ¥  =  log k  +  
+  (log a) bx Y

(1) (2) (3) (4) (o) (6) (7) (8)

Curba Gompertz, al cărei au tor a fost ac tua r şi demograf, a fost considerată 
Jn 1825 (Benjam in Gompertz, On the Nature o f the Function Expressive o f  
the Law of Human Mortality, in Philosophical Transanctions of the Royal 
Society of London) cu aplicaţii la probabilitatea instantanee de deces, expri
m a tă  ca funcţie exponenţială de v ir s tă :
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q(x) =  AekX, în care : q(x) — probabilitatea instantanee de deces. 
Form ula a fost stabilită  pornindu-se de la ideea că uzura progresivă a orga
nismului se traduce printr-o creştere continuă, cu o ra tă  constantă, a probabili
tă ţii instantanee.
E a a fost generalizată de ac tuaru l şi demograful W. M. Makeham (On the 
Law of IIum an MortaliUj and Construclion of Annuitij Tables, în „ Jo u rn a l 
of the Institu te  of A ctuaries”, voi. V III).
Formula Gompertz-Makeham, form ulă privind probabilitatea de deces prin  
modificarea form ulei Gompertz :

q(x) =  .

Introducerea param etrului k ' s-a făcu t pentru a lua .în considerare decesele 
-accidentale care se adaugă deceselor prin  uzura organismulni. Termenul „acci
d en ta l” este luat in sens larg, incluzînd şi decesele de origine infecţioasă. Form a 
sub care se întilneşte această form ulă cel m ai adesea la calculul suprav ieţu i
torilor este :

h  =  t e *  gc *

în  care : lx — num ărul supravieţuitorilor.
O m etodă de estim are a param etrilor din formula Gompertz-Makeham se gă
seşte in Mihoc şi Urseanu (1962, p. 330 — 331).

C urba Gompertz se foloseşte nu num ai in demografie, biom etrie şl a c tu a r ia t; 
-ea se aplică pe scară largă la ajustarea s.c. în econometrie, m arketing etc. 
Form ula Gompertz-Makeham se foloseşte num ai în demografie şi ac tu a ria t la 
ajustarea probabilităţilor de deces şi, respectiv, a funcţiei de supravieţuire, 
în  special la vîrstele înaintate. A plicabilitatea curbei Gompertz la fenomenele 
economice şi în special la industrie se justifică prin fap tu l că dezvoltarea eco
nomică (sau a unui produs oarecare) are loc in patru  faze : a) perioada de experi
m entare ; b) perioada de creştere (producţia de m asă ); c) atingerea unu i p u n c t 
cind creşterea se continuă, dar cu o ra tă  descrescătoare ; d) perioada de s tab i
litate.
A justarea seriei cronologice cu aju torul curbei logistice. A justare folosind 
form ula :

. 1
—>— =  k  +  abx,

y

care se m ai scrie :

k k
y  — _________ si Ir=  ------------- -»

X j _ iQa+bx x +  ea+i,x

form ulă pe care o întîlnim  cel mai adesea in lucrările de specialitate.
Pentru a a justa cu prima formulă cu aju torul metodei punctelor alese avem nevoie 
să alegem trei a n i : x0, x x şi x 2, echidistanţi, prim ul la Începutul perioadei, 
a l doilea — la mijlocul ei şi ultim ul — la sfîrşitu! perioadei. Valorile lui y
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se notează cu y0, yt  şi y2 ; num ărul de ani (n) esl e cel de la x0 la a-! sau de 
la x1 la x2.
Cele tre i constante se obţin astfel :

, 2'ifiihih —
k =  ■-----------------— — 5

yoVi -  A

a =  log
k  -  y  o

I/o

1 T y0(k -  //.) ]

n [ ° 8 Vi (k ~  i/o) J' yi (A- -  y>,)_

Form a curbei logistice se vede din fig. 81.

Calculele sini, in general, laborioase. E x istă  in literatură  procedee simpli
ficate ; unul din acestea este prezentat în lucrarea lui Shryock şi Siegel (1971, 
vol. II, p. 382 şi urm.).
Curba logistică a fost descoperită de m atem aticianul belgian P. F. Verhulst, 
în  1838 (Notice sur la loi que la population suit dans son accroissement in Corres
pondance m athém atique e t physique publiée p a r A. Quételet, X , 113—21, 
Bruxelles) şi redescoperită de biologii şi demografii americani R . Pearl şi 
L. J. Reed, in 1920 (On the Bale of Growth of the Population of ihe United States 
since 1790 and Ils Mathemalhical Representation, In „Proceedings of the N ational 
Academy of Sciences V I", nr. 6, 275, 288). R. Pearl a efectuat şi experimente 
cu musca Drosophila Melanogaster pen tru  a demonstra că orice specie biologică, 
inclusiv specia um ană, se dezvoltă după o curbă logistică. Cele mai numeroase 
aplicaţii slnt în demografie ; în ultim ele decenii ele s-au extins şi în economie.
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ecologie etc. Consideraţiile privind creşterea economică zero, populaţia sta ţio 
nară  etc. au reactualizat curba logistică. R aţionam entul principal este acela 
că  trăim  într-o lume fin ită  (suprafaţă fin ită, resurse lim itate) şi deci dezvoltarea, 
m ultă vreme exponenţială, tinde spre o stare de stabilitate, fiind plafonată
de o asim ptotă superioară.
în  demografia românească sint două aplicaţii cu creşterea logistică a p o p u la ţie i: 
P. R âm neanţu (Elemente de biometrie medicală şi statistică vitală, 1939, p . 274 — 
280) pentru  populaţia to tală  a Rom âniei 1650 — 2200 şl St. Ş tirbu, cu privire 
la populaţia Municipiului Bucureşti (republicat în VI. Trebici, Statistica popu
laţiei, A .S.E., 1970, p. 622).
Crilcrii de alegere a curbelor de ajustare a tendinţei generale (tesle). V arietatea 
s.c. empirice, exprimând m ultitudinea de fenomene sociale, economice şi demo
grafice cere ca la alegerea tipului de curbă de ajustare să se facă mai întîi 
o ajustare grafică în vederea evidenţierii caracterului tendinţei. Folosirea scării 
logaritmice este indicată în cazul în care tend in ţa  este neliniară. In toa te  cazurile 
judecata cercetătorului, bazată pe cunoaşterea domeniului respectiv, are o 
im portan ţă  hotăritoare. D upă ce s-au ob ţinu t curbele ajustate, cu aju torul 
funcţiilor respective, se po t aplica urm ătoarele teste (Croxton et al., 1967, 
p . 2 8 2 -2 8 3 ) :
1) Dacă primele diferenţe (A1) au tendin ţa  de a fi constante, se recomandă 
dreapta*
2) D acă diferenţele de ordinul doi (A2) au tendinţa de a fi constante, se folo
seşte o curbă de gradul doi.*
3) Dacă primele diferenţe au tendinţa de a descreşte cu un procent constant, 
sc recom andă exponenţiala modificată.*
4) Dacă tendinţa aproxim ată, reprezentată pe o reţea aritm etică , este o 
dreaptă, se foloseşte dreapta.*
5)  Dacă tend in ţa  aproxim ată, reprezen tată  pe o reţea semilogaritmică, este 
o dreaptă, se foloseşte curba exponenţială. *
6) Dacă tend in ţa  aproxim ată, reprezentată pe o reţea semilogaritmică, seam ănă 
cu o exponenţială modificată, se recom andă curba Gompertz.*
(i) Dacă tendinţa aproxim ată, reprezentată pe o reţea cu scară verticală reci
procă şi cu o scară orizontală, seam ănă cu o exponenţială modificată, se reco
m andă curba logistică*
8) Dacă primele diferenţe seam ănă cu o curbă de frecvenţe asimetrică, se foloseşte 
curba Gompertz * sau o curbă logistică m ai complexă.
9) Dacă primele diferenţe seam ănă cu o curbă norm ală de frecvenţe, se foloseşte 
curba logistică.*
10. Dacă primele diferenţe ale logaritm ilor sint constante, se foloseşte o curbă 
exponenţială*
11. D acă diferenţele de ordinul doi ale logaritm ilor sint constante, se aplică 
a justarea cu o curbă de gradul doi la logaritmi.
Se intîm plă uneori ca două curbe să fie folosite pentru ajustarea aceluiaşi s.c. 
empirice. în acest caz va fi adop ta tă  a justarea cu acea curbă care ne dă cele 
mai mici abateri p ă tra te  (a se vedea exemDlul din tab. 50 cu două ajustări). 
A VALIZA VARIAŢIILOR ( FLUCTUAŢIILOR.) SEZONIERE ALE SERIEI 
CRONOLOGICE — Operaţie complexă constînd din aplicarea metodelor sta- 
tistico-m atem atice asupra s.c. empirice în vederea identificării sezonalităţii, 
ca form ă a variaţiei periodice *. Etimologic, este vorba de o variaţie determ inată 
de succesiunea anotim purilor („sezoanelor”) ; prin extindere, sezonalitatea 
poate avea insă şi un alt ca rac te r: repetarea unor particu larită ţi pe luni.



trim estre sau alte un ită ţi de timp. De aceea s.c. trebuie să cuprindă term enii 
aran jaţi pe luni, trim estre etc. Sezonaîitatea poate să exprime un tip  („p a ttem ”) 
de mişcare relativ  regulată, care se m enţine de la an la an („tip  constant”) ; 
ea poate însă să reflecte un tip  ce se modifică de la o perioadă la alta („ tip  
variabil”). Fenomenul de sezonalitate este caracteristic, in primul rînd, agri
culturii (prim ăvara, vara, toam na şi ia rn a ); el sc întilneşte şi in alte ram uri ale 
economiei naţionale, construcţii, transperturi, industria alim entară etc. Un 
dom eniu specific este cei al dem ografiei; naşterile, decesele, căsătoriile cunosc 
o anum ită  sezonalitate care, în special, in ultim ul tim p, face obiectul unor 
p reocupări aprofundate.
Vom examina variaţia lunară a num ărului de căsătorii din mediul ru ral în 
perioada 1957 — 1966 (tab. 55).
D in exam inarea tabelului rezultă că num ărul căsătoriilor variază de la o lună 
la a lta  în cuprinsul fiecărui an. Se mai constată insă că num ărul căsătoriilor 
variază de la un an la a l tu l ; in perioada 1957—1966 tendinia generală * este 
de scădere.
F iind vorba de frecvenţe absolute (num ărul căsătoriilor), prim a impresie este 
aceea că varia ţia  sezonieră se reduce, ceea ce este însă fals, deoarece tipul de 
varia ţie  sezonieră răm ine acelaşi, cum se va arăta  în continuare, în  condiţiile 
dim inuării num ărului de căsătorii. Prin urm are, analiza trebuie sa pună conco
m iten t în evidenţă tendinţa generală * şi variaţia sezonieră * şi să ţină  scama 
to to d a tă  de variaţia ciclică * (dacă aceasta există) şi de variaţia reziduală *. 
N um ărul anual al căsătoriilor in mediul ru ra l scade sistem atic în perioada 
1957— 1966. F ig. 82 ne redă această diminuare prin linia punctată . De la

M m
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Fig. 82 Variaţia lunară a căsătoriilor in  mediul rural in România 
1951— 1966 (Sursa: C. Moineagu et al., S tatistica, Ed. ştiinţifică  

şi enciclopedică, 1976, p. 31)
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131 562 căsătorii in 1957, se ajunge Ia 87 888, în anul 1966. O ajustare analitică, 
cu a ju to ru l unei parabole de gradul doi. de pildă, a r pune în evidenţă tendinţa 
generală *. Să precizăm că num ărul căsătoriilor din mediul ru ral a scăzut, 
în perioada considerată, a tit ca urm are a dim inuării num ărului absolut al popu
laţie i rurale, cît mai ales datorită  scăderii frecvenţei căsătoriilor. R ata  de 
n u p ţia lita te  (număr de căsătorii la 1 000 locuitori) a scăzut de la aproxim ativ 
11 la 7,4 %0. Cauzele sînt multiple şi este de resortul analizei demografice 
explicarea lor. D ar pentru a preveni o eroare care poate fi sugerată chiar de 
form a graficului din fig. 82, variaţia lunară a căsătoriilor s-a m odificat foarte 
pu ţin . Tipul de sezonalitate este u rm ăto ru l : o frecvenţă redusă a căsătoriilor 
în lunile decembrie, ianuarie, m artie, aprilie, mai, iunie, iulie şi august şi 
frecvenţe m ari în lunile februarie, octombrie şi decembrie. Influenţa factorilor 
economici, pe de o parte (activitatea agricolă), iar pe de a ltă  parte, a tradiţiei 
(modelul cultural ţărănesc) este evidentă. Fig. 83 şi 84 pun bine în evidenţă 
aceste particularităţi.

Fig. 83 Curba căsătoriilor lunare a- 
justate cu media de trei termeni, 
1057— 1960 (rapoarte în % faţă de 

media lunară)

D acă „ tip u l“ a răm as p rac tic  neschim bat — repartiţia  arc ferma de U — în 
schimb am plitudinea sczonalită ţii s-a redus, după cum rezultă din fig. 84. 
Acest exemplu ne în lesneşte prezentarea noţiunilor şi metodelor de analiză 
a sezcnalităţii s.c.
Indice sezonier (de sezonalitate) —Măsură a sezonalităţii, de obicei ca expresie 
relativă (in procente) a abate rii valorilor empirice ale s.c. de la anum ite valori, 
calculate.
Acestea din urm ă pot fi simple medii, medii mobile * sau valori ale tendinţei, 
obţinute printr-o a justare  analitică.
Indice sezonier simplu neajustat. I. ob ţinu t din raportarea valorilor empirice 
ale s.c. la m edia valorilor.

1 » » _i k ---1---1---1---3---1
i F M A K I  I A S O N D
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Din tab. 55 calculăm mediile fiecărei luni Sn perioada 1957—1966 şi media 
lunară pen tru  toate  lunile ale perioadei.
Seria ¡.sezonieri este trecu tă  în fig. 79 ; ea exprim ă tipu l de sezonalitate. 
F iind vorba de abateri de la media generală (media lunară a perioadei 1957— 
1966), este im portant să stabilim şi abaterile valorilor lunare din cuprinsul-

Fig. S i Curba căsătoriilor lunare a- 
justale cu media mobilă de trei ter
meni, 1957 şi 1966 (rapoarte in % 

faţă de media lunară

fiecărui an de la media lunară a anului respectiv. Procedînd astfel, obţinem 
valorile din tab. 57.
Transpunerea valorilor i. sezonieri pe un grafic (fig. 85) ne a ra tă  dispersia- 
valorilor individuale lunare de la media lunară  pe 10 ani.

Tabelul 56•

Mediile lunare şi indicele sezonier 195 7— 1966

1
Luna N um ărul 

mediu lunar
Indice

sezonier
(%>

1
T ! N um ărul 
i ' una | m ediu lunar

Indice
sezonier

l (%>

Ianuarie
Februarie
Martie
Aprilie
Mai
Iunie

11 317
16 243 
8 426 
6 009 
6 922 
5 614

125,7
180,5
93,6
66,8
76,9
62,4

Iulie
August
Septembrie
Octombrie
Noiembrie
Decembrie

Media

5 029 
5 372
7 S68 

13 369 
13 719

8 124
9 001

55,9
59,7
87,4

148,9
152,4

90,3
100,0
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Fig. 85 Indicii sezonieri in perioada 1951 — 1986

Pentru unele luni, valorile a ra tă  o îm prăştiere mare ; afirm aţia este valabilă 
pen tru  lunile februarie, m artie şi aprilie, influenţate de variaţia calendaristică 
a  tradiţiei. Celelalte luni se caracterizează printr-o îm prăştiere mai redusă. 
Pentru a pune mai bine în evidenţă tipul de sezonalitate, unii autori recomandă 
să  se elimine valorile extrem e şi să se calculeze un i. sezonier luind un num ăr 
de valori care se situează în mijlocul seriei. De pildă, în cazul nostru media



Tabelul ST

Indicii sezonieri pentru fiecare an din perioada 1957—1966

287

Anul Ianuarie Februarie Martie Aprilie Mai Iunie Iulie

1957 123,9 193,1 79.8 48,7 68.0 61,2 50,2
1958 144,5 194,3 67,0 61,4 81,8 58,7 52 ,3
1959 130,9 174,2 128,1 53 ,7 65,0 C2,5 51,4
1960 138,7 217,0 77,3 61,4 69.9 62.2 54,6
1961 130,3 178,1 85 .7 78.3 84.6 59.3 53,0
1962 110.1 126,6 119.3 76,7 77,1 68,4 58,9

■ 1963 120,9 168,6 86 .0 82,1 90,0 64,0 56,0
1 1964 112,9 170,4 133,3 75,2 68,7 64.5 72,9
; 1965 113,8 176.3 94,6 93,5 73,5 64,9 62,2
| 1966 119,6 152,3 74.0 76,0 83,5 60,0 66,5

Tabelul ST 

— continuare—

Anul August Septembrie Octombrie Noiembrie Decembrie Media
lunară

1957 55.0 96,9 156,2 171,9 95,2 100,0
1958 56,6 90,3 156,3 156,6 81,1 100,0
1959 54,6 87,9 150,4 150,0 89,4 100,0
1960 56,4 78,9 136.7 144.3 103,5 100,0
1961 55,9 88,1 142,7 154,7 89,5 100,0
1962 58,7 83 ,6 139,6 157,5 87 .6 100,0
1963 68,7 84,9 142,0 158,0 84 ,3 100,0
1964 67, 9 83,0 146,9 136,1 80.9 100,0
1965 66,5 86.1 155,0 148,5 92.0 100,0
1966 68.2

'
89,3 158,3 139,2 113,1 100,0

se va calcula din S term eni, renunfîndu-se la doi term eni extrem i. Pentru aceasta 
este necesar însă să folosim un tabel cu rangurile valorilor.
Fiecare medie s-a calculat ca medie aritm etică  simplă din valorile avînd rangu
rile 2 —8. Noua serie de i. sezonieri este reprezentată în fig. S6 sub formă 
de linie frin tă . Se observă că ea trece in general prin  m ijlocul norului de puncte 
care reprezintă i. sezonieri individuali.
Indice sezonier ajustat. I. ale cărui vaiori reprezintă abateri de ia o serie in 
prealabil a ju s ta tă  fie cu metoda mediilor mobile., fie cu o m etodă de ajustare 
analitică. N um ărul de termeni lua ţi in calculul mediilor mobile este diferit. 
Exemplul din tab. 59 se bazează pe medii calculate din 12 term eni (numărul 
lunilor). F iind vorba de iiustrarea unei metode ne limităm la 3 ani (1957—1959).
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Rangurile indicilor sezonieri ai căsătoriilor pe luni, perioada 1957— 1966

T a b e lu l  58

Rangul Ianuarie Februarie Martie Aprilie Mai Iunie

1 144,5 217,0 133,3 93.5 90,0 68,4
2 138,7 194,3 128,1 82,1 84,6 64,9
3 130,9 193,1 119,3 78,3 83,5 64,5
4 130,3 178,1 94,6 76.6 81,8 64,0
5 123,9 176,3 86,0 76,0 79,9 62,5
6 120.9 174,2 85,7 75,2 77,1 62,2
7 119,6 170,4 79,8 61,4 73,5 61,2
8 113,8 168,6 77,3 61,4 68,7 60,0
9 112,9 152,3 74,0 53,7 68,0 59,3

10
Media din

110,1 126,6 67,0 48,7 65,0 58,7

8 term eni 123,9 175,9 93.1 70,6 77,1 62,3
Indice (%) 124,3 176,4 93,4 70,8 77,3 62,5

Tabelul 58 

— continuare —

Rangul Iulie August Septom-
brie

Octom
brie

Noiem
brie

Decem
brie Media

1 72.9 68,2 96,9 158,3 171,9 113,1
o 66.5 67,9 90,3 156,3 158.0 103,5
oo 62,2 66,5 89,3 156,2 157,5 95,2
4 58,9 63,7 88.1 155,0 156,6 92,0
5 56,0 58,3 87.9 150,4 151.6 89,5
6 54,6 56,6 86.1 146.9 150.0 89,4
7 53,0 56,4 84,9 142,7 148,5 87,0
8 52,3 55,9 83,6 142,0 144,3 84,3
9 51,4 55.0 83,0 139,6 139,2 81,1

10
Media din

50,2 54,6 78,9 136.7 136,1 80,9

8 term eni 56,9 60,1 86,7 148.6 151.1 90.3 99,7
Indice (%) 57,1 60,3 87,0 149,0 151,6 90,6 100,0

Valorile reprezentînd to talurile  anuale mobile sint plasate la intervalul dintre 
două luni. De pildă, to ta lu l pe 1957 de 131 562 căsătorii este trecu t între luna 
iunie şi iulie şi a.ş.m .d. În tru c ît valorile reale corespund fiecărei luni calen
daristice, este necesar ca şi valorile a justa te  (col. 7) să respecte acelaşi principiu, 
d re p t care se aplică o m etodă specială.
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Tabelai 59

Xumărul căsătoriilor pe luni şi calculul numărului ajustat cu media mobilă pe
12 luni

Anul şi 
1 luna

Numărul 
de căsă

torii

Total 
mobil de 

12 luni

Media 
mobilă 
de 12 

luni (col. 
3 : 12)

Total 
mobil de 

2 luni

Media mo
bilă cen
tra tă  de 
12 luni 

(col. 5 : 2)

Indice se
zonier 
(col. 2 : 
col. G)

O f/O

U) (2) (3) (4) (5) (6) (7)

195 7

Ian. 13 583

Fcbr. 21 167
Mart. 8 750
Apr. 5 335
Mai 7 158
Iunie 6 705 131 562 10 964

Iulie 5 501 134 245 11 187 22 151 11 076 49,7

Aug. 6 025 134 945 11 245 22 432 11 216 53 ,7

Sept. 10 627 133 733 11 141 22 389 11 195 94,9

Oct. 17 124 135 306 11 276 22 420 11 210 152,8

¡Nov. 18 812 137 053 11 421 22 697 11 349 16G,0

¡Dec.
I

10 142 136 960 11 413 22 834 11 417 91,5

195 S

i lan. 16 266 137 361 11 117 22 860 11 430 142,3
'Febr. 1 21 867 22 923 11 462 190,8
: Martie 7 538 137 706 11 176 22 913 11 457 65.8
¡Aur. 1 6 908 137 241 11 437 22 913 11 457 60.3
.Mai ! 9 205 137 707 11 476 22 841 11 421 80,6

• Iunie 1 6 612 | 136 384 11 365 22 621 11 311 58,5
Iulie 1 o 908 : 135 068 11 256 22 245 11 123 53.1

'Al!'iu st ! 6 367 131 873 10 989 21 606 10 803 58,9
iSept. ! 10 162 127 401 | 10 617 21 672 10 836 ! 93.8
iOci. 17 590 132 65! 11 055 21 981 10 991 160,0
Xov. . 17 519 131107 10 926 21 726 10 813 162,0

ÎDec. 9 126 128 391 10 700 ! 21 368 i 10 684 | S5.4
! ! 128 020 10 668 ij |

i
|

— c. 6 SC19
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(continuarea tabelului 59)

(1) ! <2>i

|
(3) (4) (5)

i
(6) (7)

19 o 9
Ian. 13 071 21 272 10 636 122.9
Febr. 17 395 127 250 10 604 21 132 10 566 164.5

Martie 12 791 126 339 10 528 20 941 10 471 122.2

Apr. 5 361 124 952 10 413 20 612 10 306 52,0

Mai 6 492 122 382 10 199 20 186 10 093 64,3

Iunie 6 283 119 839 9 987 19 957 9 991 02,5

Iuile 5 138 119 645 9 970 19 982 9 991 51.4

August 5 456 120 143 10 012 20 342 10 171 53,6
Sept. 8 775 123 960 10 330 20 221 10 112 86,8
Oct. 15 020 118 730 9 894 19 843 9 922 151,4
Nov. 14 976 119 382 9 949 20 008 10 004 119.7
Dec. 8 932 120 711 10 059 20 106 10 053 88,8

1900
120 558 9 894

Iau.
Febr.
Martie
Apr.
Mai
Iunie

13 569 
21 212 

7 561
6 013
7 821 
6 085

Metoda centrării mediilor mobile. (—> Medie mobilă.) Metodă constind In tran s
formarea valorilor ajustate  cu media mobilă şi care se situează intre două valori 
lunare a lă tu ra te  în valori care. să corespundă fiecărei luni calendaristice. Astfel 
în tab . 59 in col. 4 cifra de 10 964 a ra tă  num ărul de căsătorii s itu a t intre 
iunie şi iulie, 11 187 este cifra dintre lunile iulie şi august etc. P en tru  a le trans
forma in valori lunare, se calculează totalul mobil pe două luni (col. 5). iar prin  
îm părţirea la 2 se obţine valoarea a ju s ta tă  ce corespunde lunii calendaristice, 
(col. 6). I. sezonier a justat (col. 7) se calculează prin raportarea valorilor reale 
(y) din col. 2 la valorile ajustate ( Y) din col. 6 şi figurează In col. 7. Repre
zentarea grafică (fig. 86) ara tă  cum se situează valorile individuale in raport 
cu valorile ajustate.
I.s.a. se poate calcula şi in raport cu valorile ajustate după alte metode. De 
pildă, pen tru  perioada 1957—1966, num ărul căsătoriilor, in scădere, evoluează
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Fig. $6 Curba căsătoriilor din mediul rural 19S7— J959 (reală şi ajustată cu 
media centrată de 12 luni)

după o tendin ţă  liniară. A justarea cu dreapta ne-ar duce la obţinerea valorilor 
a justa te  Y  cu care s-ar compara valorile empirice, adică la obţinerea une i 
noi serii de i.s.a.

în tru e it avem de-a face cu medii şi cu abateri de la medic, se im pun diferite 
calcule privind dispersia *, abaterea medie pătralică *. (—► Analiză de variantă.)
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Rapoarte în lanţ. I. sezonieri calculaţi (in procente) prin raportarea fiecărui 
term en 17 la termenul imediat precedent. (—*■ Indice in lanf.) Pentru seria lunară 
medie 1957—1966, aceste rapoarte In lan ţ sînt :

Tabelul 60

Rapoarte in  lanţ pentru seria 1957— 1966

Luna N um ărul mediu 
de căsătorii

R aport in lanţ
(%)

Ianuarie 11 317
Februarie 16 243 143,5
Martie 8 426 51,9
Aprilie 6 009 71,3
Mai 6 922 115,2
Iunie 5 614 81,1
Iulie 5 029 89,6
A ugust 5 372 106, S
Septembrie 7 868 146,5
Octombrie 13 369 169,9
Noiembrie 13 719 102.6
Decembrie 8 124 59.2

R aportu l cu bază fixă este 71.8%, iar media n.l 103,4%. Aceste rapoarte 
sînt şi ele prelucrate cu diferite metode şi perm it calculul unor coeficienţi 
sezonieri.
R ezultatele unei analize a sezonalităţii cu metode moderne, (metoda G. Calot) 
referitoare la un fenomen demografic al populaţiei României sînt prezentate 
in fig. 87.
Metoda Calot a fost expusă în 1973 şi 1981. M eritul ei principal constă în aceea 
că ea este folosită si ca model prospectiv.
A M U Z A  VARIAŢIILOR < FLtiCTl :A ŢII LOR) CICLICE. Operaţie complexă 
constînd din aplicarea metodelor statistico-m atem atice asupra s.c. empirice 
in vederea identificării componentei ciclice. Domeniul predilect de aplicare 
a a.v.e. este ciclul economic *, proces caracteristic economiei capitaliste. E xistă 
insă cicluri în economia socialistă legate de formarea şi reproducţia fondurilor 
fixe, forţei de m uncă, resurselor energetice, de dezvoltarea cercetării ştiinţifice 
şi inovarea tehnologică, de schimbarea struc tu rii economiei naţionale. E xistă  
cicluri abrupte  şi cicluri combinate.
in tr-o  s.c. poate surveni o schimbare de sens (crescător sau descrescător). 
Dacă un termen din s.c. depăşeşte pe cel anterior şi pe cel urm ător 
(i/i_i<i/t>gf+i)>el se numeşte vîrf (peak); ¡ucazulcontrar(pf_1> i; i< g i+1), el este 
o adincitură (Irough). Intervalul între două schimbări de sens succesive este 
o ;fază, iar intervalul dintre două virfuri (sau adîncituri) a două oscilaţii este 
perioada. O m etodă curentă de a.v.e. este m etoda reziduurilor, după formula :

D ' — T

T
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N u m ă r 'J<? c o p ii

l'ig. S î România. Rata totală de fertilitate (număr de copii), 1971 — 19S{t

In care D ' — date  b ru te  ale variaţiilor ciclice, corectate din punctul de vedere 
1 variaţiilor sezoniere, iar T  — tendin ţa  de lungă durată. Form ula ne dă 

mişcarea ciclică *.
Analiză armonică a seriilor cronologice. Analiză bazată pe considerarea unei s.c 
ca sum ă a funcţiilor periodice de forma :

o -  o -
x(t) ~  sin —— t şi y(t) =  cos l,

în care : T 1, T , . . . T tl sint perioadele (necunoscute) ale acestor funcţii. Se pot 
determina 1T,, T , , . . . ,  Tn alegindu-se funcţii periodice cunoscute şi făcîndu-Ie 
să varieze, prin a tribuirea succesivă a diferitelor valori, ajungindu-se astfel 
’a o sumă a acestor funcţii care dă cea mai bună aproximare a variaţiilor 
seriei observate.
i’eriodogramă. Reprezentarea grafică n analizei armonice *.
A naliză a pcriodoţiramei. Analiză a s.c. care sc bazează pe ideea că o s.c. strict 
periodică poate fi exprim ată ca sum ă a numerelor valurilor (undelor), fiecare 
reprezentată de un sinus sau un cosinus.
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Presupunem  o variabilă y  ca funcţie dc tim p : yt =  f(t). Dacă f(t +  T) 
pen tru  toate  valorile lui t, a tunci y, poate fi exprim ată ca serie Fourier :

360,(
+  B} cos

360
T
ht \

n
în care : T  — perioada de oscilaţie ;

A 0, A j  şi B j — constante.

m

\

Se demonstrează că :

R ) =  A )  4- B j ,

in care : R } — am plitudinea (valoarea m axim ă a lui y), corespunzătoare terme-
T

nului armonic cu perioada — .
j

A tit periodograma cit şi spectrul unei serii po t fi concepute ca descompuneri 
ale varianţei seriei la diferite frecvenţe. Deoarece m ajoritatea s.c. economice 
nu silit s tric t periodice, estim aţia sta tistică  a spectrului este preferabilă a.p. 
In  general, lipsurile a.p. pot fi în lă tu rate  printr-o m etodă mai generală care 
este analiza spectrală *.
Corelaţie serială a seriei cronologice. Corelaţie in tre termenii vecini ai unei 
s.c. care nu este determ inată de schimbările variabilei independente (adică 
a mediei populaţiei s ta tis tice ); c.s.s.c. este corelaţia dintre abaterile succesive 
ca rap o rt la mediile populaţiei statistice. Sc mai num eşte autoeorclaţic şi este 
exprim ată de coeficientul de corelaţie al momentelor m ixte (Coeficient de 
corelaţie). Este deci corelaţia in tre x s şi xt intr-o s.c. unde s ^  t.
Autocorelaţie de ordinul 1. Coeficient de corelaţie în tre doi term eni vecini ai 
s.c,, Xt şi Xt.H .
Autocorelaţie de ordinul k  (pj.). Coeficient dc corelaţie în tre doi term eni separaţi 
de (k — 1) termeni :

cov (yt, y t +  k)
Pk =  ——  I —  *

t  { var y t var yt+k}
Valoarea teoretică a lui p k pen tru  orice k  (cu excepţia lui zero). Graficul 
avind ne fi- ca ordonată si ne k ca abscisă se numeşte corcloaramă *.
E x istă  diferite teste pentru autocorelaţie. Cel mai simplu test pen tru  x% şi 
x t- j  pentru  o valoare dată  a lui j  este •
Test neparametric (Wald şi Wolfowitz, 1943). Test circular sta tistic  pe t ip u l :

. v - i
R  =  £  x t X t  ui +  x n X'j,

1 = 1

care, pentru M  mare, este repartizat normal. Ipoteza nulă te s ta tă  înseamnă 
că valorile sint independente. Mai există tes tu l num it raportul lui von Ncumann. 
A lte tesle sint mai rafinate.
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Se menţionează că modelul general al unei s.e. este un proces stohastic. ( —> Proces 
aleator (stohastic,)
Variaţie concomitentă a seriei cronologice. Evoluţie în tim p a două (sau mai 
multe) s.c. reprezentind fenomene to ta l independente. Pentru a pune în evi
denţă v.c.s.c. comparăm fie variaţiile tendinţei de lungă du ra tă  a s.c. (covariaţie 
tendenţială), fie variaţiile abaterilor s.c. de la linia de tendin ţă  (eovariaţia 
diferenţială). în  acest scop formăm diferenţele :

unde : ut şi vt sint valorile observate ale variabilelor u şi o la m om entul t, 
iar u şi o sint mediile aritm etice ale acestora bazate pe n observaţii.
Indice sim plu de covariaţie tendenţială :

in care : c — num ărul de cazuri de concordanţă a semnelor (Ut Şi V) au 
aceiaşi semn) şi

d — num ărul de discordanţe (Ut Şi Vt sint de semn contrar).
Indice simplu de covariaţie diferenţială. 1. similar cu cel de sus. cu particulari
tatea că diferenţele sc formează nu în raport cu u şi v, ci în raport cu valorile 
teoretice U(,) si i%).
ANALIZĂ SPECTRALĂ A SERIEI CRONOLOGICE Aplicarea şi adaptarea 
unei metode de analiză din ştiinţele na tu rii (fizică, astronomie, optică), avînd 
ca bază ideea de spectru, cu care este asim ilat un  fenomen reprezentat de s.c., 
cu toate componentele sale, (tendinţă, sezonalitatc etc.) Spectrul este definit 
ca o diagram ă de descriere a fiecărei frecvenţe a unei s.c. A.s.c. este o gene
ralizare a teoriei descompunerii form ulate de m atem aticianul J. Fourier 
(1768 — 1830) şi are drept scop să studieze proprietăţile  intrinseci ale seriilor 
şi am plitudinile componentelor periodice ; de asemenea, prin analiza încruci
şată, ea pune in evidenţă legăturile dintre serii, măsurînd decalajele dintre 
ele. O prim ă aplicaţie a fost studiul valurilor m ării la ţărm .
Fie o s.c. xt :

Xf =  SA,- sin (co,t -f x j )  +  et — S R , cos (<o,f) +  SC , sin (co,/) -f- sp (17)

Seria este suma num ărului de componente armonice şi a unui reziduu neco
relat (eî)-
Dacă frecvenţele « ,  (corespunzătoare variaţiilor lunare, zilnice etc.) sint cunos
cute, în aşa fel Incit A , şi a , urm ează să fie estim ate, atunci pe baza unei serii 
observate * „  x„, estim atorii, pe baza metodei celor mai mici pătrate ,
sint aproxim ativ :

Ut =  ut — u şi V, a  vt — v,

»
n

t 1
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Amplitudinea pătrată A j =  B] +  Cj este estim ată ap rox im ativ  cu

Se mai poate scrie :

A  o  4

A|  = ...-  V  xt exp ( -  i u>] 0  ’
«=1 |

A  2

Im portanţa lui A j  constă în faptul că el m ăsoară descreşterea în suma reziduala
a pătratelor. Cu cit este mai mare această can tita te  cu a tî t  mai m are este 
contribuţia pe care componenta armonică a frecvenţei ei; aduce Ja variaţia 
lui Xf.
De aceea, dacă oij sînt necunoscute, pot fi căutate periodicităţile lor calculînd

A  o

o can tita te  analoagă cu formula A J pentru  variabila « .
Periodograma va fi :

Se poate determina şi o funcţie de densitate spectrală.
Metoda a.s.s.c., de dată  relativ  recentă in analiza economică, a cunoscut în 
ultim ii ani dezvoltări prom iţătoare (Jenkins, O. Morgenslern, C, W. Granger). 
EXTRAPOLARE A SERIEI CRONOLOGICE. O peraţie de stab ilire  a valorii 
unor term eni ai s.c. (de m om ente sau de intervale) care se situează in afara 
orizontului de analiză. E.s.c. p resupune: a. adoptarea unui mode) de evoluţie 
b't — f ( t )  Şi b. in troducerea in  model a valorii convenţionale a variabilei 
tim p corespunzătoare m om entului pentru  care se efectuează extrapolarea, 
în  general, extrapolarea devine posibilă după ce a fost determ inată tendinţa 
generală a s.c.*. cu unul din procedeele de a ju s ta re ; în acest caz, tend in ţa  
este extrapolată pentru un orizont oarecare. O asemenea extrapolare se numeşte 
exploratiu-teMenţială. Se recom andă ca lungimea perioadei de extrapolare 
să nu depăşescă lungimea perioadei pen tru  care analiza s.c. a determ inat ten 
d in ţa  generală. Extrapolarea se foloseşte in prognoză sau previziune (în demo
grafie term enul este de ..p ro iectare”), in studiul conjuncturii economice *. în 
econometrie *. în demografie. în  prognoza economică predom ină metoda 
norm ativă. In  funcţie de m odelul ad o p ta t şi de lungimea perioadei (scurtă, 
medie, lungă şi foarte lungă), extrapolarea este însoţită de eroare. F iind  vorba 
de o estimafie punctuală, se stabileşte un interval al prognozei şi se determ ină 
eroarea ex ante şi e x  post.

=  — { [S.ct cos (oi f)]2 -f [S r f  sin (ei f)]2}.
n
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Exemplu. Populaţia României la t  ianuarie 1983 a fost de 22 527 235. în tre  
1 ianuarie 1970 şi 1 ianuarie 1981, ra ta  medie anuală de creştere a fost de 
0 ,0 % ; in tre 1 ianuarie 1978 — 1 ianuarie 1983, a fost de 0,7% . E xtrapolarea 
acestor tend in ţe  de tip  exponenţial ne dă urm ătoarele valori:

Anul
N um ărul populaţiei la 1 ianuarie

Un =  ;/o(Uj09)” Vn =  i/o(l»007)«

1983 22 527 235 22 527 235
1984 22 729 980 22 684 925
1985 22 934 549 22 843 719
1986 23 140 959 23 003 625
1987 23 349 227 23 164 650
1988 23 559 342 23 326 802
1989 23 771 138 23 490 089
1990 23 985 318 23 654 519
1991 24 201 185 23 820 100

Populaţia la 1 iulie 1990 este de 24 093 251, (prima variantă) şi de 23 737 250 
(a doua variantă). D iferenţa în tre  cele două variante este de — 1,5%. 
Extrapolarea se poate  face cu ten d in ţă  parabolică, logistică ele.
CICLU ECONOMIC (Ciclu de afaceri). Succesiune de faze in desfăşu
rarea to ta lită ţii elem entelor care determ ină situa ţia  economică a unei ţă ri 
(capitaliste). Principalele faze ale c.e. sînt expansiunea şi contracţia economică 
C,e. cap ita list arc p a tru  faze : criza, depresiunea, înviorarea şi avintul (boom) 
C.e. poate  f i ; de du ra tă  mică, m are şi dc durată  foarte m are (, .ciclurile Kon- 
dratieff”). Particu larită ţile  c.e. exprim ă influenţa factorilor dezvoltării econo
mice şi constituie un domeniu predilect al economici politice. (—> Conjunctură 
economică ; Econometrie.) N ecesitatea de a pune in evidenţă c.e. a dus la dezvol
tarea analizei s.c., la elaborarea d iferitelor modele şi m etode (variaţia ciclică * : 
mişcarea ciclică * ; —> şi Istoric).
CONJUNCTURĂ ECONOMICĂ (ex ac t: studiu al conjuncturii economice). 
Domeniu dc aplicare a m etodelor statistico-m atem atice şi, în special, a analizei 
s.c. în scopul caracterizării evoluţiei probabile a fenomenelor economice pe 
term en scurt şi mediu. întem eietorul s.c.e. este considerat V . M . Persons * 
de la U niversitatea H arvard , cu al său studiu : , , Introducerea barom etrului 
“connmic pe baza dalelor anuale” (1916), iar prim aU nstituţie consacrată s.c.e 
este considerat Comitetul de Cercetări Economice al U niversită ţii H arvard  
( 1917). După acest p ro to tip  au fost în fiin ţate  in s titu te  de conjunctură in 
Germania ( 1.925), in Anglia (, .London and Cair.bridge Economic Service” ), 
in acelaşi an. în  an ii 1930 a fost în fiin ţa t Institu tu l de Conjunctură Economică 
la Bucureşti, condus de Virgil Madgearu şi la care au colaborat, p rin tre  alţii, 
X. Gcorgwscu-Roegcn, P. S tcrian, H. Moldova«, Gh. Răduiescu. în  1967 
a: fost în fiin ţa t un In s titu t pentru Studiul Conjuncturii Economice pe lingă 
Ministerul Comerţului E x terio r şi Cooperării Economice Internaţionale. 
ECONOMETRIE. Disciplină creată in an ii ’30 constind din îm binarea teoriei 
economice, a m atem aticii şi s ta tistic ii. In 1930 a fost. în fiin ţată  societatea de 
econometrie (Econometrie Socicty), datorită  in iţia tiv e i unor economişti, 
statisticieni şi m atem aticieni p rin tre  care I. Pisher *, L. von Bortkiewicz*,
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F. D iv is ia *, II. Hotcllinff * : clin 1933 apare revista „E conom ctrica” . în 
prim ul num ăr din 1933, R . Friscli a dat urm ătoarea definiţie a e. „E xperien ţa  
a a ră ta t că fiecare din urm ătoarele tre i puncte  de vedere, al sta tistic ii, al teoriei 
economice şi al m atem aticii, este o condiţie necesară, dar nu suficientă pentru  
o înţelegere efectivă a relaţiilor can tita tive  din economia m odernă; unificarea 
lor este aceea care asigură eficienţa. E . este tocm ai această unificare” . Iniţial, 
e. îşi concentra a ten ţia  asupra studierii ciclurilor economice, elaborînd metode 
de studiere a conjuncturii economice, de determ inare şi de extrapolare a tendin
ţelor, domeniu în care contribuţia econometricionilor a fost foarte im portantă. 
T rep ta t, e. şi-a lărgit domeniul de studiu. O contribuţie rom ânească im portantă 
este e. informaţională Oniceseti.
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PARTEA A CIN'CE A

TEORIA PROBABILITĂŢILOR ŞI STATISTICA 
MATEMATICĂ

X II. ELEMENTE DE TEOEIA PROBABILITĂŢILOR

SP A Ţ IU  DE EV EN IM EN TE E L E M E N T A R E . Prim ul concept fundam ental 
al teoriei probabilităţilor. Considerîiid un experim ent aleator, adică un expe
rim ent ale cărui rezultate nu pot fi prevăzute cu exactita te , cum ar fi aruncarea 
unei monede sau a unui zar etc.. prin s.e.e. asociat acestuia se înţelege to tali
ta tea  rezultatelor sale posibile. (E vident, de aici rezultă că eveniment elementar 
este sinonim cu rezultai posibil.)
N otaţia  tradiţională pentru  un  s .e .e . este Q. De exemplu, dacă o monedă este 
aruncată  o singură dală, a tunci notind cu s şi v, respectiv apariţia  stemei şi 
apariţia  valorii, s.e .e . este î l  =  {s. a}. Dacă moneda este aruncată de două ori, 
s .e .e . corespunzător este î l  =  {ss, sv, vs. vo}. în  cazul aruncării unui zar, o sin
gură dată , î l  — {1, 2, 3, 4, 5, 6}, iar dacă zarul este aruncat de două ori, atunci 
s .e .e . corespunzător constă din cele 3G de perechi de numere (i, j , )  1 <  i, / <  6. 
N u trebuie să se creadă că orice s .e .e . este finit. De exemplu, experim entul 
care constă in alegerea la întîm plare a unui num ăr natural are ca s .e .e . î l  =  
— {1, 2, 3, . . . } ,  care este o m ulţime infinită num ărabilă, iar experim entul 
care constă în alegerea la întîm plare a unui num ăr real pozitiv are ca s .e .e . 
Q =  (i). oo). care este o mulţime infinită nenum ărabilă. în  fap t, orice mulţim e 
poate fi considerată ca s .e .e . asociat unui experim ent aleator.- (Punînd fireşte, 
în corespondenţă biunivocă elementele mulţimii cu rezultatele posibile ale unui 
experim ent aleator convenabil construit.)
EV EN IM EN T (ALEATOR). Un e .(a .) (pe scurt c .) asociat unui experim ent 
aleator, deci unui spaţiu de euenimcnle elementare *, corespunde unui enunţ 
legat de experim ent, enunţ care poate fi corect sau fals. Mulţimea evenim entelor 
elem entare pen tru  care enunţul este corect constituie e. considerat. De exemplu, 
în cazul aruncării de două ori a unei monede, cind i î  =  {ss, sv, vs, vv}, e . ,,rezul
ta tu l primei aruncări este identic cu rezu lta tu l celei de a doua” este {ss, vv}. 
Astfel, un e. apare ca o submulţime a spaţiului de evenimente elementare. A ceastă 
afirm aţie trebuie precizată după cum urm ează. în  cazul în care spaţiul de eve
nimente elementare * i i  este finit sau num ârabil infinit se consideră ea e. asociate 
lui î l  toate subm ulţim ile lui ii , a căror clasă se notează (ii). în  cazul în care 
i i  este o mulţime infinită nenum ărabilă nu este în to tdeauna posibil să se 
considere ca c. asociate lui i i  toate subm ulţim ile sale, in trucit se poate întim pla 
să nu existe nici o probabilitate * pe. (ii). Ieşirea din această dificultate se 
bazează pe suprim area calităţii de e. unor subm ulţirni ale lui i i ,  eonsiderind 
ca e . num ai elementele unei clase X  de subm ulţirni ale lui î l  care are o structură 
de a-algebră *
E . se notează cu litere mari A, B, C ........în tregul spaţiu de evenimente elemen
tare * i i  se numeşte e. sigur, iar e. care nu conţine nici un evenim ent elem entar, 
deci mulţim ea vidă O, se numeşte e. imposibil. Justificarea acestor denum iri 
este evidentă : e. sigur are loc in orice realizare a experim entului, iar cel imposibil 
nu are Ioc in nici o realizare a experim entului.
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Se spune că e. A  implică e. B, dacă A <=. B , adică A  este o subm ulţim e a lui
B. Din nou, justificarea acestei terminologii este evidentă. Două e. A  şi B  
se numesc echivalente dacă fiecare implică pe celălalt, adică dacă A =  B  în sensul 
teoriei m ulţimilor.
Operaţii cu evenimente. Corespund construcţiei de enunţuri complexe pe baza 
unor enunţuri simple cu aju torul operaţiilor logice de disjuncţie, conjuncţie
şi negaţie.
Fie A  şi B  e. in acelaşi spaţiu de evenimente elementare * i i .  Se defineşte reuniunea 
e. A  şi B, notată A  U B, ca e. constind din acele evenim ente elem entare care 
aparţin  fie lui A. fie lui B, fie am indurora. Se defineşte, de asemenea, inter
secţia e. A  şi B, no tată  A  fi B. ca e. constind din acele evenimente elementare 
care aparţin  a ti t  lui A  c it şi lui B. in  sfirşit, se defineşte complementarul (sau 
apusul) e. .1, no ta t A c, ca m ulţim ea acelor evenim ente elem entare care nu 
aparţin  lui A.
De exemplu, considerînd experim entul care constă în aruncarea unui zar o 
singură dată . cind Li constă din numerele întregi i, 1 < i < 6 ,  dacă

A  =  {¡' este par}, B  =  {i ^  4},

a tunci

A  U B  =  {i este p a r sau i ~s-. 4} =  {2, 4, 5, 6},

A n  B  =  {£ este p a r şi i >  4} =  {4. 6}.‘

A c =  {i este impar} =  (1, 3, 5},

B° =  {i <  4} =  (1, 2. 3;.

Mai general, reuniunea a n e .  Ax, . . . ,  A„, no ta tă  Aj U . .  . U A„ saul_Jf= t-A l’ 
constă din acele evenimente elem entare care aparţin  cel pu ţin  unuia din 
c. A,, . . . ,  A„. Similar, reuniunea unui şir infinit (A j)i> i de}e. no ta tă  U i M  A i,  
constă din acele evenimente elem entare care aparţin  cel pu ţin  unuia din e.
A t , i ^  1.
De asemenea, intersecţia a n e .  A v  . . . .  A n, no tată  Aj n . . . fi A n sau U L i  A i’ 
constă din acele evenimente elementare care aparţin  tu tu ro r e. A v  . . . , A n. 
Similar, intersecţia unui şir infinit (Aj)*>i de e., n o ta tă lJ i> i  A ţ, constă din 
acele evenim ente elementare care aparţin  tu tu ro r c. A,-, £ >  1.
Două e. A  şi B  se numesc incompatibile sau disjuncte dacă ele nu au nici un eve - 
nim ent elem entar comun, adică este imposibil ca a tît A cit şi B  să apară sim ul
tan  intr-o aceeaşi realizare a experim entului. Cu alte cuvinte. A şi B  sint in 
compatibile dacă A n  B  — O. Mai general, n e. Aj. A2, . . . .  An se numesc 
disjuncte in ansamblul lor dacă Aj fi A j =  O, i ^  ./, 1 <  i, j  <  n. A ceastă în 
seamnă că nu mai m ult decit unul din e. poate să apară intr-o realizare a expe
rim entului. Definiţia se extinde, evident, şi la cazul unei infin ită ţi numărabile 
de c. A,, A.,, . . .
Un sistem de e. disjuncte in ansam blul lor se numeşte sistem complet de e. dacă 1 
reuniunea lor este e. sigur. Cu alte cuvinte, un sistem complet de e. este o par- j 
liţic a e. sigur. j
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Proprietăţile  cele mai im portan te  ale operaţiilor cue. definite mai înainte 
sîn t urm ătoarele : (toate e. care apar fac parte din acelaşi spaţiu de evenimente 
elementare *)

.1 y  a  =  a ,  a  n  a  =  a , .1 n  f i  =■ a , a  u  o  =  a ,

A  U  î l  =  CI, A  U  A c  =  n ,  A  n  Ac = =  0, A  n  o  =  o ,

A  U  B  =  B  u  A ,  A  U  ( B  U  C )  “  ( A  U  B )  U C ,

A n  B  =  B  n A ,  A n  ( B n  c ) = ( A  n  B ) n  c, 

n ( U b 4) =  U  (A n B f),
* >  1 i  >  1

(U  -ii)f = P i  a I  (D  A { y =  U  a?
1 i  >  1 * >  1 ¿ > 1

(ultimele două egalităţi sînt cunoscute sub denumirea de regulile lui de Morgan). 
D in ultimele tre i egalităţi luînd I3t =  O, A; = 0  şi apoi A( =  i i  pentru  i > / ; ,  
se obţine

(
n  \  ii

U  B * ) = U  ( A  n B t),

j= i /  »=i
n \ c  ti / n  \  c n

u  = n  j j , ( n  w ] =  u  A ţ.
* = 1 /  ¿ = 1 V *=1 }  i — 1

c-algebrâ. Clasă X  de subrnulţimi ale unui spaţiu de evenimente elementare* 
i i  cu urm ătoarele proprietă ţi :

1. Q e X  ;

2. Aj, A2, . . .  e  X  implică u  A f e X ;
i> 1

3. A e X  implică A c e  X .

în  cuvinte, o o-a. conţine e. sigur i i ,  odată cu un şir de elemente ale sale conţine’ 
şi reuniunea acestora şi odată cu un elem ent conţine şi com plem entarul său' 
Elem entele unei or-a, convenabil alese capătă  in exclusivitate calitatea de e’ 
asociate spaţiului de evenimente elementare * £1 (->Eveniment (aleator).) 
PH O BABILITA TE. 1. Din punct de vedere filozofic, p. unui evenim ent este 
o m ăsură a gradului de posibilitate a acestuia, grad de posibilitate care merge 
de la valoarea 0 (pentru evenimenul imposibil) p înă la valoarea 1 (pentru eveni
m entul sigur). P en tru  un  evenim ent interm ediar A, 0  ^  A #  £ î,p . lui A trebuie 
să reflecte stab ilita tea  asim ptotică constatată  experim ental (mai întii in jo 
curile de noroc) a frecvenţei lui A in tr-un num ăr arbitrar de m are de repetări 
independente ale experimentului aleator căruia A îi este asociat. în  consecinţă, 
dacă A şi B sînt evenimente incom patibile (->Operaţii cu evenimente), atunci 
num ărul de apariţii ale evenim entului A U B in tr-un  num ăr arb itra r de repe
tări ale experimentului fiind egal cu suma num ărului de apariţii ale lui A şi a



:i03

num ărului de apariţii ale lui B. p. lui .1 U B  trebuie să fie egală cu suma p. 
lui A şi a lui B. Prin urinare, p. trebuie să posede o proprietate de ad itiv itate 
pentru  evenimente incompatibile.
2. Considerentele nematematice anterioare au influenţat definirea conceptului 
m atem atic de probabilitate.
A. In cazul cel m ai simplu în care spăl iul de evenimente elementare * î l  este fin it 
sau num ărabil infinit, cînd ca evenim ente asociate lui î l  se consideră toate  
subm ulţim ile sale (clasa &>(Q) a acestor subm ulţim i este în mod banal o cr- 
algebră *), prin p. pe (îl) se înţelege o funcţie P care asociază fiecărui eve
niment * A e  (îl) un num ăr nenegativ P(A), în particular P (îl) =  1, şi care 
este complet aditivă, adică

P( U A f) =  H  P( A ^
i> 1 i>1

oricare ar fi evenimentele A lt Aa. . . . disjuncte în ansamblul lor. (—*• Operaţii cu 
evenimente.) Din proprietatea de ad itiv ita te  completă rezultă mai in tîi (luînd 
A i =  O. i 5? 1) că P (O) =  0 şi apoi (luînd A ( — 0 , i >  n) că

oricare ar fi evenimentele Alt . . ., A„ disjuncte în ansamblul lor. U ltim a relaţie 
a ra tă  că p. P este şi fin it aditivă. Nu este suficient să se postuleze ultim a pro
prietate pentru  a deduce ad itiv itatea completă. Postularea ad itiv ită ţii complete 
(intrucîtva nenaturală) asigură elaborarea unei teorii m atem atice desăvîrşite. 
D atorită  faptului cu A U Ac =  î l ,  A  n A e =  0 , ad itiv ita tea  fin ită  implică

P(A°) =  1 -  P(A)

şi cum P(Ae) A 0. rezultă că P(A) <  1 pentru orice A s  Mai general,
dacă A c  B, atunci P(A) <  P (/i). A ceasta rezultă din faptul că B  =  A U 
U (B  fi Ac), iar evenimentele A şi B  n A c sint disjuncte.
O consecinţă frecvent folosită a ad itiv ită ţii complete este fap tu l că pen tru  orice 
sir descendent de evenimente Ax =3 A2 . . .

P( P l  A () -  lim P(A„).
i>l ti—*oo

(Se demonstrează că această p roprietate este, de fapt, echivalentă cu aditivi
ta tea  completă a probabilităţii p.)
O p. P pe & (ii) poate fi construită după cum urmează. Fie p (i) numere nene
gative de sumă 1 puse in corespondenţă biunivocă cu evenimentele elemen
tare oij din îl .
Definind P(o>î) =  p(i) şi pentru  un evenim ent A e & (ii) punînd

P (A )=  Y i P(0.
{<:

se vede im ediat că P este, intr-adevăr, o p. în sensul definiţiei de mai înainte. 
(Reciproc, orice p. P pc ^ ( î l )  poate fi construită ca mai sus luînd p(i) =
-  P(a>i).)
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în  cazul particu lar cind £2 =  {coj......... com)} şi p(i) =  1 Im, procedeul
ind icat conduce la relaţia

num ărul evenim entelor elementare din A
P ( A )  =  ------------ — ------------------------------------------------------------- ---- ----------------------------  =

num ărul to ta l de evenimente elementare

num ărul „cazurilor favorabile“ 
num ărul „cazurilor posibile“

A ceasta este aşa-num ita definiţie clasică a p. care, după cum se vede, este apli
cabilă num ai in condiţii deosebit de restrictive.
Cazul particular considerat poate ii m aterializat printr-o urnă  conţinînd m 
bile care diferă intre ele num ai prin culoare. E ste  natural, atunci, să se pre
supună că p. extragerii oricăreia dintre ele este 1/m. Dacă în urnă există nţ 
bile de culoare i, l < i < r ,  ^  £=1 nt =  m, a tunci p robabilitatea extragerii unei 
bile dc culoare i va fi egală cu nj/m. A tît experim entul aruncării monedei cit 
şi cel al aruncării zarului po t fi considerate drept cazuri particulare ale experi
m entului extragerii unei bile dintr-o urnă  de tipul celei descrise. în  prim ul caz, 
m  =  2, n1 =  ns — 1, culorile 1 şi 2 corespunzind stemei, respectiv, valorii. în 
cel de al doilea caz, m — 6, n j= n 2sS7i3= n 4= n 5= n 6 =  1, culorile 1, 2, 3, 4, 5, 6, 
corespunzind celor 6 feţe ale zarului.
în  cazul în care spaţiul de evenimente elementare *C1 este o mulţim e infinită 
nenum ărabilă, cind ca evenimente asociate lui CI se consideră num ai elementele 
unei a-algcbre * X  de subm ulţim i ale lui CI, prin p. pe X  se înţelege o funcţie 
P care asociază fiecărui eveniment* A  e X  un num ăr nenegativ P(A), în par
ticu lar P(£2) =  1, şi care este complet aditivă, adică

P( U  Ai) =  E  P(A(),
i > 1 i > 1

oricare ar fi evenimentele .4,, A». . . , , e  X  disjuncte în ansam blu lor.
E ste  de no ta t că Í2C= D  e X  şi că dacă ,lj , A 2, . . e  X ,  a tunci A®, A®, ■ ■ ■ s  X
deci U o i  A®6 X .  U na din regulile lui de Morgan (-► Operaţii e u  evenim m fft 

a ra tă  atunci că O ,  ■> i A4 — [ A4]ce X .  Aceste observaţii erau, evident,
banale in cazul X  — â»(Cl).
Toate proprietăţile probabilităţii evidenţiate în cazul X  — (fí) se extind şi 
la  cazul unei a-algebrc * X  =  (CI). Alegerea a-algebrei X  este o problem ă
care se rezolvă dc la caz Ia caz in funcţie de specificul experimentului şi de 
posibilitatea de a defini o p. pe X . Astfel, în  cazul CI =■ mulţimea numerelor 
reale, d rept X  se ia cea mai mică a-algcbră de subm ulţim i ale lui CI care conţine 
toate  intervalele. Elementele lui X  se numesc, în acest caz, m ulţim i boreliene 
unidimensionale (după numele lui Emile Bord*) şi se demonstrează că pe X  
se po t defini diverse probabilităţi.
R epartiţie (de probabilitate). Termen in esenţă echivalent cu cel de proba
bilita te , folosit pentru a desemna o funcţie de mulţim e avind toate proprie
tă ţile  probabilităţii, funcţie al cărui domeniu de definiţie este o o-algebră* 
complet a rb itra ră  (şi nu una de evenimente).

305.

Lege (de repartiţie). Termen sinonim cu repartiţie (de probabilitate)*.
ClMP DE PROBABILITATE. T riplet (Cl. X ,  P) în care Q este un spaţiu de 
evenimente elementare *, X  o cs-algebră * dc subm ulţim i ale lui CI. iar p o- 
probabilitate* pe X .  C.p. este tem elia pe care se construieşte teoria probabili
tăţilor.
EVEXIMEXTE IXDEPEXDEXTE. Conceptul de independenţă a evenim en
telor depinde esenţial de probabilitatea* P considerată pe a-algcbra* X  din 
spaţiul de evenimente elementare CI. Două evenimente A , B e X  se numesc 
independente dacă P (A  n B) =  P (A) P (B). Trei evenimente A , B. C e  X  
se numesc independente dacă P(A n B) =  P(A) P(B). P(B n C) =  P(B) P(G). 
P(C n A) =  P(C) P(A), P(A n B  n C) =  P(A) P(B)P(C). în  general, dacă 
(A f)tg/ este o familie fin ită  sau infinită de evenimente, atunci evenimentele 
Aj, i e i  se numesc independente dacă pentru orice m ulţim e fin ită  de indici 
distincţi ij, . . ., ijc 6 1

P ( ^  n . . .  n A i )  =  P ( A f i ) . . . P ( A , o .

Conceptul de c.i. se poate ilustra cel mai simplu pe cazul experim entului Ber
noulli repetat. Prin experiment Bernoulli se înţelege un  experim ent a lea tor cu 
două rezultate posibile a (succes) şi â  (eşec) avind probabilităţile  p, respectiv  q, 
p — q =  i .  Dacă un astfel de experim ent este repe ta t de n ori, a tunci spaţiul' 
dc evenimente elementare* asociat, Cîn. va consta din cele 2n şiruri ordonate de 
lungime n  de componente a şi ă .  în trebarea „cum  trebuie definite probabili
tăţile  evenimentelor elem entare pentru  ca orice şir de rezultate ale experim en
tu lu i Bernoulli repeta t să fie construit din e .i.” ? are un răspuns im ediat : dacă 
cos Cln conţine de A: ori componenta a. şi de n —k  ori componenta ct a tunci pentru  
a avea independenţă trebuie ca P(co) =  pkqn~k. În trucît exist ă Ck evenimente
elementare cu această componenţă, iar E  ”=o Ckpnqn~l!= (p +  ş)n = l ,  definiţia 
probabilităţii P este perfect justificată. N otînd B t =  {rezultatul celei dea  i-a repe
tări a experim entului este a} se vede im ediat că P(B;) =  p, de unde P(B®.) — 
=  1—p = ţ ,  1 < / < n .  De aici rezultă, intr-adevăr, că orice sistem  de evenimente 
Aj. . . . ,  A n, unde fiecare At este egal cu Bi sau cu B este constitu it din c.i.
EVEXIMEXTE DEPEXDEXTE. D ependenţa este p roprietatea opusă inde
pendenţei : două evenimente A, B e X  se numesc dependente dacă ele nu slnt 
independente. Pentru două e.d. A şi B  egalitatea P (A n B) =  P (A) P(B) 
nu se mai verifică. E a  se înlocuieşte cu egalitatea P (A n B) =  p (A) P (B |A ) 
unde P (B  ! A) este probabilitatea condiţionată * de evenimentul A a evenim en
tu lu i B.
PROBABILITATE COXDIŢIOXATĂ. P robabilitatea condiţionată de eve
nim entul A a evenimentului B, no ta tă  P (B |A ), este raportu l :

P(A n B)
P (A)

E vident, dacă P(A) — 0, raportu l care defineşte P (B |A ) capătă  form a 0/0 
care nu are nici un sens. Ori de cîte ori se consideră o probabilitate condiţionată 
P (B ' A) sc impune deci condiţia ca P (A) >  0, chiar dacă ea nu este men
ţionată  explicit.

6 SC
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Următoarele formule in care apar p.c. sin t fundam entale:
Formula condiţionării repetate. P en tru  evenim ente arbitrare .1,, . . . .  An e X

P (A1 n a 2 n . . .  n a ») =

=  p(A1)P (A a i.-i1)P(AJ i.i1n A 2) . . .  P(a „:a 1 n . . .  n a ,_ x)

ori de cite ori P  (At n . . .  fi An_j) >  0.
Form ula probabilităţii totale. Oricare ar fi sistem ul complet de evenimente 
(—> Operaţii cu evenimente) fin it sau num ărabil infinit A v  A z, . . .  e  X  şi eveni
m entul B e  X

P (B) = £ p ( f i ( l  A t), 
i

form ulă care se mai poate scrie

P(B) =  S ' P (B | A () P(A<),

unde u ltim a sumă se extinde la toate  valorile i pentru care P(A ,) >  0. 
Form ula lui Bayes (probabilităţile cauzelor). Oricare ar fi sistemul complet 
de evenim ente fin it sau num ărabil infinit A1( A.,. . . . e  X  şi evenim entul
B e  X

P(A{ \ B) =
P (B \A i)  P(,1¿1 

S 'P (B !  A t) P(A,)
i =  1, 2, . .

V

unde suma de Ia num itor se extinde la toa te  valorile i pentru  care P(A,-) >  0 
VARIABILA ALEATOARE. In tu itiv , prin v.a. pe un cimp de probabilitate* 
(íl. X .  P) se înţelege o can tita te  care este m ăsurată  în legătură cu un experi
m ent aleator, pentru  care Q. este spaţiul de evenimente elementare*. Dacă pentru 
un rezu lta t al experimentului o e Q o operaţie de măsurare furnizează un num ăr, 
real X  (co). funcţia reală X , care asociază fiecărui oi 6 i i  valoarea X  (<o), se 
numeşte v.a. reală atunci cind m ulţim ea {co : X  (co) <  x) a evenimentelor 
elem entare co pentru  care A' (co) <  x  este un  evenim ent (e  X )  oricare ar fi 
num ărul real a-. Această condiţie restrictivă este introdusă pentru a putea vorbi 
de probabilităţile valorilor lui X  (in cazul în care X  are o mulţim e fin ită  sau 
num ărabil infinită de valori) sau ale intervalelor de valori ale lui X  (in cazul 
în care X  are o mulţime infinită nenum ărabilă de valori). (Pe de a ltă  parte, 
este in teresant de no ta t că definiţia conceptului de variabilă aleatoare nu face 
să in tervină probabilitatea* P ci numai spaţiul de evenimente elementare* Í) 
şi a-algebra* X .)
în cazul in care £î este finit sau num ărabil infinit, caz în care orice submul- 
ţime a lui i î  este un eveniment*, conceptul de v.a. reală coincide cu cel de funcţie 
reală definită pe fi.
Se demonstrează că dacă X  este o v.a. reală, atunci şi mulţimile {co : A(co) s  B} 
sint evenimente oricare ar fi mulţim ea boreliană unidimensională /! .(—> Proba
bilitate.) Acest fap t stă la baza definirii conceptului de v.a. cu valori intr-o 
mulţime arbitrară M  in care s-a introdus o a-algebră* de subm ulţim i J t : o v.a. 
cu valori in M  pe un cimp de probabilitate* (fi, X .  P) este o funcţie X  definită 
pe fi cu valori în M  astfel incit {co : A(co)e  B) e X  pen tru  orice B e  M.



De obicei, pentru  simplificarea scrierii, sc suprim ă în notaţie evenim entul ele
m entar oi, adică se scrie {A' <  x} şi {A e B) in loc de {<o : A (<■>) <  x}, respectiv 

: A (co) s  B).
Variabilă aleatoare discretă. V.a. ale cărei valori (reale sau nu) formează o mul
ţim e M  fin ită sau num ărabil infinită. Dacă valorile v.a. discretă X  sin t x,. x.,, . . . 
atunci {A - x4} sint evenimente şi cunoaşterea probabilităţilor P(A  =  xt) — 
— i =  1. 2, . . .  . este suficientă pentru determ inarea p robab ilită ţilo r
P (A e  B), B  cz M . Evident,

:W7

P (A e B) =  £  px (x4)

şi, in particular,

1 =  P (A e  M ) =  Yz P x (xt) = 1.

Funcţia px  se numeşte funcţia de frecvenţă sau densitatea de probaiililate a 
o.a.d. X .
Variabiiă aleatoare continuă. V.a. (reală) A  astfel incit P(A" =  x) =  0 pen tru  
orice x real. Dacă există o funcţie m ăsurabilă nenegativă p x  definită pe dreapta 
reală astfel incit

b

P(u <  X  <  b) =  \  p x (x )  dx,

oricare ar fi numerele reale a şi b, se spune că p x  este densitatea de probabilitate 
-l-oo

a v.a.c. X . E viden t, ^  p x  (x) dx =  1. Se demonstrează că pentru  orice 

—  00

mulţime boreliană unidimensională B  (—> Probabilitate) are loc egalitatea

P (X e B ) ^ P x(x) <j.ix (integrala fiind concepută ca o integrală Lebesgue).

Vector aleator (n-dimensional). V.a. A =  (Aj, . . . .  X n) cu valori într-o sub- 
mulţime M  a spaţiului euclidian n-dimensional R n. X v  . . . .  A„ se numesc 
componentele vectorului A. Conceptul de v.a. (n-dimensional) discret este 
im plicit in cel de variabilă aleatoare discretă *. Conceptul de v.a. n-dimensional 
continuu se defineşte similar celui de v.a. (reală) continuă* : X  este numit 
v.a. n-dimensional-continuu d a c ă P (A = (x 1( . . . ,  x„)) =  O pentru orice (x t , . . .
. . . x„) e  B n ; dacă există o funcţie m ăsurabilă nenegativă p x  definită pe R n 
astfel incit

P((«i <  X x <  ăj) n
b. b„

n (un <  x n <  bn)) —

S-SPx{x  1. ■ ■ x„)  dxj . . . dx„

n



pen tru  orice numere reale a, <  bv  . . .. an<  bn, se spune că px  este densitatea 
eh / robabililale a v.a. n-dimensional continuu X  (evident,

px  *!, . . . .  a„) d.i'i . . .  d.r„ =  1).

R R
Ei: PARTIŢIE (A UNEI VARIABILE ALEATOARE). Repartiţie (de proba
bilitate)* Q  y definită prin relaţia

Q X(M ) =  P (X e  M ), M e  M,

unde .V este o variabilă aleatoare cu valori in m ulţim ea M  înzestrată cu a- 
algcbra de subm ulţim i JC. în  cazul unei variabile aleatoare discrete* repartiţia  
(de probabilitate) este, în esenţă, densitatea sa de probabilitate. D upă cum .Y 
este discretă sau continuă rep artiţia  se num eşte, de asemenea, discretă sau con
tinuă. D acă X  este un vector aleator n-dimensional* repartiţia  lui X se numeşte 
n-dimensională. R epartiţiile com ponentelor vectorului aleator * X  se numesc 
repartiţii marginale,.
Prin densitatea repartiţiei Q x  se înţelege densitatea de probabilitate a lui X . 
( —* Xariabilă aleatoare discretă. Variabilă aleatoare continuă, Vector aleator.) 
FVXCŢIE DE REPARTIŢIE. 1. Pentru  o variabilă aleatoare* reală X  funcţia 
de repartiţie  Fx  se defineşte pe dreapta reală prin egalitatea

Fx (x) =  ? (X  <  x) =  Q x (( -  oo, x)).

Se vede im ediat că Fx  este nedescrescătoare (adică F X (x) < Fx (y). dacă x <  y). 
iiin Fx (x) — 0, lim Fx (x) — 1, Fx  este continuă la stingă, adică

X —* -o o  x —*oo

lim Fx(]i) =  Fx (x).y-+xy<x
E ste  de no ta t, de asemenea, că

P(a <  X  <  b) =  Fx (b) -  Fx (a) 

oricare ar fi numerele reale a <  b.
D acă variabila X  este discretă cu valorile reale x ,, x2........atunci Fx  are un salt
de mărime px (x t) = P (X  — x{) In punctul x =  x f , i -  1, 2. . . ., ea răm inînd 
constan tă  în tre salturi. Cu alte cuvinte, Fx  este o funcţie e ta ja tă . Reciproc, 
cunoaşterea funcţiei de repartiţie  e ta ja te  Fx  perm ite să se construiască densi- 
ia te a  de probabilitate anume : px (x t ) =  lim Fx (Xf +  — Fx (x i)>

—  0 < h—0
t =  1, 2, . . .  .
D acă variabila X  este continuă, cu densitatea de probabilitate px , atunci

X

Fx (x) =  ^  px (u) du.

— OO

De aici rezultă că Fx  este, in acest caz, o funcţie absolut continuă. Reciproc» 
cunoaşterea funcţiei de repartiţie  absolut continue Fx  perm ite să se con
struiască densitatea de probabilitate px , care nu este altceva decît derivata 
lui Fx . -------------- ----- ------“

yofi
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"J. Pentru  un nector aleator n-diimnsional* continuu .Y=(A',, X„) funcţia
de repartiţie  l ' x  se defineşte pe spaţiul euclidian n-dimensional R n prin ega
litatea

• • ■’ ? '1 ' 3■ • • •> X ji <  a») -

unde nx  este densitatea de probabilitate a lui X . 
De aici rezultă că l ’x  este absolut continuă şi

P x(x î- ■ • ■'») =
o nF (xv  . . . , x n) 

0 x l . . .  0x„

O PERA ŢII CU VARIABILE ALEATOARE. Plecînd de la variabile aleatoare 
date se po t obţine alte variabile aleatoare prin aplicarea operaţiilor a ritm etice  
elem entare. Se demonstrează că dacă -Y şi Y  sîn t variabile aleatoare leale 
pe un acelaşi c¡mp (le probabilitate *, atunci X  +  Y, X Y , X /Y  ( Y  0) şi deci, 
in particu lar. A' a şi aX , unde a este un num ăr real a rb itrar, sînt, de aseme
nea. variabile aleatoare. E vident, X  +  V este variabila care în punctul co ia 
valoarea X  (co) +  Y  (<o) etc.
Alai general, dacă f  este o funcţie m ăsurabilă (de exemplu, continuă) de n varia
bile reale, iar -Yj, . . ., X n sînt variabile aleatoare reale, atunci f  ( Y t , . . . A'n), 
care este funcţia  care în punctul co ia valoarea f  (X , (o>), . .  . ,  A„(co)), este, de 
asemenea, o variabilă aleatoare. în tr-o  exprim are lapidară, funcţiile de variabile 
aleatoare sînt to t variabile aleatoare. Proprietatea poate fi extinsă şi la varia
bile aleatoare cu o mulţime arb itra ră  de valori.
VALORI MEDII. 1. X  fiind o variabilă aleatoare discretă* cu funcţia de 
frecvenţă p x (x l) =  Pt> i =  1, 2, . . . .  iar f  o funcţie reală sau complexă arbi- 
tcoră definită pe mulţim ea valorilor Iui X , se defineşte v.in. a lui f  (X ), notată 
E(f (-Y)), ca  sum a seriei f(x ()p( (presupunind seria absolut convergentă,

adică \ f  (xi); Pi <  oo ; această condiţie este în to tdeauna satisfăcută in

cazul in care m ulţimea valorilor lui X  este finită. '
2. X  fiind o variabilă aleatoare continuă * cu densitatea px - iar f  o funcţie reală 
sau complexă, măsurabilă, de variabilă reală, se defineşte v.m. a lui /(.Y), notată

+ oo

Effi -Y)), ca valoarea integralei ^ f(x)px (x) d.c (presupunind integrala absolut

— CO
+ oo

convergentă, adică ^ \ f (x )  px (.r) d.r <  oo : această condiţie este în totdeauna

—  CO

satisfăcu tă  în  cazul în care f  este o funcţie mărginită).
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Moment de ordinul ra. Y.m. corespunzătoare alegerii [(.r ) = x m. m întreg pozitiv 
(pentru o variabilă aleatoare reală). P rin  urm are, m.o. m se calculează prin 
formulele

Moment absolut de ordinul m. V.m. corespunzătoare alegerii f(x ) — : .r m, 
m  real (pentru o variabilă aleatoare reală). P rin  urm are, m.a.o. m se calculează 
prin  formulele

Medie. 1. Termen similar celui de moment de ordinul 1* (notat E X) al variabilei 
aleatoare reale X. P rin  urm are

Proprietăţile m ai im portante ale mediei sîn t urm ătoarele :

1) D acă X  — c =  const., atunci E X  =  c ;

2) D acă X  <  y , atunci E X  <  E Y  ;

:i) E (aX ) =  oE X  pen tru  orice num ăr real a ;

■1) E (X  +  V) = E X  +  E Y.

2. Vectorul valorilor medii (EX,, . . . ,  EA'B) ale componentelor A',. . . . , X n 
ale vectorului aleator n-dimensional X  =  (X Jt . . ., X„). /
Moment centrat de ordinul m. V.m. corespunzătoare alegerii f(x ) =  ( x  — 
— E X )m, m  în treg  pozitiv (pentru o variabilă aleatoare reală).
Moment centrat absolut de ordinul m. V.m. corespunzătoare alegerii f i x )  =  
=  | x  — EA \r" , m  real (pentru o variabilă aleatoare reală).
Dispersie (variantă). Termen similar celui de moment centrat de ordinul 2*  
(notat DX sau Var X). Prin urm are.

+ oo

_co

— co

şi are loc relaţia

DX =  EX2 -  (EX)2.



Dispersia este un indicator im portant al îm prăşt'erii valorilor variabilei a lea 
toare după cum rezultă din inegalitatea Iui Cebişev : P ( |X  — E A'i >  a) - -  
< D  A/«2, a >  0. Sint dc no ta t urm ătoarele p roprie tă ţi ale d ispersiei:

1) D (aX ) =  a2D X  pentru orice num ăr real a:
2) D ( X  +  Y) =  D X  +  D v  +  2E (X -  EX) (Y  -  E Y).

Abaterea medie pătratieă. Rădăcina p ă tra tă  a dispersiei*.
Corelaţie (co variantă). V.m. a produsului (X —E X ) ( Y — E 1'’). unde A şi Y  
sint variabile aleatoare reale, dată  dc formula cov (X, 5') == E(XY) — E X E  Y 
liste  de no ta t că cov (X , X) =  DX.
Matrice de corelaţie (covariauţă). Matricea cu elementele cov ( X t . X j ) .  
j < n ,  unde X v  . . . .  X„ sin t componentele vectorului aleator n-dimensional, 
x  -  ( X ,.........X „ ) .
Coeficient de corelaţie. Raportul

cov (X . Y)
P (X , Y) -  : --------- .

1 D A D  y

unde X. Y sint variabile aleatoare reale. C.c. are valori cuprinse între — l  şi 
-f-1. Valorile extreme corespund cazului in care intre X şi Y există o legătură 
funcţională liniară de forma

y  =

Valorile pozitive ale lui p (X, Y) pol indica existenţa unei tend in ţe  ca la valo
rile mari ale lui Y să corespundă valori mari ale lui X, iar ia valorile miei ale 
iui Y ,  valori mici ale lui -Y. Valorile negative ale lui p I X.  Y) pot indica existenţa 
unei tendinţe ca la valorile miei ale lui Y să corespundă valori mari ale lui A", 
iar la valorile mari ale lui Y. valori mici ale lui X. Valorile lui p (X, Y) apro
piate de zero pot indica fap tu l că aceste tendinţe sint slabe, în tim p ce valorile 
lui p apropiate de ±  1 po t indica faptul că aceste tendinţe sin t puternice. 
Funcţie caracteristică. 1. Pcnlru o variabilă aleatoare reală X funcţia caracte
ristică 9 jt(0 sc defineşte ca v .m . corespunzătoare alegerii f(x) — exp (i tx) 

cVr (i =  un ita tea  im aginară /  — 1). Prin  urm are

9ir(0 t ' txipi sau 9X (J) I e'lxpx (x) dx.

Intru cit. ie'<*| =  1 , f.c. a unei variabile aleatoare reale există întotdeauna 
Se demonstrează eă existenta momentului de ordin m* al lui X  implică existenţa, 
derivatei de ordinul m  a f.c. 9 (t) în punctul / =  0 şi

d m'fX (t) !7 I — \m
d‘m I 1-0

(Im plicaţia inversă este adevărată  num ai pentru  valorile pare ale lui m.)
2. Pentru  un vector aleator n-dimensional X  =  (X v  . . ., X n) funcţia caracte_ 
rislică ’p x  (<j, se defineşte ca media* variabilei aleatoare exp i (fjXj -g

<»XB).
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Entropie. V'.ra.. no ta tă  H, corespunzătoare alegerii f ( X f )  =  log2 —  , 1 < ;  <  n .
Pi

pentru  o variabilă aleatoare discretă * cu funcţia de frecvenţă p(a,- =  pt, 
l i t i g i i .  Cu alte cuvinte, entropia

n  1 M

H  =  J ]  Pi log, —  =  -  Pi logo p( 
t = l Pi t= l

este m edia informaţiei tocatei lo g ,---- - I furnizate de evenimentele {.Y =■ v{],
V ' P i  )

1 <  i <  n .
E . apare, de asemenea, ca limi ta cind a —> 1 a informaţiei de ordin % (0 <  a  #  1) 
definită prin  relaţia

iog2 ( , §  p?) -
Energie informaţională. Mărimea

1

(-¡-Entropie.) Deşi folosit de Gorrado Gini încă din 1936 şi ulterior şi de alţi cer
cetători (G. U. Yule, G. H crdan, A. Renyi, ş.a.) im portanţa deosebită a acestui 
indicator a fost pusă in evidenţă de O ctav Oniceseu in 1966 (sS ta tis tic ă  infor
maţională.)
VALORI MEDII COXDIŢIOIVATE. 1. X  şi Y  fiind variabile aleatoare dis
crete cu valorile ,r,. j ; , . . respectiv ijv  ys, . . . ,  iar f  o funcţie reală sau com
plexă arb itra ră  definită pe mulţim ea valorilor lui .V, se defineşte valoarea medie 
a lui f(X )  condiţionată de 1  =  yj, j  = 1 ,  2, . no ta tă  E(f (X) | Y  — yj), 
ca media* variabilei aleatoare discrete cu valorile f(.r,), f(x2), . . .  şi funcţia de 
frecvenţă P x i^ i  i U>) — P (X  =  x{ IY  =  yf), i =  1, 2, . . .  (—>■ Probabilitate condi
ţionată). P rin  urm are,

E<f(X) ; y  =  y}) =  ş  f  ( X f )  P (X  =  x t \ Y  =  y}). 
i> 1

2. (X , Y) fiind un vector aleator* cu densitatea de probabilitate Px , y (x > !/), 
iar f  o funcţie reală sau complexă măsurabilă, de variabilă reală, valoarea medie 
E ( f(X ) j Y  =  y) a lui f(X )  condiţionat de Y  --- ;/ sc defineşte prin egalitatea

+ 0O

 ̂ /'(*) Px ,y (x > !/) dx

1 P x. y (x> U) dx

E<T (-V) , V  -  u ) =
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V AMIABILE ALEATOARE INDEPENDENTE. Extindere a conceptului 
de evenimente independente*. Variabilele aleatoare A,. . . ., X n cu valori in 
m ulţim ea arb itra ră  M  cu a-algebra* de p ă rţi M  se numesc independente dacă

P(A'i e  B v  . . . ,  X „ e  B n) =  PţA 'jS £ , ) . . .  P (A „e B n)

oricare ar fi mulţimile B l .........B n e J t .  (Pentru simplificarea scrierii, virgula
înlocuieşte semnul n • Astfel (A't e ffj, . . . .  A '„e B „) înseamnă (X ,s  Bt) n . . .
. . . D (A„ 6 B n)). In particular, dacă A , , . . ,,X „  sint variabile aleatoare discrete*, 
independenţa revine la satisfacerea relaţiei

P(A 1 — x lt . .  A a ~  x n) =  P (Aj =  x3) . . .  P(A n - - ,rB)

pentru  valori arb itrare x lt . . . ,  xn ale variabilelor. Cu alte cuvinte, variabilele 
aleatoare A ,, . . ., X n sin t independente dacă orice sistem dc evenimente 
definite dc aceste variabile în mod izolat una fa ţă  de celelalte este constituit
d in  evenimente independente.*
Se dem onstrează că dacă A ş i  Y  sin t v.a.i. reale, atunci E(A’ V) =  E-XEY, 
de uncie cov (A, Y) =  0, egalitate care antrenează relaţia  D(A -f Y) =  
=  D A -i- DY.
O proprieta te  deosebit de im portan tă  este aceea că funcţia caracteristică * a 
unei sume de v.a.i. reale este egală cu produsul funcţiilor caracteristice ale te r 
menilor sumei.
Teoria clasică a probabilităţilor culm inează cu un studiu extensiv al şirurilor 
(infinite) de v.a.i. (reale). U n astfel de şir se caracterizează prin  aceea că orice 
subm ulţim c fin ită de elemente ale sale este constitu ită  din v.a.i.
U rm ătoarele rezultate (referitoare la  un şir de v.a.i. reale avînd aceeaşi funcţie 
dc rep artiţie ) sîn t fundam entale :
Legea numerelor mari. Dacă media E-Vj ( =  EA', — . . . )  există, atunci

A,(o>) +  A n(o»)
lim ------------- ---------— ------■ =  EAj

«-> oo 11

in toate  punctele o  cu excepţia eventuală a unei mulţimi dc puncte constituind 
un evenim ent de probabilitate nulă.
Legea numerelor mari este istoriceşte prim a şi cea mai fundam entală teoremă 
lim ită a teoriei probabilităţilor. E a  este asociată cu numele lui Jakob  Bcrnoulli 
(1713). Form a da tă  aici se datoreşte in esenţă lui F . P . Cantelli (1917). 
Teorema limită centrală. Dacă EA"j( — E X , =  . . . )=.= m  şi DAV =  DX. =  
— . . . i =  a2 #  0, atunci

X

( Y’ -
. . .  — A„ — nm ■ A -  1 C

l cVn J K fe 3
— XJ

pen tru  toate valorile reale x.



Istoria teoremei lim ite centrale începe cu de Moivre (1738). I.aplace (1813) 
a evidenţiat sfera largă de aplicare a teoremei, văzind repartiţia normată* ca 
repartiţia  lim ită a unui mare num ăr de term eni independenţi individual negli
jabili. şi. in particular, a dezvoltat această idee ca un argum ent fundam ental 
în teoria erorilor.
Legea logaritmului itcrat. în  condiţiile teoremei limite centrale *

-Yj(to) +  . . . -J- X„(o>) -  iim
Iun s u p --------------- — — — -------------  1.

oj/ânloglogT!

. , Y'i(to) + . .. +  Xn(o>) — nm 

oKS/iloglogn

in toate punctele or cu excepţia eventuală a unei mulţimi de puncte constituind 
un evenim ent de probabilitate nulă.
Legea logaritm ului iierat se datoreşte in esenţă Iui A. I. Ilincin (1924). 
PROCES ALEATOR (STOHASTIC) LLT PARAMETRU DISCRET. Şir
infinit de variabile aleatoare definite pe acelaşi cimp de probabilitate*.
LAXŢ. Termen sinonim cu proces aleator cu parametru discret*. Gel mai simplu 
exemplu de 1. este un şir de variabile aleatoare independente. (—* Variabile 
aleatoare independente.)
Lanţ Markov (finit). L. (X„)n>1 cu valori într-o m ulţime finită S, num ită 
spaţiul stărilor, cu proprietatea că probabilitatea condiţionată

P(-Y?ij-i — 'rt+ i! -Yb =  i n . . . . . .  X 1 — i j )

este egală cu probabilitatea condiţionată

P (X „ ^  =  ! X n - in)

pentru  toate stările . . . .  in, in^-i e  S  şi toate  numerele naturale n.
Se poate spune că, spre deosebire de cazul unui lan ţ de variabile ab a to a re  
independente, caracterizat de o lipsă com pletă de memorie asupra evoluţiei 
trecute, in tr-un l.M .f. se păstrezază asupra evoluţiei trecute am intirea cea mai 
recentă.
Conceptul de l.M .f.. introdus de m atem aticianul rus A. A. Markov (1856 — 
1922) in anul 1906, este unul dintre cele mai fecunde concepte ale teoriei proba
bilităţilor. Potenţialităţile  m atem atice ale acestuia nu po t fi com parate deeit 
eu po tenţialităţile  sale aplicative. O listă  (incompletă) a domeniilor in care 
teoria l.M .f. se aplică cu succes include : controlul sta tistic  al calită ţii produ
selor, siguranţa in funcţionare a sistemelor tehnice complexe, biologie şi medi
cină, demografie, geografie, geofizică, teoria m obilităţii sociale, sisteme de edu
caţie. economie, poluare, marketing, operaţii financiare, m obilitatea forţei 
de muncă ele.
Teoria dependenţei markovienc este un domeniu in care m atem atica rom â
nească a adus contribuţii recunoscu le, de valoare durabilă.
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Lanţ eu legături complete. L. (X „)n>1 cu valori intr-o m ulţime finită S cu pro
prie ta tea  că probabilitatea condiţionată

P ( [  x — Gefl A n — t'n» . . . .  A'i — h )

este o funcţie dată  9]”*- de probabilităţile condiţionate 
n n+i

P(-^n =  îl 11 1  =  h i  1 • • .. -V, =  /,) , 16 S .

pentru orice i1. . .  ., in, i„ +1 e  S, n J  2. K vident un lan! Markov * este un caz 
particu lar de IJ.c. (funcţiile 9 bj), 1, j  e  S  sint constante).
Conceptul de f.f.c. a fost introdus in anul 1935 de O ctav Onicescu şi Crlteorghe 
Milioc. El a căpătat aplicaţii im portante in teoria m atem atică a învăţării şi. 
în forme generalizate, se regăseşte in diverse capitole ale matem aticii. O lucrare 
recentă consacrată dependenţei cu legături complete şi aplicaţiilor sale a apăru t 
in 1982. *>
Cant O-M (Onicescu-Mihoc). Termen sinonim cu lanţ cu Icqături complete* 
PROCES ALEATOR (STOHASTIC) CU PARAMETRU CONTINUU. Familie 
de variabile aleatoare (A'()( g T definite pe acelaşi a m p  de probabilitate*. 
unde T  este un  interval al dreptei reale. întreaga dreaptă reală sau semiaxa 
reală nenegativă.
Teoria proceselor aleatoare cu param etru  continuu este capitolul central al 
teoriei contemporane a probabilităţilor. D ezvoltarea sa a avu t şi are o influenţă 
decisivă asupra evoluţiei statisticii m atem atice în ultimele trei decenii.

X III. LEGI DE REPARTIŢIE
Principalele repartiţii ale v.a. caracterizate prin funcţie de frecvenţă sau densi
ta te a  de probabilitate : funcţia de repartiţie  şi unele caracteristici ale lor (media, 
dispersia, modul etc.).
CURBĂ OE FRECVENTĂ şi CURBĂ CUMULATIVĂ (Curbă de repartiţie 
sau curba frecventelor cumulate). Graficul f.f. (d.p.) p x (x )- respectiv f.r. 
/■'jţ-(.r) in funcţie de x.
Exemplu. Î11 cazul v.a. normale Z  ~  .Y(0, 1) c.f. este da tă  de fig. 88, iar c.r. 
este dată  de fig. S9 (curba in form ă de S  sau ogiva lui Galton)*.

*) Ş, Grigorescu, M. Iosifescu, Dependenţă cu legaturi complete ţi  aplicaţii, Editura ştiinţifică şi enciclo
pedică, Bucureşti, 1982.
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Din proprietăţile f.r. se observă că aria to ta lă  m ărginită de axa O.Y şi de c.f. 
este egală cu 1.
Coada unei repartiţii. Acea parte  din funcţia de repartiţie  a unei v.a. situată  
sub (peste) o valoare dată . Termenul se referă a tî t  la valorile v .a.. cit şi ia aria 
m ărginită de axa O.Y, c.f. şi dreapta Y = .ra sau X = x 1_a (fig. 90 şi fia. 91)

Fig. 90 x %-cuantila şi coada Fig. 91 a  %-cuantila 
unei repartiţii inferioară a legii N (0, 1)

Grad de libertate. Concept general desemnind num ărul de. elemente indepen- 
dente (v.a.. statistici etc.)_necesar pen tru  a defini starea unui sistem sau a ţinui 
ansam blu (num ărul de elemente consîîlerate sim ultan m inus num ărul de
relaţii independente care le leagă).
Exemplu. Dacă x , ,  .rs, . . . ,  x n esie un eşantion de volum n* din v .a. X , atunci 
statistica :

s2
n

- W

este o v.a. cu (n — 1) g.l., deoarece in  ansam blul constitu it de eşantionul de mai 
sus (in care valorile xt sînt independente) există o relaţie de legătură

x  =
1
n

n

X  *«

(media eşantionului*).
Se m ai spune că valorile eşantionului xt ......... x* constituie un ansamblu cu
( n - l )  g.l.
CL'.WTILĂ (y.%-cuiwlilă) (VII).

% -euantilă superioară a v.a.X. sau a f.r. Fx  corespunzătoare. Valoarea 
dcierm m aiă astfel incit :

x --- IJ (X  >  xa), 0 <  z <  1,

adică

i ’x ( 'va) =  <  xv) — 1 x.



Coada repartiţiei * este de arie egală cu x şi se află in partea  dreap tă  fa ţă  de 
abscisa xa (fig. 90).
De exemplu, dacă v.a. Z  ~  X(0, 1) şi a  =  0,05, a tunci 0,05% — c.s. a legii 
,\'(0, 1) este valoarea r0 05 - 1,65 determ inată astfel incit :

0,05 =  P (Z >  : 0>0i =  1,65) =  l-® (" o ,0s) ^  1 -0 ,94950 ,
unde

<D(l) — 1,1/2- ^  e **'2 dx, f.r. a legii-V(0, 1).

— CO

Fig. 92 x% -cuantila bilaterala a legii 
AT(0, 1)

x% -cuauti!ă inferioară a v.a.-X sau a f.r. I 'x  corespunzătoare. Valoarea ,v,_a 
determ inată astfel incit :

a  =  P (X  <  xJ a ),
adică

l ’jr(xJ-oc) =  y-

Coada repartiţiei * este de arie egală cu x  şi se află în partea  stingă fală de 
abscisa Xj_a (fig. 91).
2.%-cuantilă bilaterală (x-cuantilă bilaterală) a v.a. A'. Valoarea x2/2 determ i
na tă  astfel incit :

P(|-V| > ,ra/s) — a,
adică

P (X  <  —x a/2) — P (X  >  .ta/2) =  a. 2 — a/2 =  a.

De exemplu, dacă v.a. Z ~  -V(0, 1) şi a  =  0.05, atunci 0 ,05— c.b. este valoarea» 
rCj025 =  1,96 determ inată astfel incit (fig. 92) :

P (Z \ >  r2/2 =  1,96) =  a  — o,05,



adică
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P(7. <  - r 3/2) 4- P(Z >  za h ) =  $ ( - r a /j) +  1 =  

=  ®Ci-a/*) +  1 -  ^(-a /e) =  0-025 -f 0,025 =  0,05.
R ezultă

<1>(:0 ~  1 _  o,025 =  0,975,

de unde

1.96

0 (0 = 1 /^ 2 1 5  V e~*!/2d.r, f.r. a legii .V(0, I)

1 - < & ( - / )  =  <!>(/)

x-c.b. este a/2-cuantila superioară.
Observaţii.
1. a-cuantila inferioară şi a-cuantila  superioară se mai numesc punctele
critice ale v.a. X.
2. între a-cuantila superioară şi a-cuantiia inferioară există relaţia :

•*a - - T i -

3. In cazul in care graficul d.p. a v.a. A' este simetric, cozile repartiţiei* (din 
stingă, respectiv din dreapta) sin t egale şi de valoare a/2.
4. L egătura dintre punctele critice şi probablităţile corespunzătoare este ilus
tra tă  pc graficul d .p ., respectiv a l.f.r. a v .a. în fig. 88, respectiv fig. 89 pentru  
v.a. 7, ~ AYO. ti , precum şi în  fig. 92.
LEGI J1E REPARTIŢIE DISCRETE. (—►Repartiţia variabilei aleatoare discrete.) 
Legea (discretă) uniformă. Iiepariiţia unei v.a. discrete* X  cu valorile x  p*
— « -f- k, a — 21;........... a +  n k  ţa  si I; constante date) şi funcţia de frecvenţă :
(fig. 93)

P (X  =  x) =  ?x(x)
1
n

Fig. 93 Curba de frecventei a legii (discrete) 
uniforme pentru n ~  5 (a ~  0, k  — 1) Vi"

o i 2
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Schematic l. (<i)u. se poate reprezenta sub forma
i k a -f %k . . . a f nl,

1 1 1
n n n

Caracteristici principale 

Media : E (X ) — a + k
n  4 -1

Dispersia : Yar(A') k" -
n — i

n - 4-1
M ediana: M e t X )  =  a  - f  k — —

Legea binomialâ Hi(u. p). R epartiţia  unei v.a. X  cu valorile 0, 1. 2, . . .
iv in d  funcţia de frecvenţă :

P ( X  x )  px (x) C * p * q »
X  ' ( / !  -  X )  !

p*qn

n !
unde p  q — 1, p  >  0, q >  0, n-întreg pozitiv, Cf aci ic f i :

" x  ! (n  — x ) !
0 1 x

C0npOq’‘-o Cl p ' q* - '  . . . C .

P x  este term enul general al dezvoltării binomului (p -- q)n :
V este v.a, reprezentînd num ărul de apariţii ale evenim entului A  in n  experi

mente independente (-> extragere (selecţie) bernoullianâ sau sondaj cu revenire)*, 
unde p este p robabilitatea realizării lui A şi q este probabilitatea realizării eve
nim entului com plem entar non A (  > urna lui JhrnoitUi).
Fiind dată o u rnă  — conţinind ,V bile d in tre care Ap bile albe şi Xq  Mie 
negre — din care se face un sondaj eu revenire* de n bile. px  este probabilitatea 
obţinerii unui minim de .v bile albe şi n — x bile negre, indiferent de ordinea, 
apariţiei lor.
Funcţia de repartiţie  a v .a. X  ~  Tii(n, p) :

0 dacă x <  0

Clqn~° dacă ( X a ^ l
1

Y i  cy-vy»“* dacă l < x < 2  
o

a—i
V  Ckpkqn~k dacă n i <  x ^  

k=o n

1 dacă x  >  n
unde (xj este cel mai mare întreg cuprins in num ărul . r e  li.

IX
F(.t') =  P (X  <  x) -  £

* = 0

n  — 1 n \

• - C ?i~1 p n ~1q1 C ”p " q ° J
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De exemplu, graficul f.r. a legii B i (6.1/4) este dat de fig. 94.

F f x )

big. 04 Curba de repartiţie. Graficul funcţiei de repar
tiţie a legii Bi(n =  6, p — 1,4)

Caracteristici principale 
Media : £ (X ei(„iP,) =  np.
Dispersia : Var ( XBi (n p ) ) =  npq.
Modul M 0 — valoarea cea mai probabilă — este num ărul intreg care satisface 
relaţiile : n p —<7< A /0< n p  4- p.
F uncţia  caracteristică :

n
o  „ <0 — E(eilX) =  y, elixCxpxqn~x =  (/ ei( 4- q)n.

^BUn.p) , t o

plicind formula Moivrc-Stirling :

n î  = 1-2. ( a - l ) - n 0(/i)],

unde C(n) -*• 0 pentru  n -*■ oo, se obţine expresia asim ptotică a probabilităţii 
PX cind np >  10 şi n -r  oo :

P x (-v)
1 2np;

— ■- — e
' / ‘2-npq

adică legea normală* de medie np  şi abatere medie p ătra lică  1 npq, unde
ln - - x — np : a\'n •< ln < bVn,  a.b.n ~  constante.
i..b. a fost form ulată de J. Bernoulli in ..Ars Conjcclandi“  (1713).
Legea binmuial negativă (repartiţia  lui Pascal sau Polya) Pa (c, p). R epartiţia 
unei v.a. A’ reprezentind num ărul de extrageri (selecţii) bernouilienc sau sondaje 
.ca revenire* necesar obţinerii unui num ăr dat c de bile albe, adică din n experi
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m ente independente, num ărul de probe independente in care se realizează 
evenim entul A  de c ori.
F.f. a v.a. X  este :

P x  — p (x  =  n) =  n >  c (p — q =  1),

adică term enul general din pc( l —q)~c dacă (1 —q)~c este dezvolta t in serie de 
pu teri ale lui q, de unde justificarea denumirii l.Pa(c, p) de l.b.n.

Caracteristicile principale

Media : E (X )  =  —  •
P

qc
Dispersia : \  ar X  =  —— ■

P *

c — 1 c—q
Modul M a : ------  <  M 0 < ------  •

p P
Funcţia de repartiţie  :

F(c ; x )  =  P (X  <  x )

Funcţia carac teristică : (t) =  ( re '4) C(1 — ţ 11)-0.
paic,p\

R epartiţia  lim ită a l.b.n. pentru  c -> oo este repartiţia normală *.
Se aplică in medicină, biologie şi anume teoria contagiunii, p fiind probabili
ta tea  constan tă  ca un microb să fie atins in aplicarea repe ta tă  a unui tr a ta 
m ent, care supune microbii la riscul de a fi atinşi, presupunind că microbul 
moare dacă este atins în c tra tam ente, (fig. 95).

Î
0,2-j

Fig. 95 Curba de frecvenţă a egii 
binomial negative pentru c =  6, 

p =  0,6

Legea geometrică. R epartiţia  unei v.a. X  avind f.f.

P x (x) =  p (x  =  k) =  pqk~1> k =  1 , 2 ,  . .  . ,  n.

=  1 -  I
y=o

21 -  c. 680
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Schematic, l.g. se poate prezenta m b forma :

O x
1 •C) . .  k . .  . n

p PQ- ■• r V - 1 . ■-PQ‘‘

X  este o v. a. rcprezentind num ărul dc probe independente in care se realizează 
evenim entul A pentru prim a dată , din n experim ente independente.
L.g. se obţine din legea binomial negativă * pen tru  c =  1.
Legea hipergeonietrică. R epartiţia  v.a. A' avind funcţia de frecvenţă

Px  =  P a' .kj* =  P( X  =  î ) =
Cz r-n — zk (~X-k

r n( .V
=  0 ,1 . 2....... . (n, k )

((n, k) înseam nă relm ai mic num ăr dintre n şi k), adică repartiţia  v .a. X  repre- 
zentind num ăru l de bile albe care apar in tr-un eşantion de n bile ob ţinu t p rin tr-o  
operaţie de extragere (selecţie sau sondaj) fără revenire * d intr-o urnă  cu Ar bile, 
d in tre care k  =  N p  bile albe şi X —k  -  X q  bile negre. Dacă in cele n extrageri 
succesive bila albă a ieşit de x ori (0 < x < A ) şi bila neagră a ieşit de n — a  ori 
(0< n  —x<A ) şi bila neagră a ieşit de n — x  ori (0 < n  — a< A 7 —A), atunci 
repartiţia v.a. A’ este :

(  °
A C°h CÂ’- t

1 . .

( j  C x - \ < -1^v -r

. . k
s-]C t-'fiCk l-M-k

f.nCft

Caracteristicile principale 
Media : E ( X )  =  np.

X —n
Dispersia : Var (X ) — npq — —— 

Funcţia  de repartiţie  :

F (x) =  P( X  x) =
1*1
La==3nax{0..w— (AT— A))

. . i t  . - , » - 3
Ck i- jc - t

unde f.rţ reprezintă e d  mai s a r e  în treg  conţinut în r, astfel incit f.rţ <
¡Sţ m in (n, k).
Funcţia  generatoare este :

<M0
” /  (C i « ( « - - 1YW&-1) „ \

unde a  =  —n, b =  — k, e =  X —k — n ~  1.
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Expresia din paranteză este seria hiperg'eonietrică a Iui Gauss, dc unde şi 
justificarea denum irii acestei legi.
Dacă A' este suficient de mare, practic dacă n /-Y < 1/10 atunci l.h. poate fi 
aproxim ată prin  legea binomialu* B i(n . p).
Legea Poisson. R epartiţia  unei v.a. X  cu valorile ,v =  0, 1, 2 ..........  avind
funcţia de frecvenţă :

,  X*
P x  =  P ( X  =  *> =  e X—  >

unde X este o constantă pozitivă şi e =  2,7.18 . . . este baza logaritm ului nepe- 
rian. (fig. 96).

Fig. 96 Curba de frecventă 
a legii Poisson pentru 
X =  0,9, respectiv X =  5

Schematic, l.P . se poate reprezenta sub fo rm a:

şi se notează :

X  ~  Po(/.).

L .P . se obţine ca un caz lim ită al legii binomiale* Bi{n, p) pen tru  n suficient 
de m are, p  mic (p <  0,1), astfel Incit să se poală  considera produsul X — np 
de valoare constantă.
Cm alte cuvinte, dacă {X „} este un şir de v.a. ~  Bi(n, p), n =  1 ,2 ; . . . .  atunci
şirul {X„} converge in repartiţie  către v.a. X  ~  Po(X) : -Y„--+ X , adică şirul 
funcţiilor de repartiţie { F „ }  corespunzătoare v.a. { Y „ }  converge către funcţia 
de repartiţie  F  a lui X , în fiecare punct de continuitate al acesteia.
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Dacă /.>  20 sau chiar Â > 10, l.P . este aproxim ată de legea normală*
m ,  K*) :

«2

“l
unde

x -  >, — 1/2 x — Â -f 1/2

(corecţia de continuitate).
Caracteristici principale 
Media : E( X)  =  A.
Dispersia : Var X  =  Â.

Funcţia  de repartiţie  : F(x) =  P ( X  <  x) =   ̂ ,
a=0 J '

unde [x] este cel mai mare Întreg conţinu t in x.
F uncţia  carac teristică : rţ(t) =  .
L .P . a fost considerată de Poisson in 1837 şi a fo s tre d e sc o p e rită "  de L. V. Bort- 
kiewicz *. în 1898, în studiul m orta lită ţii prin  accidente in cavalerie. 
Bortkiewicz a denum it l.P . „legea evenim entelor ra re -' sau ..legea probabili
tă ţilo r m ici".
L .P . este folosită in aplicaţiile statisticii m atem atice in biologie, telecomuni
caţii, în controlul sta tistic  al calită ţii atunci cînd probabilitatea, obţinerii unei 
piese defecte este foarte mică etc.
Lejjea loyaritmică. R epartiţia  unei v .a. A ’ cu valorile 1, 2. . . . avind funcţia 
de frecvenţă :

Px = -------, 0 <  a <  1, x = 1 , 2 . . .
x

unde

- 1
^  (1 -  a.) '

Caracteris tici p rind  paie 
kx

Media : £ ( X )  = . --------- .
1 — x

k x ( l — kx)
Dispersia : Var X  ~  — ---- --------- .

(1 -  a)2
L.l. a fost considerată de R .A . Fisher in 1941.



LEGI DE REPARTIŢIE CONTINUE. (-*■ Repartiţia variabilei aleatoare continue.) 
Legea uniformă. R epartiţia  unei v.a. X  continue care ia valori in intervalul 
1 tx, fi] şi care are d.p.

m  =

Se notează X  ~  U(a, ¡)) (fig. 97).

Fig. 97 Curba de frecvenţă a legii unU 
forme U(ct, 3)

Caracteristici principale

Media : t-'(X) =
a  +  P 

2

Dispersia : Var X  — <P ~  «)2 
12

X

Funcţia  rie repartiţie  F(x) —

a

Legea triunghiu lară . R epartiţia  unei v .a. X  a cărei d.p. este o curbă de formă 
triunghiular â. P rin  alegerea convenabilă a originei. d.p. a l.t. se poate pune 
sub form a :

\ f (y)  dij -

2
------------- (a +  x), —a <  x  <  0
aţa 4- t)

fi* )  = 2
b(a +  b)

(b -  x),

0, tn rest.

0 <  x <  b

Prim a lege a iui La place. R epartiţia  unei v.a. X  continue, cu valori pe R  avfn'd 
d.p. :

/<*) = — oo <  x  <  4* oo.

Prezi n tă  interes istoric, fiind introdusă de Laplace in 1774 ca lege de repartiţie  
a  eroriler.
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Legea norm ală. (Lejeo. Laplace-Ganss). R epartiţia  v.a. X  avlnd d. p . ;

m  201 .

L.n . este o lege continuă, complet determ inată de m şi a.
Constantele m, a3 se numesc param etrii l .n .

+ °° , , ,(»—ml*
d.r -  m.Media : E ( X ) - W - C  „

n i l -  J
2<j*

Dispersia : Var X  =  E ( X  — m )!  =  a2.
Aşadar, param etrii m, o3 reprezintă : m — param etrul de grupare este m edia 
v.a. X  -x iV(m. a2) ; a3 — param etrul de imprâştiere este dispersia v.a. 
X ~  N ( m ,  a2) (fig. 98),

f(x)

Legea normală normată este repartiţia  v.a. U ~  ,V(0,1) :

U  =  (X  -  m)/a,
unde v.a. X  ~  X ( m ,  a2).

V.a. U  ~  _Y(0,1) are d.p. :

<p(u) =  1/K2tc e ~ 1,1/2 . ,
Media : E (  U ) =  0.
Dispersia : Var ((/) =  1.

*

Funcţia de repartiţie : <t>(u) =  t l i ' l r c  ^ e - **'2 dr

—oo
se mai numeşte şi f u n c ţ ia  lu i Lapîace şi este tabelată.
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O b s e r v a ţ i i
j .  Schim barea (le variabilă ¡1 =  (z - —  -n) <3 transform ă orice l.n. N(ni, o") 
}n l.n. X(Q, 1)-
2. Funcţia de repartiţie  a v .a. X  ~  X (m , e2) este :

F(x) =  P  (X  <  1 ) =  l/cV 2n df,

care poate îi exprim ată prin  f.r. a f.n. X(0, 1):

3. Se observă că
' FX (X) =  a)L((.r -  m)/c).

=  1 — <D(.r), x & 0.

4. Valorile a-coantilelor v.a. 1) satisfac relaţia
<

lh-ot — ua-

5. Dacă X ~  JV(m, a2),* atunci

f “(o <  X  <  f>) — <!>((& — m)/o) — d>(fa — m)o) .

fi. Dacă ( X j ,  . . . ,  X B )  este un eşantion de volum / :  dintr-o populaţie normală 
JV(m, c2), a tunci media de selecţie*

n
X  =  l |n

• • • ■ ; ’ »=1
este o v.a. X  ~  X'(m, o2/n).
7. Graficul d.p. a /.n. JV (m, a2) este simetrie fa ţă  de ar =  m, are un maxim de
coordonate (m, şi două puncte (le inflexiune pentru  x =  m  ±  o-
8. f..n. joacă un rol im portant in teorema limită centrală * şi stă ia baza modelării 
m ultor fenomene naturale.
Erorile intîm plătoare sau fluctuaţiile rezultatelor unor experimente urm ează, 
de regulă, o lege ce poate fi aproxim ată prin l.n. conform teoremei limită cen
trală
ILejiea tognorinală. R epartiţia  v.a. X  avînd d.p. :

«ar) =  • <* -  9)<rV&

|ip |X-61 -»}* 
2 c*

.-£< 0.

Adică, X  U . de param etri 6, m, o2 dacă 1 =  In <X — 6) ~  JV(m, o*)» 
Caratlgristiei p rin tipah  
Media : E (X ) =  6 +  e“ +ol/2.
D ispersia : Var X  =  e2”1 e0*^0* — 1).
O b s e r v a ţ i  i .
1. L I. este o repartiţie  unim odală şi cu asim etrie pozitivă.
2. Cin*) c2 este mie, graficul d.p. I.l. este asem ănător eu cel al legii noim ale.
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3. P en tru  diferite valori ale param etrilor 0, m , a! ta fig. 99 s ta t date  graficele 
d.p . a U .

t<x>*

Fig. 99 Curba de frecvenţă a legii lognormcie pentru 
diferite valori ale lu i m şi 0 =  O, o* =  0,5

Legea formelor pătratice de variabile aleatoare normale. R epartiţia  formei 
p ă tra t ice

<? =  £  u l  -  £  , 1
i= i y=i

fl
unde iij (i =  1, 2, . . n) sirit n  v.a. independente /V -V(0.1), U =  £  «#,«*

>
(j, =  1 , 2 , . . . , $  <  /i) ^  Y  (O, 1) sint s funcţii liniare de v.a. {«$}, independente 
Intre ele cu *.

n n

£ “*. =  1. £ « ^ * ¡  =  0 0 '«fc =  2, . . . .  n).
¡ . y : .  «=t * *=1

fi . •
Fie acum lg =  ^  (fc =  s -f 1, s -f- 2 ,__ , n) alte n —s funcţii liniare

*=i 1 ' ' -
de v.a. {ui}, in care coeficienţii a*f. îndeplinesc condiţiile de ortogonalitate

n  n

£  “*• =  L  =  0- 0'. k = l ,  . . . .  n).
• - 1 i= i

Funcţiile /* ~  -V(0, 1) sint independente, deoarece cov ( l j .l t)  =  0, j  #  fc. 
Form a p ă tra tică  Q se scrie :

0 = £ ( u 2 - i | > +  £  if
1=1 J=*+l

sau, apllcind transform area ortogonală 0  =  J ]

fl-Si.
y=*t-i
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unde
»

h  =  ] £  a]t u(, j  =  s +  1, . . . .  n 
*=l

sint funcţii liniare de v .a. {m} cu coeficienţii ot  satisfăcînd condiţiile de orto- 
g o n a lita te : *

n n

E  =  1» E  %  =  °> j> k  =  1 ,2 , . . n j  ^  k.
i = 1 9 = 1

R epartiţia  formei pă tra tice  Q este legea y_2 cu (n —s) g.l., Q ~  y2 _ ,.
Observaţii

n

1. Form a pătra tică  0 =  ^  /2 este independentă de variabilele fj, J2, . .  A„
j —s-bl

iar rangul formei pă tra tice  Q coincide cu num ărul g.l. ale legii sale.
2. Teorema de desfacere a legii y2 (elaborată de W. G. Cocbran, în 1934)
Fie

n
x2 =  u i =  C?i +  Oz + • • • + £ ? «  >

1=1
unde
v.a. independente {»<} ~  N  (O, 1), i =  1, 2, . . . ,  n ; 
form a p ă tra tic ă  Qj de rang kj, respectiv, j  =  1, . . . ,  s.
Condiţia necesară şi suficientă pen tru  ca formele pătratice  Qly Q,, . . . .  Qs să 
fie independente şi Qj ~  , j  =  1, . . . ,  s, respectiv este ca :

*1 +  '̂2 +  • • • +  kt =  n -

Legea Gamma. R epartiţia  unei v.a. X  cu valori nenegative avlnd d.p.

O, x< O
f(x) =  ■ uv

--------X?-1 ~cax, X >  O, (3 = Va)
T(p)

unde
OO

T (p) =  ^ xp_1 e_* dx

o
(fig. 100).
Caruri parlicuiare :



1. Dacă p — 1, se obţine

3H0

f(x) = { 0 , 

a e ~ a z ,

x  <  0 

x  >  0,

adică d.p. a  legii exponenţiale* de param etru  a.

adică d.p. a legii Erlang.
3. Dacă p =  n/2 şi a =  a2/2, (a  >  0) se obţine ;

0 x  «S 0

/•(.,) =  ----------- ± - —  z*12- 1 '  *  >  °

adică d.p. a legii yp*
Legea Beta. R epartiţia  v.a. X  avlnd d.p. :

f(x)

r (¡x -f- v) 
r o t )  i »

x b -i ( i  _  x)»-i t dacă x e  (0. 1)

0 , dacă x  <ţ (0. 1)

ţt-, » >  0.
X  ~  Be (¡x, v), [X, v >  0 (fig. 101).
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Funcţia de repartiţie  Ï .  Be :

F < * ) =  P (X  <  ar) =
r (n v)
r (ji) r< a“- 1 (i -  a)v- 3 t’a =

=

l ,

■B* (fC v)

o

■T >  1 

, a: 6 (04)
B ([i. v)

0- , x  <  0

Fig. J6J C uria de frecvenţă a 
legii Beta, £e(ţx, v) pentru diferite 

valori ale lui u şi v.

unde

(¡x, v)

«

O

dy este funcţia Beta incompletă,

v) =
5o

y{x-3(l -  y)V-l d g  _ T(U) I »  

r  (h* T- v)
este funcţia Beta.

Carueieriitice principate 
Momentul d* ordinul r

r((t -I- v) r (n +  r) _ ([X +  r  -  1) (¡x  +  r -  2) . . . ftx +  1) ţx  <

r (¡x ) r (¡x  -f- v +  r) _  (¡x  + v + r -  l)((x +  v  +  r - 2 ) .  . . ( f x + v + l ) ( ( x + v )
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de unde deducem :

Media : E  (X ) — ---------
ti +  v

Dispersia : Var X  =
(u. - f  v)2 (¡1 +  v +  1)

Observaţii
1. D acă X, Y sînt v.a. independente avind legea Gama* de param etrii ¡x, v, 
respectiv, atunci v.a.

are i. Bc de param etrii ;x, v : U ~  Be (u, v).
2. Pentru  ¡x =  v =  1 se obţine legea uniformă*, deoarece T (l)  =  T (2) =  1.
3. Dacă v.a. independente X v  X 2 ~  legea Gama * de param etrii (a, 2), (lî, 2), 
respectiv, atunci v.a. X 1/(X 1 -f- A’2) ~  Be (a, fi).
Legea Cauchy. R epartiţia  v.a. X  avind d.p. :

' X

—OO <  I  <  oo

sau, mai general,
a

f  (x ; m, a) =  —
1

n  o! +  (x- — ni)2
, x  e R , m e  B , a > 0 ,

unde m, a -param etrii l.C. (fig. 102).

Fig. 102 Curba de frecvenţă a 
legii Cauchy cu m — 0 şi a =  1.

Caracteristici principale 
Modul : M a =  0. 
Funcţia de repartiţie  :

X

1 1 1
F  (x) =  P (X  <  x) =  — — =  —• -(----- arc tg  x.

y2 2 n
— OO
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Funcţia caracteristică : 9 (f) =  e W.
Observaţii
1. L.C. nu are momente de nici un  ordin, deci nici dispersie.
2. Nu se aplică teorema lim ită centrală* pen tru  l.C.
3. E ste un caz particu lar al legii t a lui Student*.
Legea arc sin. E ste legea unei v.a. X  a cărei d.p. este :

f ( x )  =
1

X  ( 1  —  X )

Funcţia de repartiţie  : F  (x) =  2/re aresin ]/x, 0 <  x <  1. A ceastă lege apare în 
teoria evenimentelor recurente.
Legea x a (Helmcrf-Pearson). Ftepartiţia v.a. X  avînd d.p.

f ( x )  — -------- ----------xv/2“ 1 e~ xl2, 0 <  x <  00
2v/2 T  (v/2) v > 0, întreg.

Se spune că v.a. urmează l.y? cu v g.l. : X  ~  y 2. L. y j se numeşte legea hi 
pătrat cu v g.l. sau legea Helmert-Pearson cu acelaşi num ăr do g.l. L. y;2 a  fost 
considerată prima oară în anul 1876 de Helmert şi ulterior „redescoperită“  
de K. Pearson.
Caracteristici principale 
Momentul de ordinul r :

M r  =  2r ( v / 2 )  +  ( r  -  1 )  ( v / 2  - f  r  -  2 )  . . .  ( v / 2  -f- 1 )  v / 2 ,

de aici se obţine :
Media : E  (X) =  v.
Dispersia : Var X =  2v.
Funcţia caracteristică : <p (/) =  (1 — 2 i /) 'j/2.
Graficele d.p. ale l.y’2 pentru diferitele g.l. si.nt date de fig. 103.
Observaţii

1. Dacă v/2 =  p şi a =  — , se obţine d.p. a legii Gama *.
2

2. D acă v.a. X  ~  X?, atunci v.a. Z  =  / 2X  — J/2v — 1 ~  X  (0,1).
3. x2 ; v — a-cuantila superioară a legii se determ ină astfel incit :

P  (Xv >  X»: v) =  a
şi sînt tabelate.
4. Dacă v.a. independente X j ~  /v r  X , ~  yVa atunci v.a. X j X 2 ~  Xvi+vj 
(proprietatea  de stabilita te  a legii x2)-

S

5 .  Dacă v.a. independente X  (0,1), i = 1 ,  . . . ,  s ,  atunci v.a. ^  X^^Xs.
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6. Dacă vectorul aleator X =  (X v  . . . ,  A \)' are legea normală multidimensio
nală* X (m , £ ), atunci forma pătra ticâ  pozitiv definită : (x — ro ) 'L _1 (x — m) 
are legea Xf.
Legea Helmert. E ste legea v.a. abatere standard  :

ce =  V 2  U'j -  î ) s/n
»

Fig. 103 Curba de frec
venţă a egii x a cu diferite 

grade de libertate

T 2 i  2
a unui eşantion extras dintr-o populaţie norm ală cu dispersia c.A V.a. n ae/a 
este o v .a. cu legea •/}* cu v =  n — % g.l.
A ceastă lege a fost obţinută de H elm ert in 1876.
Legea t a lui Student. R epartiţia  v.a. .Y avînd d.p. :

~(s+l)/2

Se spune că X  are I.l S. cu s g . l : X  ~  ts (fig. 104). 
Caracteristici principale 
F uncţia  de repartiţie  :

F(x) =  P  (Y <  x) l 2 J  (
72) J V¡/- s rţ

1 +
i2 (S+ 1 )/2

r )
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momente de ordin par :
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M iP (/) =  s*

r(î)r (s/2)

s
p <  — 

2

Fig. 104 Curba de frec
venţă a legii t Student cu 
diferite grade de libertate 

(s =  1,5, oo)

De aici se obţine :
Media : E  (X) =  O.
Dispersia : Var X =  s/(s — 2).
Observaţii
1. a-cuantila  superioară a l.S. cu s g.l., ta .g se determ ină astfel In c i t :

p  H* >  W  =  *

şi sint tabelate.
2. Dacă v.a. X  ~  ¿V(0,1) şi v .a. Y  ~  y_v, X , Y  v.a. independente, a tunci v .a.
t  =  x i Y y JZ ~  <v.
3. Legea lim ită a v .a. X  f,, cind s —» oo, este legea X(0,1).
Legea F  Snedecor-Fisher. R epartiţia v.a. X  avînd d.p.

£ ((st -ţ  s2)/2)
r  (sţ/2) r  (s2/2) ■ ( % / s 2)Sl/2 V + M

si± £ î
2

0 <  X <J OO.

Se notează X  ~  F . , , adică v.a. X  are Î.F  cu s,, s, g.l.S1' Si
Graficul d.p. al LFC . nu este sim etric (fig. 105).*1» >2
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Caracteristici principale 
Momentul de ordin r :

unde T(v) este funcţia Gamma*.

Fig. 105 Curba de frecvenţă a legii F  cu 
Sj =  10, s2 =  12 grade de libertate

F0,05 00,12
De aici se obţine :
Media : E  (X ) =  s2/(s2—2)
Momentul de ordin 2 : M 3 (X ) — sl/Sj (s2 — 2) (s2 — 4)

2 sl (s, — s2 -  2)
Dispersia : Var X  =  —---- --------------- - , s« >  4

Sj(sa - 2 ) * ( « * - 4 )
Funcţia  de repartiţie  :

F  (x) =  P (X  <  x) =
r ţs j/2 )  r ( s 2/2) ) 2

dy.

Cînd s2 —> oo, E (X )  =  1, Var X  =  2/s,, adică media respectiv dispersia unei 
v.a. x s J si- Deci v.a, s2 FSv oo ~  X«i- (-»-Observaţia 2 de mai jos.)
F  , — a-cuantila v.a. X  ~  F . .  se determ ină astfel in c i t :OC , .Vj *2» *2

în tre  v.a. F . _ şi v.a. F  există relaţiile :
S V  s 2 S i

1
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şi, corespunzător, pentru f.r. respective :

F F*i . s, (*> =  1 “  f f s„ h O /*)-
Observaţii
1. Dacă v.a. X v  A'2 independente, X 1 ~  Xn?* x z ~  , atunci v.a.

F  =  X llh  
/s2

F

2. Cînd s2-> oo, v.a. SlFSv m  ~  x^-
3. 7..F. are im portan ţă  deosebită cind se com pară dispersiile de selecţie* ale 
unor populaţii normale, in  analiza de regresie*, în analiza de variantă*,
4. Fie v.a. X  ~  F. , .S e  a ra tă  uşor că v.a.S, Sjj

1

*3

Sj/s2 X 
1 -Ţ- Sj/S2 X

au, respectiv, legea Beta*, Be ^  şi legea Beta*, Be

5, Fie v.a. X  ~  F, . ,  a tu n c i:
¿1» S 2

U2

X?,/S 2

unde v.a. U ~  JV(0,1).
De aici se deduc relaţiile între a-cuantilele corespunzătoare ale legilor res
pective.

Legea Z (a Iul Fisher). R epartiţia  v.a. Z  — — In X , unde X  ~  F$ este l. Z
2 1

cu sj, s2 g.l. A fost considerată de R . A. Fisher în 1924.
D .p. a v .a. Z  este :

22— C- 860

— oo <  r <  oo.
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F u n cţia  de repartiţie  a v.a. Z :

F(.i) =  P(Z  <  .r) = ^ f ( ’) d- = F i s v s,_ < * “ )•

~Za ■ s t  — a-cuar.tila superioară v.a. Z cu sv  s» g.l. se determ ină astfel in c it:

P ( Zs v s , > Z * ; Sl, , , > = * •

In tre  a-cuantilele v.a. 7  şi F  , are loc relaţia :sv  sv  ss

Z a ; s l , s 3 9  * n  F a ;  sv  s, *

D e asemenea se observă că :

7  —  —  7^¡c;sv s, l—x; sv s,,

Xeyea x 2 neeentrată. R epartiţia  v.a.

X?! S =  S U ‘
i = l

unde {U<}, l < i < v  slnt v.a. independente, f /4 ~  Ar (m,-, 1).
Se notează Xv s se nume5'*-e v .a. y f  necentrată cu v g.l. şi cu param etrul 

-de excentricitate (sau necentricitate) 8, unde :

82 =  S  m<
* = 1

D.p. a v .a. Xv-s es*e :

t  ,  x 1 -̂ (S«+*) v / 2 _ !  «  <s3x f  r<p+i/a)
v :s (X )_  ^ (2B>! r (W2 +  !i)

.Funcţia de repartiţie  :

X

H v j 8  ( * )  =  d u -

o
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Observaţii.
1. P . B. Patnaili in ..B iom ctrika“  36/1949 a dat o aproximaţie a v.a, necentrate 
y s cu v g.l. şi param etru] de excentricitate 5, printr-o v.a. y ţ  cen tra tă  :

Xî; 5 =  C Z2,..

unde constantele C şi v* se determ ină astfel incit :

* ( J S ;a )  =  c  E  (/-?•)

Var (X*;8 ) =  C* V a r(Xv2.),

adică :

v +  82 =  C v* 

v +  28s =  C‘ v*

2. Funcţia  de repartiţie  a v .a. x?-* devine

unde Hv* (r/C ) este funcţia de repartiţie  a v.a. centrale .
3. Valorile x-cuantilelor superioare ale l. y'j n. se determină astfel in c i t :

P  5  <  X ?;  g ;  a)  =  1 — a ‘

Legea t necentrată. R epartiţia  v.a.

i , =  v /Y v j s ,

unde U ~  -V(0,1) ; V ~  jjJ, v.a. independente.
L. in .  se obţine dacă v.a. V  sau V sin t fie pe rind, fie amindouă deodată 
v .a. necentrate.
Legea F necentrată. R epartiţia  v.a.

V i .  V ,

Vi/vi f  

■V2/v2

unde A'j ~  , -V2 ~  v .a. independente.
L. F  n, se obţine dacă v.a. X v  X 2 sint fie pe rind, fie amindouă deodată ne
centrate. Aşadar, v.a.

2
V i i  S i

viX 2
Vi

v i ,  V ,  ; 8,

V2 Xvt 

vi zŞ ,; s,
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sîn t v.a. simplu necentrate. Y.a.

Vi, v.; 8,, S2
^ i ! 8 i

vi X v2; 82

este o v.a. dublu necentrată.
Observaţii
1. Se observă c ă :

F,vv v2;S 1 1IFmî, v1;S1

si deci este suficient să fie cunoscută num ai f.r. a v.a. x .’ vl» v2 > °1
2. In tre  v.a. necentrate fv . g şi F j v; s ex is tă  relaţia :

'5 ; S — F l, v;8'

3. D .p. a v.a. F  8 simplu necentrată este :

f.Vi» j 8, (.r) =

/  s i  \ ‘  v , +  v, 1
Vl .-<!» .  ( v )  r( - ^  + Ĵ
v2 r (v a/2) p=o

'r ( v + # + T ' )

V1 + V2+ s

Legea maximului studentizat al modulului (legea m a x im u lu i  m o d u lu lu i  s iu d e n -  
l i z a t ) .  R epartiţia  v.a.

mi, v =  (m ax I X i  1} / s<

unde v.a. , independente, X 2- ~  Ar (0, a2), V  i:
s2 este un estim ator pă tra tic  independent cu v g.l. al lui o3, adică v s2/a 2~ / 2 ;
.s2 independent de {Xf}1<i<8.
Valorile a-cuantilelor superioare ale l .m .s .m . ,  m x] ^ v c u i ',  v g.l. se determină 
astfel in c it :

P  ( m k ,  v <  m a ;  k ,  v> =  1 -  *•

P en tru  diferite valori ale lui k, v şi a  =  0,05, respectiv 0,01, valorile a-cuan
tilelor superioare sînt tabelate.
Legea amplitudinii studentizate. R epartiţia  v.a.

qk v =  (max X t — min X t)/s 
» «



cu A, v g.l., unde v.a. X f, i =  1, . . . .  A- sint v.a. independente X t ~  ,V On, \  
v s2/a 2 — x l  5* s~ este independent de {X,}. t
Valorile a-cuantilclor superioare <7a i  vdeterm inate astfel incit P  (?.*, \
=  1 — x  sin t tabelate. * 1
Leyea amplitudinii studentizate mărite. R epartiţia  v.a. gk^  cu k , v S-l.

m ax X t  — min X

<?i,v =  max m*,vî

 ̂ iildA '— 1111
=  m a x i  — --------------- -

l

m ax ] X t  i

K
unde v.a. {X<}, i =  1, . . . ,  A independente ~  A’ (0. o2) :  s2 — u n  e s t j ^  
nâtratic  independent cu v g.l. al lui c 2, adică v s2/c 2 ~  y 2. X»

V I

\ \

pătratic  independent cu v g.l. al lui o2, adică v s-/cr ~  y ‘ .
Valorile a-cuantilelor superioare ale l.a.s.m. v sint d e te rm in a te
ncit

p (5'*, , v < < ; i . v ) =  1 “ «• \ ' ^

D acă a  ^  0,05 şi k  > 2 ,  a tunci

«  ? a ; i ,v  1

unde şa . v sint a-cuantilele superioare ale legii am plitudinii s f (_u[ef)
Legea maximului studentizat al abaterii faţă de media de scleej¡e_ ţ'
sideră v.a. ^

Z 4 =  ( X ,  - X ) / u ,  t  =  l ,

unde {X;}, 1 <  i<  A sint v.a. independente ~  -V (m, a2)

a) C a z u l  a -c u n o s c u t  
Se calculează :

E (Z () =  0

Var (Z t) =  (A -  1)/A 

Cov (Zf,Z i)  =  -  1/*

Cor ( Z it Z i)  =  -  1/(A -  1).

V .a H , =  m ax ]Zţ] se numeşte m axim ul abaterii absolute falei .
1<i<* ~

de selecţie cu Aşi v g.l.IIa . k v =  H a este a-cuantila superioară <je t  
astfel incit

( 1 )

sau, echivalent,

P  ( \ Z X\ <  / / « ......... : Z k \ <  Ha) =  1 ~  a

P  (max |Z<| <  Ha) =  1 — a.
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V.a. Z1, . . . .  Z i  au repartiţia  comună norm ală A-dimensională de rang (k —1), 
adică vectorul aleator Z =  (Zr. . . . .  Z t )' urm ează legea normalii k-dimensionalu* 
cu vectorul medie 10, . . 0 ) '  şi m atricea de covarianţă de rar.g (k—1).
Cuantilele repartiţiei v.a. 5 =  lim d, unde d =  {max | X ;  — X  ]}/s se obţin

ic i« *
ca soluţie a ecuaţiei (1). O soluţie aproxim ativă se obţine ţin înd seamă de 
Cor (Z s, Z ţ) şi aplicînd inegalităţile lui Bonferroni :

*  h k - 1 k

1 -  £  P (Ă .)  <  P(AV A 2 . . . Ah) <  1 - J f  (A d  -f £  £  P  (Ă , Â j).
I —1 Î = 1  » = l j  =  » + l

unde

P  ( Ă i )  = P  (¡z{ I >  iîa) = 2/f 2- ^ e —*!/2 d.r, i = 1.. 2, ...,
i;-Aa

00  OO

= 2  ̂ ^  p(JCi,  .v2) d.v1d.r2 +

y  */!*-!)** y*/(*-i;*a

- y  *

S J pţ-i’r. * 2)  d v j d x j  i #  j  ( i, j  = 1 A;.

Vki(k-VM

P(xi, x„) este d.p. a  legii normale bidimensionale* a vectorului aleator X =  
=  (A'j, A',)' cu componentele v.a. A',- cu : E(.Y,) =  O, Var =  1, p =  
=  Cor (A';, A’/)' =  -  l / ( f c - l) .
b) Cazul o-necunoscut
Fie s o estirnaţie nedeplasată * a lui o cu v g.I. V .a .:

m ax { | X j  — X  \}I<j
i

se numeşte m.s.a.a.m.s, unde vs2/c 2~ X v cu v 8*̂ * ^  es^e independentă de
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S e reface raţionam entul din cazul '-cunoscu t, Înlocuind pe f:x cu s /a -h a şi 
ţiu ind  seamă c i  :

OO

P(Ă f) =  ^ p(t) d(, ; =  1.........k

Vkilk-i)hx

m ,A y )  =  2

OO OO

4  1K*/!*-:)*« Vknk-i)hx

pfJvti) d /jd ij +-

K k / { k — l ; h x

\ f.) d.yi.V

unde p<7) este fi.p, f a lui Student* cu v g.l., iar p(f,. f») este d.p.f Student 
bidimensională* cu p =  — 1/(A —1).
Valorile Ha . k v au fost tabelate de M. H alperin. W .'G reenhouse şt J .  Zaîokar 
folosind o teoremă de acoperire sim ultană dată  de T. W. Tukey, dedusă d irect 
din inegalităţile lui Bonferroni.
Legea maximului studentizat al abaterii faţă de media teoretică. E. G. Scitilling 
a tabelat valorile marginii superioare a maxim ului studentizat ai abaterii 
absolute faţă de m edia populaţiei sau media teoretică, notate cu ltx , adică

P  ({max | X t — m \}/sz si hx) =  1 — z

cu hat =  ha . k v, unde {X,-}, 1 <  i <  k  sint v.a. considerate anterior, 
în tre  a-euantilele legii m .s.a.f.m .t. şi cea a maximului studentizat al abaterii 
fa ţă  de media de selecţie ex istă relaţia :

hx =  Hx \rk (k -  1).

O aproximaţie a  intervalelor de încredere şi teste bazate pe m axim ul studen
tizat al modulului pentru h au fost date de G. Enderlein, 1972.
Legea exponenţială. R epartiţia  v.a. X  avind d.p.

f(x) =  >. c~'-x ; x  >  0, X >  0.

L.e. este caz particular al legii Gamma * pentru p =  1, a =  1/X sau a l legii
Woibull * pen tru  ¡3 =  1, v  =  0. cu no ta ţia  X =  1 jg
Caracteristici prineipa le
Media : E  (X ) - 1 />.
l>ispersia: Var (X ) =  1/X2
■Rata de defectare : r( r)  =  X
2’uncţia de repartiţie : F (x)  =  1 — e—
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Observaţii
1. L.e. joacă un rol im portant în teoria fiabilităţii *, aplicaţiile statisticii m ate
m atice in  tehnică. P rezin tă însă o rig id itate la adecvarea sa unei clase largi de 
date experim entale care descriu tim pul de funcţionare fără defecţiuni.
2 . V.a. avînd d.p.

f (x)  =  1/2 e~

urm ează legea dublu exponenţială.
Legea Weibull. R epartiţia  v.a. X  avînd d.p.

3
U(x) =  —  

T/

3, Tj reprezintă param etri pozitivi 
3 — param etrul de formă 
r; — param etru l de scală 
■r — param etrul de locaţie. 
Caracteristici principale

Media : E (X )  =  r

D ispersia : Var X  =  r? [P (1 -f  4jŞ) 
Modul : M 0 =  y  - • r, (1 -  1 /¡i)1' 3. 
Mediana : M e =  y  #  7] (In 2),/P 
unde P(i) este funcţia Gamma *

-  r -  ( i — i/3)].

V <  X  < i o o  
y 2= 0

OO

r< /) -

o
A ceastă lege joacă un rol im portan t în teoria fiabilităţii * unui materia], în 
testarea durabilităţii componentelor sistemelor electronice, în demografie 
e tc. A fost considerată de W. W eibull în 1951.
în  aplicaţiile l. W. se folosesc frecvent conceptele de rată de defectare* şi funcţie 
de fiabilitate*.
Bata de defectare r(x) sau rata de hazard este probabilitatea de defectare in tr-un 
interval de tim p foarte mic a unui sistem care a funcţionat x  ore, adică : 
r(x) dx =--- P  {un sistem care a funcţionat x  ore să se defecteze în intervalul 
(x, x  +  dx)} =  d l  {*)/( 1 -  /• (•! )) =  f  (x )/(l -  F(x)). 
în  cazul l.W . ra ta  de defectare este :

rr*“l e~a dcr.
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Funcţia de fiabilitate * este probabilitatea ele supravieţuire la momentul x. 
în cazul I.W ., funcţia de fiabilitate este :

a a tR  (x) =  1 -  F(x) =  P ( X > x )  =

Pentru (3 =  1 se obţine repartiţia exponenţială. 
P en tru  ¡3 =  2 se obţine repartiţia Rayleigh *. 
L.W . se mai poate prezenta astfel :

F (x) =  1 - e - ( ^ > 6, x  >  0 a, b >  0

-  *t-/x
F ( . r ) =  1 -  e , 3c >  0 k, X >  0

F  (x) =  1 - e - 9^  , x  >  0 6, t  >  0

O, proprietate im portantă este că dacă X  este o v.a. WeibuH, atunci X*  este 
v.a. de tip exponenţial *.
leg ea  Rayleigh. Caz particu lar al legii W eibull pentru 3 =  2.
F uncţia  de repartiţie  a l.R . se mai poate scrie astfel :

F(x  : 0) =  1 -  e - 9 *1. x >  0 9 > 0 .

Rata de defectare* :

f i x ,  0)
r ( x ) ~  — --------------  =  29 x. x  >  oi - 1 (x, ei e > e.

A ceastă lege apare în aplicaţiile sta tistic ii m atem atice in tehnică fiind carac
teristică proceselor de uzură, in fizica moleculară etc.
Legea Rayleigh generalizată. R epartiţia  unei v .a, X  avind d .p . :

20i+1
f ( t ,  9, U) = ------------- t* * * 1 e - 8-'5. t  >  o . 9 >  0. i i >  -  1.
n  T ( k + 1 )

îu  particular, dacă 6 — ---- , k  =  0, se obţine d.p. a legii Rayleigh.
rr

P en tru  0 = ---- —, I: = — , se obţine legea Maxwell avind d.p
2 t.'“ 2

/ (1 o) r, >  0.

A ceastă lege Îşi găseşte aplicaţii in tehnică la procesele de uzură, în fizica mo
leculară etc.
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P en tm  6
2 i2

, k s i  v/2 — 1, se obţine legea y-*  cu v.g.l. avlnd d .p . :

/  ( • '•  V .  t )

1 v - 1  2 t '

o v/2— 1 -v T (v2 )
Curtalcristici prim ipcle
Media : E (X ) =  T  tk  — 3i2)lT  (k -h D .l/V ÎT
Dispersia : Var A’ =  |<F(A' -r 1) -  F - ( k  -  3,/2)/F" (k  -ţ- l) ] - l /6 .
Funcţia de repartiţie  :

F  (/. 6, k) =
2 & -i

r (k -f i)
SS-l , -6 j2 d.r =

I e(2 <̂ ' +  i)

F  (Ar -j- 1)

unde F^gţÂ- -|- 1) este funcţia Ganuna incom pletă.
Legea Gram-Charlier. Legea unei v .a. Y  prezen tată  sub forma unei serii 
propusă de Gram in 1883 şi de Charlier in 1905 fie pentru a reprezenta legea 
unei v.a. discrete în funcţie de diferenţele succesive ale unei v.a. Poisson 
(l.G.-C. —tip  B), fie pentru a obţine o reprezentare aproxim ativă a legii unei 
v.a. continue în funcţie de d.p. a legii normale A'(O.l) ( l.G.-C. — tip  A).
L. G.-C. —iip B. Se reprezintă f.f. p y  =  P j a v.a. discrete Y  ea o serie liniară 
de diferenţe succesive in rap o rt cu j  ale lui p x — io ) ,  f.f. ale unei v.a. Poisson :

-p i =  S
>=o

unde vv este operatorul diferenţă succesivă :

V ‘V  =  ‘V  ~  <V-i

cu <■>} =  rjşr- f.f.a legii Poisson * Po (a) :

j  5* 0 

j  < «

ti) =  1, to ţi c ^  0.

Funcţia de repartiţie  a v.a. discrete Y :

F i r )  =  P ( Y  <  c) =  1 _  Y  P j  =  1 -  y

r . T
DO

l
i  -  £  p j  =  î  -  y  o , v i ( £  « i j

L. G.-C. — tip A . Se reprezintă aproxim ativ g(x) — d.p. 8 v.a. continue Y  sui 
forma unei serii in funcţie de f(x) — d.p. a legii normale* A (0.1):

ii (a) =  fix )  — (x) -Ţ- 1 2(sf +  ) ~

~ l/6 (s i +  3 =:j S2 -  . . .»
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unde D  este operatorul de diferenţiere :

D lf(x) =  d'/Y.i) d.i.f 

D>f(.r) =

eu H j(x) — poiiuomul H erm ite de gradul / :
s, =  s2 =  0 ; s , =  1 ^ ,  r4 =  P2 — 3, unde : 

f;, =  (jtl/fx® — coeficientul de asimetrie al lui K.Pearson* 
fi» =  ¡i4ln l  — coeficientul de exces*.
Aşadar, d.p. g(x) a v.a. Y  se scrie :

g(x) =  [ l  +  l/e K S  / / 3(* )-î- 1 /2 4 0 . -  3)H 1( . r ) ^ . . . ! ( ^ ) - i e - ' , 's

avind funcţia de repartiţie  ;

G(x) =  P (Y  <  x) =  <5(x) -  1/6¡ij f 'îr.ţ.t2 -  1 )f(x) -  

-  1/24(3-, “  3)(x» -  3.r) f(x) +  • ■ - ,
A

unde <X> (x) =  1 //2rc ^  df, funcţia de repartiţie  a v.a. ~  X  (¡VI) cu d.p.

—  00

fix ). O a ltă  dezvoltare este dezvoltarea Edgeworth prin care d.p. a v.a. V, res
pectiv  funcţia de repartiţie  se scrie :

. 3 ( x )  =  [ l  +  1 /6 ^ 3 ,/ / a(.v) 2- 1 '24(3» -  3) t t 4-

+  1/723,H ,(x) -t- . . .  j f{x),
respectiv

G(x) =  ®(.v> -  l  '6Vr3l(x2-l)A .v )  -  1 24(3, -  3)(xs -  3x)f(x) -  

— l/723,(x* -  lO.r" -  1 ox)f(x) -i- . . .
X

fix ) -  (Yîhi)-1e -  ' ' l 2, d .p .a v.a. .Y~.V(0,1). 4>(x) =  ( ^ r 1 ^ e_<’’2 d(.

—oo
De cele mai multe ori, In aplicaţii este suficientă folosirea primelor 4 momente, 
aşa Incit d.p. in dezvoltarea Gram-Charlier are forma :

* » )  =  [ l  - l / e y ^ ţ x 5 -  3x) 4- 1/24 -  3)(V* -  Gr5 -e 3). ,f(x)

şi d.p. in dezvoltarea Edgewortli arc forma :

9(3) =  [ l - l / e ^ ţ x 5 -  3 x ) 4 . 1 /2 4 (3 , -  3)(.v* -  6x* +  3 ) 4 -

+  l/723 ,(xs -  10.r* +  15.v)j-f(’ ).

unde /=(:•) cste d.p. a  v.a. X  ~  .Y (0,1).
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Legi de tip Pearson. Legile unei familii im portante de v.a. a căror d.p. verifică 
ecuaţia diferenţială :

l/f(x ) .d ftx ) ;d .r  =  (x -  «);<>0 +  bjx ~  ^x*), 

a. b„. 6j. b2 fiind param etri.
D upă valorile param etrilor se disting mai m ulte tipuri de l.P .
Legea de tip 1 a lui Pearson (l .P . l .) Legea unei v.a. a cărei d.p. este :

f (x)  =  7>(1 +  x / d j p ţ l  — x /a ,)“ 2 ; — aJ^ x ^ a 2, nij. m2 >

mj/m2 =  «j/o2 (—»fig. 106).
P rin tr-o  schimbare de variabile şi de param etri :

x  -j- Oj =  : ( a J -f o » ) : p  =  n»2 -ţ- 1 ,  9 =  m2 +  1

Fir/. 106’ Curba de frecventă a legii Pearson de tip  I  
folosită pentru ajustarea unor date de frecvenţă

l .P .l , se reduce la legea Beta * de param etri p şi q (-*fig. 101).
Legea de tip I I  a lui Pearson (l.P. II). Legea unei v.a. a cărei d.p. este :

fix )  =  1(1 -  x*lc?)m : -  m >  — 1.

Kslc un caz particular a! cehii precedent care se poate pune sub forma d .p . 
a legii Beta * de param etri p şi p.
P en tru  ni =  0 sau p  =  1 se obţine legea uniformă *.
Legea de tip U I  a lui Pearson (l.P . III). Legea unei v.a. a cărei d.p. e s te :

fix )  =  k  (1 +  .v « p e  ~  ':a ; -  o <  a=$ 00

*/, a >  0.

Printr-o schimbare de variabilă şi dc p aram etri :

y ( x  a )  =  v a  =  p

se reduce la legea Gumma * de param etru  p. (—>fig. 100). 
Conţine drept caz particu lar legea y~*  (—»fig. 103).
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Legea de tip IV  a lui Pearson (l.P. IV). Legea unei v.a. a cărei d .p . este : 

f(x) =  A-(l +  xa/a2)~ ’"e-varct6(*'0*; — oo <  x <  oo, a, v >  0.

Legea dc tip  V a Iui Pearson (l.P . V). Legea unei v.a. a cărei d.p. este : 

f(x) — I;x~i>e ~ ylx ; 0 < x < o o ,

Printr-o schimbare de variabilă definită prin :

z =  y/x
se reduce )a l.P . III.
Legea de tip V I a Iui Pearson (l.P . VI). Legea unei v.a. a cărei d.p. este ;

f(.x) =  k x ~ , l (x  — <tf' ;. a ^  x <  oo. 9i >  — 1

Prinlr-o schimbare de variabilă se reduce la l.P . I.
Legea de tip V I I  a lui Pearson (l.P . V II). Legea unei v.a. a cărei d.p. este : 

f(x ) =  A(1 +  x2la2)~ m ; — oo <  x  <  oo, m >  1/2 

Caz particu lar : legea t a lui Student*
Legea de tip V I I I  a lui Pearson (l.P . V III). Legea unei v.a. a căre i d .p . este ;

f(x) — A(1 4- xjd)~ m ; — oo <  x <  oo,

Legea de tip I X  a lui Pearson (l.P . IX). Legea unei v.a. a cărei d.p. este : 

f(x )  =  A-(l +  x /a)~ OT; — a <  x  ^  O, m  >  — 1.

Legea de tip X  a Iui Pearson (l.P . X). Legea unei v.a. a cărei d.p. este :

[ x  — m
---------------- --—

adică este o lege de tip  exponenţial.
Legea de tip X I  a lui Pearson (l.P . X I). Legea unei v.a. a cărei d.p. este :

f(x) —  k x ~ m — (m — l)am~ 1x ~ K> : a < r  <  oo, m >  1. 

adică este o lege Pareto*
Legea de tip X I I  a lui Pearson (l.P. X II). Legea unei v.a. a cărei d.p. este : 

ţ(x) =  ¡ ţi 4- x/£tj)/(l -  .r/o2))m ; - a , < x < a 2 )m . >  1.

Legea Pareto. Legea unei v.a. a cărei d.p. este :

f(x )  =  a;x„ (x„/.r)a+1 : C <  x„, <  x <  oo,

unde a  >  O — param etrul de iorm ă num it constanta lui Pareto.
Caracteristici principale

E (X ) =  a.;(o. — 1) xt ,
Media : a >  1.
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Dispersia : Var .V =  a .to (x  — 2)(a  — 1), a  > 2 .
Modul : Mo — x:x0.
Mediana : Me =  ‘2}'%x a.

Funcţia de repartiţie  : Fj(.i-) =  P (X  ^  x) =  1 —

L .P . a fost propusă iniţial de V. Pareto (1848-1923) sub formau

X" =  A/s®, 0 <  x 0 < x  <  oo . . . . . .

pentru a descrie repartiţia  venitului unei populaţii, N  fiind num ărul de per
soane avind venit iu ,ra : A, a —param etri (fig. 26).
Observ aţii
1. L .P . este un caz particular al legii de tip V I  Pearson *.
Se mai întîlneşte sub numele de legea de tip I  Pareto.
2. A lte forme ale l.P . :
— legea de tip I I  Pareto (l . Lomax). R epartiţia  unei v.a. X avind f ,r

Fjr(x) = 1  - A-V

(* +  C f

{caz special al legii de tip  V I  Pearson)*.
— legea de tip  I I I  Pareto. R epartiţia  unei v.a. X avind f.r.

I-X(x) 1 -
X.,ye-bx

(X +  C f

LEGI DE REPA RTIŢIE ML'LTID UI EI* SiOiVA LE (n-dimensionale).
R epartiţia  vectorului aleator X  =  ( X v  . .  . ,  X aY avind componentele v.a. 
X f, i — 1, n.
A. Legi de repartiţie multidimensionale continue
Legea norm ală m ultidim ensională (n-dlmensională). R epartiţia  vectorului 
aleator X cu d.p.

f(x) =
—j:  (i-mj'S-'iK-ia!

(2-)"/2KdetJL
i  e R»,

unde m este un vector n x 1, S  este o m atrice n  >c « pozitiv definită.
X se num eşte vector aleator norm al n-dimensionai şi se notează 
X Xj i  (m, S).
L.n.m . este extensia legii normale X (m. c8) Lapluce-Gaass*, la 
n-dimensional.
Caracteristici principale

/ n!i \

cazul

Vectorul medie : E(X) =  «n =  I
, m
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Matricea de cOvarianţâ : Cot (X, X ') =  £  — (s ij) |< j,j< ii  

=  E (X t)

OU m  Cot (A’; , X j) =  ? c t o}. p =  Cor i #  j

c,:i ~  c,t =  Yar A'j.

Dacă rang S  <  n. atonei X ~  A7b(ri. £ ) . degenerată.^
Dacă rang £  =  », atunci X ~  A'M(m, X) nedegenerată.
Rangul matricei de covarianţă £  se mai numeşte rangul l.n.m .
ObiscrPafii
1. Dacă coeficientul de corelaţie o =  0. atunci f  (x) este produsul a n d.p.. 
unidimensionale normale X(m , c£) şi cele /i v.a. componente X ( sini necorelatm
2. R epartiţiile marginale ale v.a. componente A',- sînt legile normale A 
i — 1, . . . ,  n.
3. Dacă X ~  A’„(m. £ ). C este o m atrice n x  n nesingulară, si este un  vector 
n ;< 1. atunci vectorul aleator CX -f d ~  A'n(Cm 4- d. C£C').
4. Dacă vectorul aleator X — (A ,, . . . .  X nY  ~  X„(m. £ ) , atunci condiţia nece
sară şi suficientă ca vectorii aleatori X*1' =  (X lr . . . -Yj)’ şi X<2) (A'j.+1 . . . ,
. ., X nY , l< k < n  să fie independenţi este ca £ 12 =  0, adică m atricea de cova
rian ţă  să fie de forma :

£  =  Cov(X. X ') =

£ „  =-Cev(X(3), X«)'): £ M =  Cov(X<=>, X<2>').

aleator X«>
-  x*2)) este /

f ( x ( iK x (2l )

unde

5. R epartiţia condiţionată a vectorului aleator X«> cu condiţia ca com ponen
tele vectorului aleator X(2) să fie fixe ( =  x<*>) este l.n.m. cu d.p.

/■<X(1)/X<!)) —
h ( x l2>)

unde /(*«). x<*>) este d.p. comună a vectorilor XW,X<*); ft(x<sl) este d.p. a vec
torului X 1") :n punctul xi£) adică :

/(*«) /*<*)) = -------------- i-------------  x
(2n) 2 [det(£u  -

---— =0iî—£i: (1)
"22 '* m2 /- (**u—212^22^S iiî _1[(x — ~£nî rf22 (xxe

6. i)3ca vectorii aleatori X- ~  N n (m if £*) independenţi, atunci vectoru> 
aleator

N M
X  m .. £  ,Bt?£,-
> = ) ¿=î

7. Form a pătraticâ
f x —  m ) ' £ _ ! ( x  -  a i )  =  C  =  c o n s t .
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este ecuaţia unui elipsoid in spaţiul n-dimensional. Cind C variază, se obţine 
o familie de elipsoizi cu centrul In punctul m.
Legea norm ală bidimensională. Caz particular al legii normale multidimensio
nale* pen tru  n =  2 .
Caracteristici principale

m1 =  E(.Yj)

m.2 - E (X S)

01 =  Var X2

02 — Var X2 

? =  Cor (X v  X ,) =  .
Cov (X v  X2)

V Var Xj- Var X2

Yiatricea de covarianţă a vectorului aleator X =  (X ,, A',)' devine :

P®!®!^

- (
Ol

P ® 1 ® 3
s02

avind det £  =  ¡S i =  0103 (1 — p2) : o1( o2, p sin t param etrii l.n.b.
D.p. a Ln.5. este de forma (fig. 107) :

Fig. 101 Graficul densităţii 
de probabilitate a legii nor

male bidimensionale

/(*) =  f(X v  *•) =
1 -1/2 Q'x\, *,!■

2 t: -  O jO» (1  —  p2) , /2

unde forma pătra tică  pozitiv definită este :

Q  ( x v  a») =

Obseroafii
1. R epartiţiile marginale ale v.a. X x şi X3 sint legile normale X (m u ai), 
respectiv .V(m2, c£( ( fig. 107).
2. R epartiţiile  condiţionate ale v.a. X 2 condiţionată de valoarea x2 a v.a. X, 
respectiv ale v.a. A\ condiţionată de valoarea x2 a v.a. X2, sint legi normale*
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avind mediile

m2/1 =  E(.\Vjrx) n»i>

m1/2 =  E ( X J x î ) =  n:x -  p —  (~. -  nu )
o.,

ş; dispersiile :
Y ar(-\Vxj) =  crlfl -  ?*)

YarfXj'.r») =  o i( l  — z->.
3. Curbele Q (xv x2) =  const. slu t elipsele de probabilitate, In fiecare punct al 
unei astfel de elipse d.p. fiind constantă.
Elipsa mediană num ită şi elipsa probabilă este acea elipsă pentru care proba
bilitatea to ta lă  asociată perechilor (xt . x2) situate în interior este egală cu 1/2. 
Elipsa de concentraţie este elipsa de ecuaţie Q (x1, x.2) =  4, corespunzînd lui 
X =  (A'j, X„Ţ cu d.p. uniform ă in  toate  punctele din R 2 şi avind aceiaşi para
m etri cu I.n.b.
4. Curbele de regresk- a lui X., în x ,, respectiv a lui Y't in x.> sint dreptele tre- 
cind prin punctul =  mlr x., — m2) şi se confundă pen tru  f =  ¿ 1 .
Dacă p =  i  1, atunci punctele (xx. .vs) sint concentrate pe dreapta

respectiv pe dreapta

pen tru  p =  — 1,

x., — m, x ,  — m,
— ------- — =  — --------------  pentru  p =  — 1.

o-. Ci
5. L.n.b. standardizată (normată) este repartiţia  vectorului aleator (U, V) unde 
V, V sin t v.a. normale standardizate (normate) :

U = -, v

D.p. a l.n.b. standardizaţi: 

f(u. v) = 1—“* « 2—2c.v:-f-o2;

2 - f l
Legea Ueta multidim ensionala (Repartiţia Dirichlet). I lo p irtiţ ia  vectorului

II ef V\ . A 'jl' avind d.p. :
f ( x l> Z2> ■■■ > ~y

r ţ u ,  -  u , u. ' ' ' ~  lXs~l) r u ,- I
r ( : i i ) r ( u » ) . • • r c w  ■ 1

dacă

¿.s-l. . - l

X  € V. >  0. li = 1 ,  2, . . . ,
*=1 J

dacă x £ V,
(iii >  0, ;i2 >  0, . .  u». >  0, >  0).

23 —  C. 680
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Se spune că vectorul aleator X =  (X ,. . . . .  A ',)' are l.D. cu s dimensiuni de 
param etri ¡a,, . . . ,  us : ;xs_j şi se notează 
X ~  £) (p,, . . .. ps ;
Caracteristici principale 
Momentele l.D . D (pj, . . .  , u2 : u f^j) :

„  P(P, — r , m i *2 - r  rt ) . . .  Pip* -  r s) P ip , — ^  +  . . .  +  ji,+y)

'*'•• • • J r(pj)r(p2) . . . r u t -  p2 4 ... -  +r,-t-rs + ... + r j
ţinind seama de integrala DiricM et :

Î  -  x ,  -  . . .  -  x . y * * * » “ 1  d . i j  . . .  d a r ,  =

V
s

r (piîpîpA • • ■ r(pixi)
P(uj “  P2 — - - • — Ps-i)

De aici se deduc mediile şi dispersiile v.a. componente X,- ale vectorului alea
to r X =  (X ,, . . . .  X ,)'. De exemplu :

Pi

to r X = (Xj> . . . . x ty .

« 1 0 .. .0 = E ( X j  =

«010. ..o ~ E( X2) =

« 2 0 .. .0 = £ ( A Î ) =

«020.

II
C

I CI

£f

P i 4- P 2 P«+l
Pî

Pi — P2 4- P j +i 

Pi (p, - f  1)
( p  i  —  . . • - r  P s x i X p i  T  • •

U2(fi» 4 -  1 )

Pî +1 +  1)

a j =  Var A", =

2
C2 =  Var A'2 =  

COVt'Xj. X .)-

(Pl — ■ • ■ 4- pr+i)(pi -r . . .  4- 4- 1)
4 l ( p J  P s 4 t  —  P i )

(pl — . . .  — (Pl f  - • • Pi-t-1 4- 1)
)rj') i -- . . .  — — 4a)

(Pi Ps^iXtPi . . . .  Pe-i “r i t  

- P i  Pa

(Pl -  • ■

Cov/A \. X s .=

•h+ lKM  -  ■■■ -  P ^ l  -r  1)
Plp3

( P i  - -  ■ ■ • — P i ~ i ) Z(P i  — • ■ ■ — P r - j  — 1)
Observaţii
1. Dacă componentele X t .X t ......... X ,.j  ale vectorului a leator X =  (X ,,
X2, . . . .  X ,_ ,) ' sint v.a. independente si au. respecţi'-, legea G arr.m a * de para
m etri Uj, . . . .  u ,_ j, atunci vectorul a le a to ri i =  (17,. C2......... cu

C.}  — A'i-; (A', — . . .  4- -4 —i i - ir ~  1 ,  . . . .  i  -f- 1

are l.D. ~  D (p.,, p2, . . . .  p4 ; p , ;J).
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2. Dacă X =  ( -Y,......... X s)' un vector aleator ~  l.D. şi anume : D (•il , ţx», . . .
. . u»; ¡x,+1), atunci v a. ( X ,  — .Y, -ş- . . .  — X , ) ~  legea Beta * .  Be(;x1 +  [j.2 +  
+  • ■ • +  Ps, H-iei)-
Legea T2 Hotelling. Generalizare a legii t Student* pentru  cazul m ultidim en
sional.
R epartiţia  formei pătratice :

T '  =  V S ' Y

(T - Tn sau T- ~  Tj),n)r

unde vectorul aleator V ~  .Vp(0, £ ;. £  nesingulară. Matricea aleatoar® 
(£ , n) independentă de Y  şi care se poate pune sub forma :

n
nS =  ZjZi

• = i

cu zit l ^ ţ i ^ n  vectori aleatori independenţi ~  X p(0. £ ).
Dacă Y ~  .Yptm. £ ), atunci v.a. T3 4 are l.T 2 H. necenirală cu n g.l. şi para
m etrul de necentricitate :

o2 =  u i £ :m
Observaţii
1. Dacă: v.a. T3 ~  l .T 2 î l .  necentrată cu n g.)„ atunci v.a.

F p ,n -p  + ; S-

2. Intre cuantilele l . T 1. H. şi legii F* centrate, respectiv ne centrate, există 
relaţiile :

n ~  P ~  1 t 2 _  r
" ” 1 x ;fi, n ~  1 *; p, fj-in- 1,

respectiv
n — p J -  i  

pn
Ţ i  __ 17
1x;p ,ti;8  r x; p, n—p-~l j 5*

3. Fie un eşantion corespunzător vectorului aleator p-ditnensional X p (m, £ )
form at din N  vectori-observaţie independenţi : Yt .........Yy.
Form a p ătra tică  : .Y(Y —m / S-1(Y — ia) ~  Tp> v_ ,  are repartiţia  l. T- H . cu
(X  — 1) g.l, unde Y. S sînt m. I.-estimata;-ii * vectorului medie iu. respectiv 
m atricei de covariauţâ £ .
4. L. T® H. se foloseşte pentru  verificarea ipotezelor referitoare la media legii 
X'p(m, £ )  : l l 0 : ni =  m , cind £  este necunoscută.
Legea t multidimensională (O. J . Duna}. R epartiţia  vectorului aleator
t  =  (/„  unde

*<
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sin t p v.a. avîncl legea I a lui Student *■ adică x — (.ij.........XpY ~  N v(P-, ->
este un vector aleator avirnl legea normală p-dirnensionahi* cu vectorul medie 
H =  (Uj, . . . , u j , ) ' ş i  m atricea de covarianţă £  =  (a () \  este un esti
m ator p â tra tic  independent al lui c i(- cu v,- g.i. şi care este independent de 
*i, . . . » xP, adică v.a. v(s^/ei{ ~  xî.-
R epartiţiile componentelor t t ale vectorului aleator t sint repartiţiile t a lui 
Student* cu v,- g.l., respectiv.
A lte generalizări ale legii t la cazul m ultidim ensional au fost date de C. W. Du- 
n e tt şi M. Sobei, in 1955, pentru  cazul cind v.a. {.r,} au dispersii egale, 
în  cazul cind m atricea de covarianţă este de forma (a2pij). unde =  1, 
i = l ,  , . . , p  şi v.a. vs*/o® ~  Xy ?* independentă de (.iş. . . . .  ly ) , atunci 
v.a . t f  — (re.; — u f) s ~  t Student, i ’=  1 , . . . .  p, iar vectorul a le a to rt = (tv . . .,tPY  
are d.p.

f(h> ■ h>
v ^ 2r ţ i . ¿ t f ? H i i H ’

f> + V

■ 2

unde (c'-?) este inversa matricei de covarianţă (~"pa), iar ; pG j este determ inant 
tul m atricii (p'f).
Guantilele acestei legi au fost tabelate de O. J .  D unn in 1959.
Legea W ishart. Generalizarea legii y -  * Helmert - Pearson la cazul m ulti
dimensional. R epartiţia  unei m atrici aleatoare simetrice, pozitiv definite A de 
forme pătra tice  şi forme biliniare care poate fi transform ată in suma :

n

* = 1
=  -V -  1,

unde vectorii independenţi p-dimensionali y , ~  X PiQ. £).
D.p. a m atricei aleatoare A este ;

w(A ; ;i)= »A pozitiv definită

0, in rest

* f
unde l : A r ! =  J ]  i/;J <?•?'. norm a 

'. = ! ; -1
atricei A r  V

Se spune că îi' (A ; £ . n) este d.p. a Wi. de param etru £  si cu n  g.l. 
L. W i. a fost considerată de j .  W ishart în 1928.
Observaţii
1. Pentru p =  1, £  =  1, se obţine d.p. a legii yp *.



2. Dacă Alt . . .. Aj- sint m atriei repartizate după I. W i.. independente, cij
aceiaşi param etru  — m atricea £  şi cu u3, . . . .  g.l.. respectiv, atunci suma
!or, Aj — . . .  — A*, este o m atrice AVishart de param etru £  şi n =  -ţ-'
. . .  — nk g.l. (proprietatea de stab ilita te  a ¡.Wi.).
3. Dacă se consideră matricea r

N _ _ N
A =  £  (X* -  X)(X* -  X)' == £  Xsx ;  -  XXX'

/< = 1 A = 1

(suma pătra te lo r şi produsele mixte ale observaţiilor), unde :
X,-. i =  1. . . ., A" — vectori aleatori independenţip-dim ensionali X ;~  ATj,(m, £ ).: 
— l  N
X =  —  V  Xs , vectorul mediilor de selecţie ale observaţiilor, atunci reparti- 

^  *=i
ţia  m atricei A este legea W i (£ , n) cu n =  .A"—1. \  ■
4. Fie observaţiile ( i )  extrase din ): grupe independente sub forma a k  vectori, 
p-dimensionali corespunzători fiecărei grupe, avînd, respectiv, vectorul medie 
r ts .  h =  1, . . . .  k  şi m atricea de covarianţă £ , comună tu tu ro r grupelor: 
Bjatricea aleatoare
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1 k
y  aA*. -V =  A'j

este o estim aţie nedeplasată a Ini £ , unde :

A ,r- I  (X ,
i=l

X /.)(X i4 -  X*)',

(m atricea sumelor de p ă tra te  si produselor m ixte ale observaţiilor din grupa
k. / ) = ! , . . . ,  k) ;
Xj n =  (-Vjj*, ■ ■ — a i-a linie a matricei Xft a observaţiilor din grupa
h, f t =  1......... * ;
X» — vectorul medie de selecţie din grapa jfi, adică m ’..-estimatorul * vccte- 
rului medie m*. h =  1, . . .,  k.
R epartiţia  m atric ti aleatoare S este !. W i (£ , n), n =  S —k.
3. Matricea aleatoare A’£  ~  Wi f£ . Ji) cu n =  _V —1. unde:
A  1  A

£  =  —  A este m.l. - estimatia* m atricei de covarianţă £ . si anume £  este 
M

estimaloiul deplasat* al lui £ .
6. Matricea aleatoare (A- —1) S ~  W i ;£ , ;<), n =  X  — l.  unde

1
S =  --------- A

-V -  1

este eslimafia ncdeplasată* a lui £  şi se numeşte matricea de covarianţă de selecţie. 
Legea Gram-Cbarller, Edgeworth generalizată. Dezvoltările Gram-Charţter 
sau Edgew orth generalizate se obţin, respectiv, ca extensii ale legilor Gram-
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Charlier* sau Edgeworth la cazul multidim ensional şi au apăru t intre 1910 — 
1920. în  1930. S. J . Pretorius, In . .B iom etrika“ 30 (1930), p. 109—223, a pu
blicat o sinteză a rezultatelor obţinute, in  1968, I. M. Mihăilă, în „R cv. Rount. 
M ath. Pures et A ppi.’' (1968), p. 803 — 313, a dat o dezvoltare Gram-Charlier 
a d .p . a unei v.a. tridimensionale in funcţie de /jvyo.R) - ( * P- standard iza tă  a 
vectorului aleator tridimensional _V3(0, R) cu vectorul medie 0 şi matrice de 
corelaţie R. folosind polinoame Herniile tridimensionale r

oo oo oo
p  (x„ x2, ,r3) =  £  £  Y i C:

A=ojt=oy,=o

i n+ tî+J»

h M ' u ^ d 4 â 4  N,(0’R>
( i; o, R) -=

= ş  Ş  Ş  1
unde

ii 7a 7a

# 800  —  t  î, # 100  —  ♦ # 200  —  • # 110  —  ^ 1^2 a l 2  ’

# ¿ 0 0  —  3 « ! ^ !  ;  H â i 0  =  ^1 ^ 2  12-^1 ®1 1 ^ 2  ’

# m  == ^2^3 **23 *̂2 °12‘̂ 3 ’

# 4 »  — x* — 6%i-U -f  3«u ; f f ju  — — 3aiaxi — 3UuXjZa +  'ialtau  ;
rr 2 2 2 * . . , n 2 

— « 22X1  — a u xâ — -t- - r  •«« 1 2 ;

»tot =  ®ix2.z3 -  a ,j.ţî -  2«wr,.î , -  2 ^ , 5 ,  -  <tu *s*» +  <*u«î* +  2«i*«u e tc-
şi coeficienţii C,- , . daţi de formulele : hhH

1
~~jr~ P-sou • ijeiu =  — i ' -i-et.t; 111 =  î̂ uj ■

■̂Goo 2 ^ (tGeu ! 1 — 1 ^UAno —1 1 îi ■

■ ;r.. f ■
 ̂ ( m a s  1̂200 ' '-.(iî - Î P i i - l i  j  1' - P 13)  ■

1
c m  ~  (¡hn — Pej^soo — 2o u :zn # — — Pie J-iai — ,J-ou +  P2 1  +  

a , « 0« )) i< ilK 3  =  A  =  R' i

&  r =  Cor (X fX ]), 1 <  i, j  <  3.
i i

Pentru cazul bidimensional, dezvoltarea Gram-Charlier se obţine din cea 
anterioară lutnd :

H V ,  =  H rl . '„ 0  • C ri rl  =  ^ , . 0  c u  * V , 0  =  1

— R~l  cu an  == a3S =  (1 -  p |3)- t ; au  =  — P u f! +• f3**)-1-
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B. Legile de repartiţie multidimensionale discrete
JLeyea multinomial». R epartiţia  vectorului aleator X =  (AA, X ,, . . X k)' cu 

cemponêiltele X t (1 =  1, . . . .  k) v.a. B i( n ,  p f ) , avind d.p. :

V.a. X i ï j  m  1 .........k) reprezintă num ărul de realizări ..succese“  ale eveni
m entelor A , ( i — 1 ..................respectiv, in  n  probe independente corespunzând
num ărului de bile de culoare i (i =  1 ,. . . , k) d in tr-un eşantion de n bile obţinut 
ca rezu lta t al unor e x tr a g e r i  bcrnoulliene (sondaje cu revenire*) dintr-ournă 
conţinind K  bile de J: culori, dintre care «, =  X p 1 bile de culoarea 1, az =  N-pa 
bile de culoarea 2, . . .  o* =  A'; j  bile de culoarea k, unde

L .m .  se foloseşte in m ulte aplicaţii ale statisticii matem atice, in principiu in 
îictîeaşi condiţii in care sc aplic," legea bir.tmialâ *, insă pentru situaţii m ai 
generale cinri se consideră mai m ulte categorii de evenimente în locul unei 
simple dihotom ii („da“ , „n u “  : ..realizat“ . ..nerealizat“  ete.)
I..m. îşi găseşte aplicaţii in teoria cinetică a particulelor din fizică, în  termo
dinamica statistică.
L . m .  se aplică in probleme de estimare pentru  populaţii, cînd datele de obser
vaţie sîn t grupate in tr-un  num ăr iir.it de grupe, prcsupunînd observaţiile 
independente.
L.m. $« foloseşte în analiza tabelelor de contingenţă *, adică a tabelelor de ¿te
şii icare după două, trei sau mai rnulte criterii a iţii or factori cu mai m ulte 
nivele. . .
R epartiţiile componentelor X i (i =  1. sînt legi binamiale L i(n ,p t)
avind caracteristicile :
Media : E (A',) =  n p (.
Dispersia : Var A'j =  n p t( 1 — p (), i — 1, . . . .  k.
R epartiţiile condiţionate ale lui X f  pentru  X ; =  tH sînt binomiede* avind :

/VA’j au. . . . .  X k xk) Pn;xlr ,.̂ 4,

unde :
k

J ]  Pi — 1 ; .Tj +  x2 — . . ,  4 . x t  =  n. Xj >  0. i =  1.........k.

E (X è x .jf =  (n -  Xi)
1  -  T>

Var (X }\x.i) =  (n -  x t) --------
1 — pe
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1

Cov(.Y(, X j )  =  —npip j, i şă j ,  i, 7 =  1 , . . . ,  fc. 

Funcţia  de repartiţie  a vectorului aleator X :

i  (n ; Uj.........uţc) ~  F (X ± ulr Y, <  u2, . . Yx ^  u^) =

[«,] [#„] [ti*]
=  1  1  l i  r „ ; r*i=0 *s=0 *¿.=0 ’ 11

• , r ■
Funcţia  caracteristică a vectorului aleator X :

*>.....

W v  • • • .< * : n)
J ’* 5'*.....**

»(«!*!+•••+«*»»)

/ :‘l iii.=  (P ie — . . .  +  p*e *■)*.

Len«a hipergeometrieâ generalizată. R epartiţia  vectorului a leator X =  
=  (Y lt . . Y ic)’ avînd d.p.

=  P (X i =  an  . . . .  -Vt  =  a'i) ==
• • • ^Npt

c l

X.
■Pl1 Pi*

=  -VPi- • • •» > *  -  -Vpt, .Vi ~  -  xk =  n ; Ar! +  . . .  +  -Vfc =  -V),
adică este repartiţia  vectorului aleator X avind componentele v.a. Y 4 
((¡-=•1 , . . k) care apar in experim entul descris la legea maliinonrială*, in
cflaul de fa ţăe îec tu înd .e r/ra je rf (selecţii) rv^ernouUiene (sondaje fără revenire)* 
Cai:acieristicile principale 
Media : E (  Y4) =  npf .

Dispersia : Var X ( =  n p ,( l — p ;)

Covarianţa : Cov (Y4, X f) =  np t-p j

A — n 
X  -  1 

Y  - n
X  -  1

Funcţia de repartiţie  :

F(xv  ■■■, i> - i)  =  P (Y j < * ! , . . . .  Y t  <  xt > =

r& i /~ â ir
M  F*_x! CVi -V, • • •

-  S .  1  -  1a i= 0a4=0 o t_1=0 C j
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unde

* - l

£  x ‘ = max [ v<]. 1 <  i <  A' — 1

reprezintă cei mai m ari întregi cuprinşi în xp l < i < i i  —1, îndeplinînd condiţia

» - i  /  * - i
S  [Xil =  min j 27, J ]  N i
♦ =1 V *=1

P en tru  Ar =  2 se obţine /e^ea hipergcometrieă*.
LEGEA POISSON MULTIDIMENSIONALĂ. Se obţine ca un  caz limită
al legii m ultinomiale* pentru pi -> 0 0  =  1 , . . . ,  k —1) p% 1 şi n  -> oo 
astfel îne ît npi =  X* = c o n s t (i =  1, . . . .  A —1) şi avind d.p. :

* x\/ l -, ~2 A 2 A* - l  Æ---------  e 1
* * -i !

şi f.r.

F(.Tj , X,, . . . .  X t.j)  =  P IX J <  Xj, . . . , <  Xj-.j) =

[i'J [Z2]

£  Ia.=0 a2

ÀÏ1 >.?’ . . . a“* - 1 -
V  ---- -------------------i i l e

î t . 7 = 0 * i ! a 2* • • • a * _ il

A -l

L .P .m . este rep artiţia  unui vector aleator cu (A'—1) componente, fiecare fiind 
v.a. Poisson.
în  particu la r, pentru  k  =  2 se obţine legea Poisson bidimensională a cărei 
d .p . a fost ob ţinu tă  de J . T. Campbell (1984) şi ulterior de P . Holgate (1964) 
sub form a :

Px {xv  x ±) e- (5 + ^ + i ,)  y
j=0 j  ^ (*1 ~ j ) l  (X2 - J )  1

R epartiţiile  marginale ale v.a. X 1, X s sint legi Poisson de medii $ -f- At , 
5 4- 7.2, respectiv.
L . P .m . a fo s t s tu d ia tă  de G. P . P alii şi S. B ildikar (1967). _
Expresiile m om entelor l.P .m . au fost obţinute de D. P . Banerjee (1959) şi
M. Sibuya ş.a. (1964).



XIV. TEORIA SONDAJULUI STATISTIC
(TEORIA SELECŢIEI) I

în  acest capitol este închis ansamblul de metode statistice care perm it folosirea 3 
rezultatelor unor experienţe efectuate asupra unei părţi a populaţiei statistice |  
considerate, pentru a trage concluzii asupra unor caracteristici ale în treg ii 'şj 
populaţii. 1
EXPERIMENT. Procedeu (procedură) organizat care poate fi rep e ta t (ori de * 
cite ori) in aceleaşi condiţii şi in urm a căruia se obţin  rezu lta te  ce po t fi obser- ţ  
vate, m ăsurate şi apoi in terpre tate . î
Experiment determinist. E. ale cărui rezultate sint complet determ inate  de 
condiţiile in care acesta se desfăşoară.
De exemplu, încălzirea la  1U()~ €  a  unui recipient cu apă are  d rep t rezu lta t 
fierberea apei.
Experiment aleator. E. ale cărui rezultate nu pot fi prevăzute cu exac tita te , 
ştiindu-se doar o clasă de realizări (rezultate) posibile ale acestuia.
De exemplu, aruncarea unui zar este un e.a. avind drept rezu lta t una din cele 
6 realizări posibile : fa ţa  1. fa ţa  2, . . . ,  fa ţa  6 a zarului.
EŞANTION *> (DE VOLUM n). Fie v.a. X ~ f x (x), unde ţx (x) este d.p. a 
legii ei (de repartiţie). Un e.(v.n.) din ţx (.r) constă din vectorul aleator n-dimen
sional (X ,,. . ., X n)', unde cele n componente sin t v.a. independente X (, l < i < n ,  
avind aceeaşi lege (de repartiţie) ca şi v.a. X  ~  f x ( x)-
"Valorile observate ale v.a. X v  . . . ,  X n sint x ,,  . . . ,  x n  numite date ( d e  obser
vaţie) sau variabile de selecţie (variabilele eşantionului).
Un mod de a construi un e.(v.n). este urm ătorul : se consideră v.a. X(, 1 < ( < n ,  
definite pc cimpoi de evenimente (R n, âSn) prin relaţiile :

X t ( x « )  =  X ( x  t )

CU X* =  (.Tj.........X„y.
(R®, £j&n) se probabilizează considerînd probabilitatea P" Indusă de 

n
F* — *  F t . F t—Fx , l < i < n ,  (unde *  este operaţia de convoluţie a funcţiilor 

*=l
de repartiţie  Ft, toate aceleaşi cu Fx , f.r. a v.a. X ) pe M n.
V.a. X v  . . . .  X n definite pe cimpul de probabilitate (R a. ăS '1, Pn) sin t ele
mentele e.ţv.n.).
Caracteristicile principale ale v.a. X  (media, dispersia, mediana etc.) se deter
mină pe baza datelor e.(v.n.). Xj, . . . ,  ,rn.
■SPAŢIUL EŞANTIOANELOIL Concept fundam ental in teoria probabilistă  
■a sondajului. S.e. este to ta lita tea  realizărilor (rezultatelor) posibile ale unui 
experim ent aleator. (-> Spaţiu de evenimente elementare). S.e. se notează cu O.
S.e. se organizează ca spaţiu euclidian n-dimensional cu coordonate reale : 
Produsul scalar al vectorilor x =  (.ij, . . ., ,r„)'. y =  (i/lt . .  ., yn)‘ e  f?’ este

n
(x, y )  =  x 'j  =  xy ' =  x , i i i  

1 = 1

' * )* )  S e  atrage atenţia asupra folosirii greşite a termenului de selecţie în luc deeiv.n.:. Selecţia este 
operaţia de extragere a unei părţi d n populaţia statistică, rezultatul acestei operaţii fiind un e. •• o.). 
») E.ţv.n ) este termen sinonim cu e ş a n tio n  b e r n o u l l ia n  d e  volum * n  din }  ̂ [ x )  sau asupra v.a.X.
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N o r m a  lui y e Jf* este

Bezultat posibil. (-*  Eveniment elementar). Un element ci =  (Zj, . . \ 
al s.e. £i.
SELECŢIE. O peraţia de extragere a unei părţi dintr-o populaţie statistica. 
Selecţie bernoulliană (selecţie (extragere) cu revenire) sau sondaj cu revenire!
O peraţia  de extragere a unui eşantion de volum n dintr-o populaţie statistică. 
O peraţia de s.b. (s. (e) r.) revine la a admite că după ce s-a extras la întimplare 
un elem ent oarecare din populaţia considerată, acest element este introdus din 
nou în populaţie Înaintea unei noi extrageri. R ezultatul operaţiei de s.b. (s 
(e.) r.) este un eşantion bernoullian de volum* n.
De exemplu, în cazul in care se consideră o populaţie finită, operaţia de s.b. 
(s.(e.) r.) conduce la repartiţia  bernoulliană ( - 5- legea binomială, Bi(n, p)* 
Selecţie nebernouliană (selecţie fără revenire) sau sondaj* Iară revenire. 
O peraţia de construire a unui vector aleator n-dimensional (A \.. . . ,  X n)',  unde 
v.a. A'j, 1 < i < n  au aceeaşi lege (de repartiţie) ca şi v.a. X  ~  fx (x ).
O peraţia s.n. (s.f.r.) revine la a adm ite că după ce s-a extras la întîm plare un 
elem ent oarecare din populaţia considerată, acest element nu mai este introdus 
In populaţie Înaintea unei noi extrageri.
S.n. (s.f.r.) prezin tă interes în cazul unor populaţii finite. Pentru  populaţii 
foarte largi, considerate populaţii infinite, deosebirea dintre operaţia de s.n. 
(s.f.r.) şi operaţia de selecţie bernoulliană (selecţie cu revenire)* dispare. 
SOXDAJ. O peraţia de prelevare a elementelor unui eşantion.
Sondaj aleator. Tip de s. in care unităţile populaţiei statistice sin t prelevate la 
întîm plare. Fiecare element are aceeaşi probabilitate de a fi ales in eşantion. 
Sondaj dirijat. Tip de s. in care unităţile populaţiei statistice sint prelevate 
după un anum it principiu prestabilit. ■
S.d. prezintă pericolul unor erori sistematice*. încrederea acordată acestui 
tip  de s. depinde de circum stanţele cazului da t, furnizind cîteodată eşantioane 
mai reprezentative decit sondajul aleator.
Sondaj mixt. Tip de s. care combină principiile sondajului dirijai * eu cele ale 
sondajului aleator* şi constă în divizarea întregii populaţii in straturi-grupe 
tipice in  rap o rt cu un principiu prestab ilit şi apoi extragerea a cite unui eşan
tion* a leator din fiecare s tra t. Form area eşantionului se face în faze.
Sondaj cu revenire. ( - * Selecţie bernoulliană (cu revenire)).
Sondaj fără revenire. ( - * Selecţie nebernoulliană (fără revenire)).
Sondaj stratificat simplu fără revenire. Sondaj m ixt * efectuat dintr-o popu
laţie fin ită, Îm părţită  în k  s tra tu ri de volum finit, după fiecare extragere uni
ta tea  extrasă nu mai revine in populaţia originară.
Sondaj stratificai (tipic) fără revenire în două faze. Sondaj stra tificat fără reve
nire d intr-o populaţie finită care constă din alegerea la întîm plare a unui număr 
distinct de stra tu ri din to ta lita tea  stra turilo r (unităţi priniâi-e aie sondajului) 
— faza întii a sondajului din care se fac apoi extrageri succesive fără revenire 
(un ită ţi secundare ale sondajului) — faza a doua a sondajului.
Sondaj stratificat fără revenire proporţional. Sondaj stratificat caracterizat 
prin fap tu l că din fiecare s tra t (grupă) tipic in car: a fost divizată populaţia 
originară se extrag atitea  un ită ţi, incit raportul dintre volumul eşantionului



384

de strat şi volumul stra tu lu i (grupei) să fie egal cu raportu l d in tre  volum ul 
eşantionului general şi volumul to ta l al populaţiei. Termen sinonim cu 
sondaj stratificai reprezentativ.
Observaţii
1. Se pot efectua sondaje mixte* sau sondaje stratificate* din populaţii infinite : 
sondaj m ixt simplu sau de o singură fază, sondaj m ixt in două sau mai m ulte 
faze, sondaj m ixt proporţional.
2. Sondajul stra tificat proporţional este m ai eficient decit sondajul stra tifica t 
simplu, in trucît dispersia statisticii * medie de selecţie în cazul sondajului 
stra tificat proporţional este m ai mică decit dispersia mediei de selecţie în cazul 
sondajului stra tificat simplu.
3. Sondajul stratificat pentru  care eficienţa sondajului este m axim ă se numeşte 
sondaj stratifica! optim. Se poate vorbi şi de economicitatea sondajului stra ti
ficat optim  in sensul obţinerii maxim ului de informaţie sta tistică  cu un cost 
minim.
Sondaj secvenţial. Tip de s. în care volumul eşantionului nu este fix a t de la 
începutul operaţiei de prelevarea probelor, prelevarea continuînd pînă la un 
moment ( aleator)  de oprire.* cind se realizează un  anum it evenim ent specificat. 
Moment aleator de oprire. Momentul de tim p la care se term ină operaţia de 
sondaj secvenţial *.
M.a.o. definit pe şirul de v.a. (/„}  este o v.a. N  cu valori întregi, pozitive, 
astfel îneît evenimentul (N  — n) să aparţină er-cîmpului indus de v.a. Z v  . . .

n ^ l ,  adică pentru orice n, evenim entul (N  =  n) depinde num ai de 
v.a. Zv  . . . , Z n.
O peraţia de sondaj secvenţial * se term ină cu v.a. Z y .  definită astfel incit va
loarea lui Z y  pentru « e  i î  să fie egaiă cu Z y ^ ) ( “ )•
Sondaj din materiale In vrac. Tip de s. u tilizat in cazul in care populaţia s tu 
d ia tă  nu poate fi considerată ca fiind form ată din un ită ţi elem entare fizic 
individualizate. U nităţile eşantionului se constituie a posteriori, ca urm are . 
a unor prelevări elementare repartizate la întim plare în masa populaţiei s tu 
diate. Populaţia se consideră ca un eşantion global. Plecind de la acest eşantion 
global, se prepară eşantionul destinat analizei sau controlului.
S.m.v. se aplieă in cazul unor ioturi formate din vagoane de cărbuni, m inereuri, 
■baloturi de bumbac etc.
STATISTICĂ (m-itimensională). Vectorul T cu m componente T 1......... T m :
T(.Y,, . . . .  X„) ^  (T jf.Y j,.. X n), . . . ,  Tm(X  j , . . . ,  X„)Y, unde T }, 1 < j< m  sint 
funcţii măsurabile.
T j  : i?” ţi depinde de eşantionul X v  . . . , X n de volum* n : corespunzător
v.a. X  ~  Ş y j x ) .
Dacă m =  1, s. T( Aj, . . , ,X n) se notează T(X j, . . ., .Y‘n).
SPAŢIUL PARAMETRILOR. Fie v.a. X  ~  fx (., 0) a cărei d.p. depinde de 
■vectorul /-dimensional 0 - (0,. . . ., 0r)' constant necunoscut num it vectorul 
parametriloi. S.p. este mulţimea 0  <  R r, 1 a tu turor valorilor posibile 
ale Ini 0 .

FUNCŢIE EMPIRICĂ UE REPARTIŢIE {Funcţie de repartiţie de selecţie) F„. 
Funcţia I;n( ) definită prin relaţia :

n(x)
F b(.c) — ------ ,

n
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unde n(x) este num ărul v.a. X {, 1 < i < n  independente avind aceeaşi lege (de 
repartiţie) Fx (--6). adică num ărul v.a. X : ale eşantionului* (de volum n) ale 
căror valori sint mai mici decit x, pentru  x  s  R.
F„ este o funcţie in trepte (etajată), care este o funcţie de repartiţie* pen tru  (datele 
(de observaţie)* xv  . .  ., xn, ale v.a. X v  . . . . .  X n. Fn este o v.a. ca funcţie de v.a. 
X v  . . . ,  X n, pentru  orice . te  R, definită pe acelaşi cimp de probabilitate pe 
care sint definite v.a. X ţ.
Legătura dintre î.e.r. (f.r.s.) şi funcţia de repartiţie* Fx  (teoretică) a v.a. X  
este pusă in evidenţă de Teorema Glivcnko-Canteli (->  Legea numerelor mari *) : 
cu notaţiile de mai sus, este adevărat că :

P(sup {'F„(x) — Fx (x) i ; x e R] 0) =  1,
n~*oo

a. s.
adică Fn(x ) ------- > uniform în x e  Ii.n~* co
MOMENT EMPIRIC (MOMENT DE SELECŢIE) DE OP.DIN k. Se consideră
un eşantion de volum* n şi fie X,, . . Xn variabilele de selecl ie (n  observaţii)
corespunzătoare. 
M.e.(m.s.).o.k este statistica* m k : R» -> R astfel în c i t :

ic , 1: . , h_ Xi 4- X2 —■ ••• T
mk =  - n

Caracteristici principale 
Media : £{mt ) =  mk .

2_ m2]c m fo
Dispersia : Var (nifţ) =  — :—  ----------.

n
Observaţie. M.e.(m.s.).o.k converge in probabilitate către m k, momentul (teoretic) 
de ordin k*, cu condiţia ca momentele teoretice de ordin k, respectiv 2k, 
să existe.
Media de selecţie. Pentru ic =  1 se obţine m.e.o. k  =  1 sau m.s. :

m,
Xj -ţ- x . 4* ••• v  tCn — 

n

Caractc: islM  principale
Media : E (X )  =  m  (media teoretică).
Dispersia : Var (X )  =  <j2/n, unde rr este dispersia teoretică.
Observaţie
1. M . s. converge in probabilitate către media teoretică m a v.a. X .
Exemple
t .  Se consideră v.a. X  ~  -V(m, a-) şi un eşantion de volum* n  corespunzător 
ei. M.s. X  este o v.a. ~  X(m , crin). _
2. Dacă v.a. X  ~  legea Cauchy *, atunci m.s. X  ~  legea Caucby, deşi legea 
(de repartiţie) Cauchy nu are momente de nici un ordin.
3. Dacă v.a. X  ~  legea Poisson* Po('/.). atunci m.s. X  este o v.a. a cărei lege
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(de repartiţie) este apropiată de legea Poisson PoO) şi are funcţia caracte
ristică :

Vx ( 0 = e n^  ~ r>.

MOMENT EMPIRIC CENTRAT (MOMENT CENTRAT DE SELECŢIE) DE 
ORDIN k. Se consideră un eşantion de volum * n şi fie a',, . . . .  xH variabilele  
de selecţie (observaţiile) corespunzătoare. M.e.e.o. k  este statistica* ţi* : R* -*■ R  
definită prin relaţia :

1 _  4
i** =  —  2 j (*« -  X > 

n  «=1

unde A' este media de selecţie* corespunzătoare eşantionului.
Caracteristici principale 
Media : Eţjr*) =  p* -  0(1 In).

S2r  l  M -2 ■ţ
Dispersia : Var (jl*) =  ------------- ------------------------------ -—- — CVI n")

n
cu condiţia ca media v .a .K  să fie nulă. adică E(A') =  O şi ;a* — momentul 
centrat de ordin* k  al v.a. X .
Dispersia de selecţie. Pentru k  =  2 se obţine m.e.e.o. 2 sau~d.s.

n
£2 =  1/n (‘Tî — =  f”-

i = l

Exemplu. Se consideră v.a. X  — X(m , a2) şi un eşantion de volum n  corespun
zăto r ei. V.a.

(n  - 1w - ; ° -  ~  y.2_ x

unde s2 este d.s. corespunzătoare eşantionului considerat.

XV. TEOEIA ESTIMAŢIEI

în acest capitol este inclus ansamblul de metode ale statisticii m atem atice 
care perm it determ inarea valorilor unui param etru 0 al legii (de repartiţie) 
v.a. X  ~  fx ( x  ; 0), fl 6 ©c; l in. pe baza rezultatelor experimentelor sau obser
vaţiilor unui eşantion din populaţia corespunzătoare v.a. X. Mai general, se 
estim ează o funcţie reală, m ăsurabilă <?(©), care depinde de param etrul 0 a! 
legii respective.
Aceste metode se aplică in probleme do estimare a param etrilor unor legi (de 
repartiţie) discrete sau continue, pentru  medii şi combinaţii liniare de medii 
ale unor populaţii normale, pentru  dispersii şi raport de dispersii ale unor popu
laţii norm ale, pentru obţinerea unor intervale de încredere* referitoare la funcţia 
de repartiţie  E x  a  v.a. A.
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ESTIMATOR. Se consideră v.a. X  ~  f x ( - , 0), 0 e © <= Hr şi ¡7(0) o funcţie reală, 
măsurabilă care depinde de param etrul necunoscut 0.
Fie Xj, . X n un eşantion * de volum n corespunzător v.a. X ,  adică n v.a. 
independente X ls . . . .  X n avind aceeaşi lege (de repartiţie) ca şi v.a. X .
Un e. al lui g(0) este o statistică* U ~  V (X 1.. . ., X„) folosită pen tru  a deter
mina funcţia g(0). E. fără a ltă  specificare este term en sinonim cu estimator 
punctual (point estimalor. în engl.). E . se mai numeşte şi funcţie de estimaţie. 
Exemplu. Fie un eşantion de volum n dintr-o populaţie norm ală X (m , o2), 
pentru care m  şi (sau) o- sint param etri necunoscuţi.
Pentru estim area param etrului m — media teoretică, se po t folosi mai m ulţi 
estim a to ri: media* (de selecţie), mediana* (de selecţie) etc. calculaţi pe baza 
eşantionului considerat.
Estimator nedeplasat. Un e. V  =  U(XV . . . , X n) este e.n. a Iui g(0) d acă : 

E g V (X v  . . ., X n) =  3(0), pentru  orice 0 6 0 .

Estimator absolut corect. E. nedeplasat* pentru  care :
£ 0 U(A1, . . ., X„) =  3(0)
Vare l/(X „  . . . .  X„) =  0(n), 
unde <0(n) 0 pentru n oo.
Se spune că e. V  converge în medie pă tra tică  către 3(0) cînd n —>■ oo. 
Nedeplasarea este unul din criteriile de alegere între 2 sau mai m ulţi e. ai lui 
3 (0) dintr-o clasă de e. avind anum ite p roprietă ţi optimale.
Observaţie. Ţinînd seama de legătura dintre convergenţa in medie pătra tică  
şi convergenţa in probabilitate, se spune că e. U este un e.a.c. al lui 3(0) dacă 
U(Xj, . . . .  X n) converge în probabilitate către 3(0) cind n -v oo. adică : pentru 
orice e  >  0, P(] U (X v  . . . ,  X„) — 3(0)j <  e) ^  1 — a.
Estimator consistent. Un e. U al lui 3(0) este e.c. dacă converge in probabilitate 
către U.
Estimator corect. Un e. U =  U(XV . . . ,  X„) este e.c. al lui g(%) dacă : 

EQU(XV . . . .  X„) =  3(0) +  f(g (9); n),

unde f(3(0 : n) este o funcţie de 3(0) astfel incit f(g(0) ; n) -> 0 cind n oo, 
adică :
E9 U (XV . . . ,  X„) =  3(0) +  f(0(O) i n )
Vare U(Xj, . . . ,  X n) =  0(n),
unde (f(n) 0 cînd n oo.
E.c. se m ai numeşte şi e. consistent deplasat.
Exemplu. Fie v.a. X  ~  Bi(n, p) reprezentînd numărul de apariţii ale unui 
evenim ent A  in n experimente independente, unde p este probabilitatea reali
zării lui A  în fiecare probă.
Se pune problema estimării param etrului necunoscut p al legii B i (n , p) pe 
baza observaţiilor din cele n probe independente ale experim entului.
Fie X  =  v, num ărul de realizări ale evenim entului A  în cele n probe ale 
experim entului.
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Statistica v 'n  — frecvenţa relativă a lui A  este un e. absolut corect al lui p, 
deoarece

E  (v/n) = ---- £Yv) =  -—  np =  p
n ' n

Yar (v/n) =  l /n 2Var (v) =  1 ¡n2-npq =  pg,n =  <P(n), 

unde (5(n) =  pg/n -*■ 0 cind n -> co.
Statistica (v — l ) / ( n  -f- 1) este un e. coreei al lui p, deoarece :

1 — p
E ((y— i )  (n — 1)) =  p ------------

n 4 - 1

npq
(n -  D*

ff(n),

unde <P(n) —> 0. cind n oo.
Pentru n suficient de m are. diferenţa dintre e. absolut corect v/n şi e. corect 
(v -r 1 ) (n —1) este foarte mică.
Estim ator eficient iest inul tor uniform nedeplasat de dispersie minimă —
— XJMVV estimalor in engl.).
U n estimator nedeplasat* U(X1, . . . .  X n) ai lui g(0), care are proprietatea de a 
avea cea mai mică dispersie in clasa tu tu ro r est ¡maiorilor nedeplasati ai lui 
< 7 ( 0 ) ,  0 = 0 .

E.ef. are cea mai mică ixnprăştiere in jurul param etrului 9 sau a lui g(0) (fig. 108). 
Cu alte cuvinte, dacă U(X1, . . . , X n) este e.ef. al lui g(B) şi dacă

Fig. 108

u i =  k 'j tA 'j ,-----X n) este un alt e. ncdeplasat al lui g(0) atunci .

Y arglt, >  Yar^U, pentru  orice Os ©
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Observaţie. Valoarea minimă V0 a dispersiei unui e.ef. este dată  de inegalitatea 
Rao-Cramer-Frechei :

Var0 U is V0 =■

nE
I “ ) n J « * . • ) dx

unde
=  1 / W .

( d ln f (x  : 0) \ 2J(0) =  n £ ( _ ^ _ j

se numeşte informaţia (sau cantitatea de informaţie) con ţinu tă  in eşantionul 
corespunzător de volum n.

( d ) n f ( x : B ) \ z
Expresia E l ----- —-----  I se num eşte informaţia lui Fisher.

Exemplu. Media de selecţie

X  = £  *

a unui eşantion (X v . . . , X n) provenind dintr-o populaţie norm ală corespunză
toare v.a. X  ~  N(m, o2) (m — param etrul necunoscut; o3 — cunoscut) 
este un e.ef. al mediei teoretice necunoscute, m. 
în tr-adevăr, X  este e. nedeplasat al lui m, avind :

Var X  =  er/n

adică un e. pentru  care este atinsă V0> m arginea inferioară dată  de inegalitatea 
R ao-C ram er-Frechet:

Ee( = m) [¿‘/dm  In f(x , m)]

deoarece v.a. (X  — m )/a ~  -V(0, 3) şi deci :

Rezultă ca :

n • 1
G
n
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In fo rm aţia  conţinută in eşantionul (A'J; . . . , X n) e ste :

I ( m )  =  n / a 3 .

Observaţii
1) în  cazul in care o2 este param etrul necunoscut şi m —cunoscut, un e.ef. al 
iui <j( =  ff(0)) este S/c„, unde :

S- —  £  (X i -  ™)2.

(n =  fn /^ n ,

r '
n

=  E 6( = o2)

2) în  cazul in care ambii param etri — m, o2 sînt necunoscuţi, se notează vec
torul param etrilor :

0 =  (0„ 02)' =  (m, o2)'.

E. ef. ai componentelor iui 0 sînt :
Vt =  X  (media de selecţie),

respectiv  1 * * * V
1 ”

V t =  n S 2:(n -  1), cu S2 = ----  V  (A'( -  X )- ,
n  . f i

•deoarece sînt e. nedeplasaţi ai lui m, a2 respectiv ;

e q u i  =  m>

V ' 2 =  °**

. iar sta tistica  (X , S2) este o statistică suficientă a lui 0, întrucît :

f( x v . . X)- — —  (2
20,

3) în  aceleaşi condiţii de m ai sus, se găseşte un e.ef. pentru x — cuanlila supe
rioară * a legii X  (0,1), za defin ită astfel in c i t :

a  — P >  Z a)

_  S
V  =  X  ---------®-1( l  -  a),

c n

;sub forma
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unde cn este definit ia pct. 1. iar d>(x) este funcţia de repartiţie  a legii N (O, 1). 
Exemplu. Fie X ,, . A„ u n  eşantion de volum n  corespunzător unei v .a . 
X  ~  PoO), X >  0 avînd d.p. :

-  X

f ( x ‘, ©( =  /.)) =  e- x — .

Media de selecţie :

-X  =  —

este un e.ef. ai param etru lu i X (=  media teoretică). într-adevăr, X  este un e . 
nedeplasat al lui X, avînd

Var X  =  X/n,

adică un e. pentru care este atinsă V„, marginea inferioară Rao- C ram er-F rechet: 

^ X ^ - ^ - ln  f (x ;X )j  =  E x ( - X  4- .r in  X -  l n r ! ) j  j =
=  ( 1 + ** “  X x ]  =  “  1/>-

ţinînd seama că : 

Deci
E).X  =  X; Fj.A’2 =  X(1 +  X). 

1 X
n -l/X

Eficienţă absolută. 77.«. a unei e. nedeplasat U este raportu l dintre V0 =  1/7(6) 
— dispersia minimă dată  de inegalitatea Rao-C ram er-Fr6chet — şi dispersia 
V =  VargU a e. nedeplasat XJ:

Yarg U

Eficienţă relativă. Fie V  un estim ator eficient al lui 9(0) şi U* un a lt estim ator 
nedeplasat al lui g(9).
E.r. a lui V* relativ  la V  este raportu l d in tre dispersia lui U şidispersia lui 17*, 
adică :

Vare u
Va i’q U *

E.r. ia valori in (0, 1].
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Eslim aior suficient (exhaustiv). U n e. T(A’j. . . A'n) al lui 8 care asigură 
folosirea com pletă a inform aţiei cuprinse in eşantionul de volum :i relativ  la 
param etru l 0 a l legii v .a . A' ~  /(• ; G) corespunzătoare.
Un e. absolut corect T i A',. . . X n) al lui 0 este e.s. (e.) dacă T(-Yj, . . . .  X„) 
este o statistică suficientă pentru  fam ilia de densităţi 0 S 0  Si R r,
adică d.p. a vectorului (X lt . . . ,  X n) ' este de forma :

f(*i» . . . ,  at» ; 8) =  3(T (x3, . . . . .  x„) ; 0) • h(:c2, . . . .  x„)

( Teorema de faclorizare Fislier-Xe'jman), unde g depinde de x; — valorile obser
vate (datele) ale v.a. X {, t ^  î sg n num ai prin intermediul lui T şi h este inde
pendentă de 0.
Cu alte cuvinte, probabilitatea condiţionată a ansamblului (A’, , . .... X„) pentru 
T (X j, . . . ,  X n)  dat este independentă de 0.
Se spune că e. Ti A,. . . . .  X n) conţine în mod exhaustiv to a tă  inform aţia refe
ritoare Ia param etru l necunoscut 0.

_  1 "
Exemplu. Media de selecţie X  — ----  V! A'; a unui eşantion de volum

n <±1
n, (Aj, . . . ,  An), proveninddintr-o populaţie norm ală X (m , o2) : o2—cunoscut, 
este un e.s. (e) a! lui m, media teoretică.
Observaţie. Orice c. eficient este şi e.s. (e).
ESTIMAŢIE. Valoarea U(xv  . . . , x „ )  a unei statistici U =  U( A',, . . . ,  X n) 
pentru  valorile observate x3 ale v.a. independente identic repartizate X t . 1 < i < n .  
Valoarea numerică a estim atorului obţinută pe baza unor date de observaţie, 
adică valoarea furnizată de m etoda de estim are folosită.
FUNCŢIE PARAMETRICĂ. Funcţie liniară de param etrii modelului, adică 
o funcţie de forma i[i =  c'(S, unde c 6 RP este un  vector cunoscut, P e  R p — spaţiul 
parametrilor*, vector necunoscut.
FUNCŢIE ESTIMABILĂ. Funcţie parametrică * d pentru  care există un 
vector constant a s ft” astfel incit E(a'y) — vji (identitate în raport cu P), 
ad ică există un eslimaior linear nedeplasat * al său, a'y. F.e. se mai numeşte 
şi funcţie care admite estimaţie.
Proprietăţi ale f.e.
1. O funcţie parametrică* =  c'P este f.e. dacă şi numai dacă există un vector 
constant a astfel in c i t : c' =  a'X'.
2. P en tru  orice funcţie ijj =  c'P, c e  R p, f.e., există o singură estimaţie nedepla
sată* de forma tjj* - a*'y , a* e R r . Dacă a'y este o estimaţie nedeplasată 
oarecare a iui t};, atunci a =  p rpr(a), a s  R n (a este proiecţia lui a p e  R r).
3. ( Teorema Gauss-Markov). în  condiţiile i!  (-> Model linear general) orice 
funcţie param etrică tjj =  c'P, f.e. are o estim aţie liniară nedeplasată unică t}' 
cu  cea mai mică dispersie, de forma di =  c'p, unde p este m.m.p.-estimatorul* 
lui p.
4. D acă ijij,. .  sint f.e., atunci orice combinaţie liniară de forma iji=

A  *
este de asemenea f.e. şi m .m .p.-estim aţia d a combinaţiei liniare d este de

A  ţ  A  A

forma ijj =  2 , fi.-di, unde sint m .m .p.-estim aţiile f.e. iji/, 1 < i <r/.

PRINCIPIUL VEROSIMILITĂŢII MAXIME. (Maximum Likelihood, in 
• engl.). Metodă de obţinere a unui estim ator 0 al lui 0 . astfel ineil să realizeze 
maximul funcţiei de verosimilitate *.
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;Exemplu. Se consideră experim entul din cazul urnei lui Bernoulli, care conduce 
In n repetări la legea binomiaiu *, Bi(n, p), unde p  este probabilitatea apariţiei 

stemei” la o aruncare a monedei. P robabilitatea obţinerii „stem ei“  de r ori

/> este un  estimator de verosimilitate maximă* al param etru lu i p.
ESTIMATOR DE VEROSIMILITATE MAXIMĂ. (Maximum Likelihood 
E stim ator, in engl.) E stim ator obţinut aplicînd principiul verosimilităţii 
maxime *.

•unde L este funcţia de verosimilitate * calculată pentru  valorile x{ ale v.a. A',- 
1 <  •' ■ n ale unui eşantion de volum n  din populaţia statistică coresminzătoare 
v.a. X  - / • ( • :  0). 0 s  0  £  RT. Aici se consideră valorile a,-, 1 <  i <  n ca fiind 
constante şi /, ca funcţie de 0, vectorul param etrilor.
E .v.m . este consistent; (asimptotic) eficient cînd n, volumul eşantionului, este 
suficient de m are. A
E.v.m. are proprieta tea  de invariantă : dacă 0 este e.v.m. lui 0 şi dacă f(0)

De exemplu. a — io ')1/'1
E.v.m. ste de regulă deplasat. D eplasarea este în lătu rată  prinlr-o transfor
mare simplă.

1, Fie v.a. A' ~  X(m , a2) şi fie f a ........xn) valorile v.a. X (, 1 < i < n .  care for-
in’ează u n  eşantion de volum n rela tiv  la v.a. A. F uncţia  de verosim ilitate cores-

si a „banulu i” de n — r ori in n aruncări independente ale monedei este :

P (X  =  r) =  P x  =  Cr„ p " r r-

Funcţia de verosim ilitate a evenim entului observat este : 

L  =  C 'p r( 1 -  p)*-'.

Aplicarea p.v.ra. constă in determ inarea valorii p  a param etrului p astfel incit 
-să se realizeze :

d
dp P 1 -  P

•şi este

P =  r/n
A

A
■O =  0 (X lt . . . .  X n) este e.v.m. al lui 0, dacă

L f a ---- - r„ ; 0) =  max { L fa , . . xn ; 0) ; 0 e 01.

csuT'r funcţie bijcctioă de 0. a tunci f(0) este e.v.m. al lui/Y0).

E x e m p lu .
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punzătoare este :

£(xj, . . . ,  xa : m, o2) =
-■

E.v.m. ai'param etrilor m, c2 se obţin astfel incit

m ax L
sau

m ax hi L.

dică soluţiile sistemului de ecuaţii :

0 In L
■ =  0

o m

i) In L
) rr“CO‘

şi silit de forma :

â 3 = ----  £  ( t i: -  î ) 2-
n  « t i

U ltim ul estim ator este uşor deplasat, dar deplasarea poate fi în lătu rată  p rin  
m ultiplicare cu nj(n — 1), adică :

n -  1
(xt -  x)Z

t= l

este estim ator r.edeplasat al lui a2.
Aşadar, e.v.m. ai param etrilor m. rr ai legii A7(m, o2) sint media, respectiv: 
dispersia, de selecţie a valorilor observate x ¡- ale v.a. X.; ale eşantionului con
siderat.
2. Fie Xj, . . . .  X n un eşantion de volum n corespunzător v.a. X  ~  Po(?.). 
Funcţia de verosimilitate corespunzătoare valorilor observate .r,- ale v.a.
X l < f < n  este :

*n
V x .■i i _  1 i

n - v
t= i
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■şi deci :

!n L (a : xi . • * x»> = - n* - in ( n  -r i !)"  [ s  j ln  X.

E.v.m. al param etrului X se obţine astfel in c i t :

m ax ln L,
).

-adică d rep t soluţie a  ecuaţiei :

d
ln  L ( k ; .Tj,. . . ,  .r„) =  — n  -f- n x ------ =  0,¿IX X

avind form a :

Se observă că :

t/2 _ 1
------ L ( a ; Xj, . .  x„) =  — n x — — <  0, pentru  orice X > 0
d7? X-

A

şi deci, in particular, şi pentru  X =  X. Deci x  realizează m ax ln L şi este 
e.v.m. al lui X.

A
E.v.m. X este un estimator absolut corect al lui X :

E(X) =  X

X
Var (X) = (-» 0 cind n -*  oo).

In truc it V0, marginea inferioară dată  de inegalitatea Rao-Crame r-F rec het

“  (  d ln P (k  ; X) V
P(A-; X)

■este atinsă pentru X, rezultă că X este estim ator eficient al lui X.
FUNCŢIE DE VEROSMILITATE. Fie f(x , y, . . . : 0,, . . ., 6fc) d.p. a unei 
v.a. A' sau vector aleator X de una  sau mai m ulte variabile x , y, . . depin- 
zind de unul sau mai m ulţi param etri 0j. . . 8*.
F .v . e&ie această funcţie f(x . ;/, . . .  ; 0j, . . ., 0*) considerată ca funcţie de p ara 
metrii {8}, pentru  x, y, . . . fixaţi. De exemplu, în cazul unui eşantion de volum 
/i constind din n valori independente xv . . . , x „  ale v.a. X  ~  f x ( x  '■ 0)» f.v. a
"parametrului 0 este :

n
U * , . ........ "n ; 0) =  /(* ,, 0)«* ,. 6). . . . •f(x„, 6) =  I J  f( x h 0),

¿ = 1
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adică este probabilitatea obţinerii urmi eşantion particular {.Tj, . i n) in ipo
teza că legea (de repartiţie i estejspecificată apriori prin fix  : 6).
METODA CELOR MAI MICI PĂTRATE. Metodă de obţinere a estim atorilor 
unor param etri ai legii fi- : 0) astfel incit suma pătratelor abaterilor dintre 
observaţia propriu-zisă (O) şi valoarea teoretică (E ) ce se aşteap tă  a fi obţinută 
să fie minimă :

(O — E)- =  min.

Mai precis, dacă yn sint n v.a. avind dispersiile constante cunoscute,.
c |  şi ale căror medii ......... 0f), l < i < n  depind de r param etri 0,, . . . .  6r,
funcţiile rrii fiind cunoscute, m.m.m.p. constă în determ inarea estim atorilor 
param etrilor Qlt . . ., 0r astfel incit :

unde

N otînd

n
& — 9 i(X ;  — m t)2 ~  minimă.

2=1

(J: ~  i  / Ci ,

9; = 6

unde G® silit valorile aproxim ative ale param etrilor şi tij — corecţiile respec
tive, m in t?  se obţine rezolvind sistemul de ecuaţii form at din derivatele par
ţiale ale lui S? in raport cu uv  . . ., ur :

d i?

OUj
0, j  — 1, . . , r .

M.m.m.p. se aplică in modele liniare*, adică atunci cînd in prezenţa unor erori 
întîm piătoare ,v .a . 1 ; depind linear de param etrii necunoscuţi 6^:

r

=  S  +  «i . < =  i ......... »

sau
Y -  X '0 -i- e,

unde
Y =  (Uj, . . ., lin)'

/•Tl l  XJ2 ■. . .r]B>

X  =

\ x rl • • -t-« /

o = (6j,. . e,)'
e =  (e„ . . ., <%)'
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V.a. {(?;■} silit erori aleatoare despre care se presupun* că :

M.ui.ni.p. constă in determ inarea paran’.etniiui 0 astfel incit suma pătratelor 
eiotilor să fie minimă, adică :

'ESTIMATOR MMP (Least Square E stim ator, in eng!.). 
E stim ator ob ţinu t prin metoda c e lo r  m ai m i e i  pătrate*.

m ia S P ( \ . 0) = min t e i "  =  alin ; Y — X 0i::3. 
E.in.m .p. este soluţia ecuaţiilor : 

o 9 (X .  6)
-----  - = 0 ,  v =  1, . . . .  ;■

<96v

«urnite  ecuaţii normale, adică :

Exemplu. E.iu.m.p. ai mediei teoretice m a unei v.a. _Y ~  f z ( t ; m) obţinut pe 
baza unui eşantion de volum n : X 1.........X rl se obţine făcind minimă expresia

E(et) =  0

l  ar pt — cr,

Cov (r t, r; ) =  0, : #  j

min SP — m in ţ e l 3 =  m ia || Y — X'0

0  este e.in.m.p. ai lui 0 dacă minim izează suma pătratelor erorilor :

« r «
£  £  =* £  4’vt Y;.
t — L j = 1 î = 1

x x  e =  x y .

O — e.m.m.p. ai Iui 0 este :

0 =  (XX')~!XY-

E.m .m .p. este estim ator nedeplasat :

ş t are m atricea de covarianţă ;

H
min (X; — m)-
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şi este
1 ”

X  = ----  V  -V,. media de selecţie.
n  > = l

METODA MOMENTELOR. Metodă folosită pen tru  ajustarea unei legi (de 
repartiţie) teoretică  specificată pe baza unei legi empirice şi care constă i»  
egalarea prim elor m om ente empirice (de selecţie) cu momentele corespun
zătoare ale legii (de repartiţie) teo re tic e ;
Exemplu. Să se ajusteze legea (de repartiţie ) pe baza observaţiilor din tab . 61 
(J . H. Pollard. X um trica l and Slot. Techniques, Cambridge Ltiiv. Press, Cam- 
bridge-Melbourne, 1977).

Tabelul 61
Frecvenţe ajuslate

Nr. de 
ouă

Frecvenţi
observate

| Legea binom ial negativă eu media 
6.73 şi param etru l k  egal cu

Legea 
Poisson cu 
media 6,73J

1 0.41419 | 0 .5 0 ,6 1(10

0 20 27.7 23 ,7 20,0 0 .1 0 ,1
1 12 10.8 11,0 11,0 0 .8 0 ,7
2 14 7 ,2 7 ,7 7 ,7 2 ,7 2 ,4
3 7 5 ,5 6 ,0 6 ,5 5 .7 5 ,5
4 3 4 ,4 -1,9 5 ,3 9 ,3 9 ,2
5 6 3 ,6 1,1 4 ,5 12,2 12,4
6 3 3,1 3 ,5 3 .9 13.5 13,9
7 3 2 ,7 3 ,0 3 ,3 12.9 13,3
s 2 2 .3 2 ,6 2 .9 10.9 11,2
9 3 2.1 2 ,3 2 ,6 8 .2 8 ,4

1 0 -1 4 4 7,4 8 ,2 9 ,0 13.0 12,5
1 5 -1 9 4 ,5 4,8 5.1 0 .5 0 ,4
20-c 11 8 ,7 8 ,2 7 ,8 0 .2 0 ,0
Total 90 90,0 90,0 90,0 90.0 90,0

reprezentînd repartiţia  num ărului de ouă X  ale unor paraziţi specifici oiler 
Se preconizează că legea teoretică este legea binomial negativă sau lege» 
Poisson.
Se observă că

X  =  0.73 (numărul mediu de ouă).
A justarea după legea Poisson cu >. — 6,73 nu este suficient de satisfăcătoare 
St ir.eearcă ajustarea după legea binomial negativă folosind m.m.. egalînd 
media şi dispersia legii binomial negative cu valorile empirice corespunzătoare- 
calculau- pe baza eşantionului considerat de \  olum n =  90 :

hq
—  =  116,195.
V
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De aici se obţine :
p  =  0,057048283 

q =  0,942051714 

1; =  0,414188524.

Frecvenţele ajustate  [f¡) sini :

fa =  90 .(0,057948286)0-41J18,f2‘(0,942051714)° =  27,7 

fY =  f„-(0,414186 524).(0,942051714)'l =  10,8 

f t  =  fl -(l,414186524)-(0,942051714)/2 =  7,2 

f ,  =  (2.414186524)-(0,942051714)/3 =  5,5

■ţioind seama că :

C £_l =  1

P i + i  =  { (^ ' - r  i)* 7 / 0  " r  ! ) } / ' ;  •

Pentru ca concordanţa dintre legea teoretică şi cea empirică să fie mai bună se 
foloseşte aceeaşi valoare pentru  media de selecţie 6,78, dar valori m ai mari 
4>entru k  (ceea ce implică valori mai mici ale dispersiei).
O, ajustare convenabilă se obţine pen tru  k  =  0.6. *)
Deosebirea dintre legea Poisson şi binomial negativă dispare practic pentru
*':== 100.
METODA MINIMULUI LUI Metodă de obţinere a estim atorilor unor 
param etri astfel Incit să minimizeze funcţia -/J ce depinde de observaţiile unui 
eşantio-n considerat de volum n. i

XVI. VERIFICAREA IPOTEZELOR STATISTICE

Ansamblu de metode statistice care perm it ca pe baza rezultatelor unor expe
rim ente (datele de observaţie) să se precizeze legea d • repartiţie  a variabilelor 
considerate din populaţia stud iată , na tu ra  unui experim ent (proces stochastic), 
estim area param etrilor procesului, verificarea anum itor ipoteze statistice. 
Concluziile sint de natură probabilistă. adică concordanţa diferitelor ipoteze 
cu realita tea  se face în limitele unu i risc sau unei erori asociate lor. 
în  acest capitol sint incluse noţiunile introductive şi procedeele generale pen tru  
testarea ipotezelor statistice. Va fi prezentat un număr de teste statistice refe
ritoare la ipotezele statistice corespunzătoare legilor binomialâ şi multinom ials 
şt tabelelor de contingenţă, testele de concordanţă, ipotezele statistice asupra 
mediilor şi dispersiilor populaţiilor statistice, asupra corelaţiei şi formei legilor 
statistice.

*1’ Pentru testarea concordanţei ajustării se poate folosi testul ie concordanţi* X* sau i  'i u ie con
cordanţă Kolmogorou-Smirnoi/*.
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VERIFICAREA (TESTAREA) IPOTEZELOR STATISTICE. Ansamblu- 
c!e metode ale statisticii inductive, bazate pe calcului probabilităţilor, care 
perm it, plecind de la date experimentale sau de la observaţii, precizarea formei 
legilor de repartiţie  e v.a. referitoare la populaţiile considerate sau validitatea 
anum itor supoziţii referitoare la valorile param etrilor acestor legi.
IPOTEZĂ STATISTICĂ. Ipoteză asupra uneia sau mai m ultor legi ce carac
terizează anum ite populaţii, adică asupra valorilor param etrilor acestor legi 
sau asupra tipului legilor. De exemplu, dacă densitatea de probabilitate f  a 
legii respective depinde de un param etru 0, se poate verifica ipoteza 
Hf, : 0 =  80. conform căreia 9 are valoarea 0O.
Dacă in afară de valoarea 0O param etrul G mai poate avea şi una din valorile-
0j, 0; , . . atunci ipotezele :

H b : 0 =  b„, X 1 : Q ~ 0 1, : 0 =  0.........

se numesc ipoteze admisibile.
Ipoteză m ilă Ho-Ipoteza ce urmează a fi verificată şi care se presupune apriori 
că este adevărată.
Ipoteză alternativă II]. Orice altă  ipoteză admisibilă cu care este confruntată* 
■ n .  I I0.
Ipoteză simplă. Ipoteza sta tistică  de form a :

ii0: elB= e?,.... o* = ej.-
care specifică complet legea de repartiţie  sau valorile param etrilor ei.
Ipoteză compusă. Ipoteză statistică de forma : H 0 : 0 e  <o. unde c>> este o sul>
mulţime care nu se reduce la un punct a lui i î  =  {0 =  (0,---- - 0*)', spaţiut
parametrilor, adică spaţiul /.-dimensional al tu tu ro r vectorilor param etrilor
0. Submulţimea <■. c  fî conţine cel pu ţin  două puncte.
Ipoteză param etrică. Ipoteză sta tistică  ce se referă la valorile param etrilor 
unei legi de repartiţie  specificate apriori.
Ipoteză neparam rtrieă. Ipoteză sta tistică  care nu se referă ia forma legii de 
repartiţie  a v.a. (în ongî. : distribui ion frec methods sau non parametric methodş}.. 
Exemple. Se consideră :
1) A"~ B iui. p), pentru  care

H 0 : p  <  0 ,2

este o ipoteză compusă.
2) X  v— B i( n ,  r.) pentru  care i.

H , : p =  0,05

ts îe  o ipoteză simplă (inclusă in cazul precedent).
3; X  ~~ Normată, fără să se precizeze valorile param etrilor m  şi oa (verificarea 
nornialitâţii). este o ipoteză neparam etrică.
4> X este o v.a. a cărei lege de repartiţie  are mediana nulă — este ipoteză nepa- 
ram ctrică (nu depinde de forma legii de repartiţie) :
PRAG DE SEMNIFICAŢIE. Valoarea probabilităţii sub care. se respinge 
i n H 0. Se mai numeşte şi volumul testului.
EROARE RE GENEL ÎNTlI (I |.  E roarea comisă la respingerea eronată a
1. n. i i b, cînd aceasta este adevărată.
EROARE DE GENEL AL DOILEA (Il).E roarea  comisă la acceptarea ero
nată a i.n. H# tind  aceasta nu este adevărată (clnd i.a. H j este adevărată)..
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RISCUL ERORILOR ASOCLATE UXUI TEST STATISTIC. Se asociază 
două riscuri unui test, mai exact deciziei luate.
Riscul erorii de ¡¡enu! 1. E ste probabilitatea de a respinge un.H 0 cind aceasta
este adevărată, adică :

P(H ,jdacă H0 adevărată) =  y.
R iscul y al erorii de genul intii se numeşte pretţj de semnificaţie.*
Riscul erorii de yenul II. Esle probabilitatea de a accepta i n. H0 cind este 
adevărată i.a. Hv  adică :

P(iTnjdacă H1 adevărată) =  3.
Schematic, r.c .a.t.s. sc pot urm ări in tabelul u rm ător :

Ipoteza adevărată

«o  B i

adevărată eroare de. genul TI
(1 — a) Probabilitatea :3

eroare de genul 1 adevărată
Probabilitatea : a  (1 — (3)

REGIUNE (INTERVAL) DE ACCEPTARE. Domeniul tu tu ro r valorilor 
posibile ale statisticii tn sc îm parte in două regiuni disjuncte. R (i). a. este mul
ţimea tu tu ro r valorilor din spaţiul eşantiocmeior * astfel incit dacă o valoare 
a statisticii aparţine acestei regiuni, se acceptă i.n. H 0. Dacă i.n. H 0 este ade
vărată. atunci 1 —a  este probabilitatea ca valoarea statisticii să aparţină 
r  ( i )  a .
REGIUNE (INTERVAL) DE RESPINGERE (Regi un? critică). Mulţimea 
tu turor valorilor din spaţiul eşantioanelar * astfel incit, dacă o valoare a s ta 
tisticii aparţine r. (i). r. se respinge i.n. }I0. Dacă i.n, H„ este adevărată, atunci 
a este probabilitatea ca valoarea statisticii să aparţină r.( i).r-(fig . 109).

Fig. 109

PUTEREA UNUI TEST. Probabilitatea respingerii i.n. 77t ca funcţie dc -para
m etrul 6, no ta tă  cu -r(W, 6). adică

-< W, 6) =  P (X  = (X j, . . . .  .Y„) 6 Wj0).
P.J. ia valoarea 1 —g şi este probabilitatea de a respinge i.:».ii4 cind i.a. H , 
est-, adevărată, adică :

«(IV, 9j) — 1 — p.
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P .t. ia valoarea % şi este probabilitatea de a respinge jvn, Jf„, deşi Ha este ade
vărată. adică este p.s. a  al testului ;

- ( « '•  0O) =  x.
Graficul funcţiei V . 6) se numeşte curba puterii testului. 
CARACTERISTICĂ OPERATIVA (Funcţia C.O.). Probabilitatea de accep
tare a i.n.Tlu ca funcţie de param etrul 0, no ta tă  cu L(W , 0), adică :

L(\V, 0) =  P (X  =  <XU . . . .  .V»)e CW jŞ).
C.O. ia valoarea 1 —a şi este probabilitatea de a accepta i.n. H a cind //„  este 
adevărată, a d ic ă :

L (W , 0O) =  P(accept. H0;H0 adev.) =  1 —P(resp. H„/H0 adev.) =  1—a. 
C.O. ia valoarea ¡3 şi este probabilitatea de a accepta i.n. H0, deşi i.n. Ht  este 
lalsă, adică -

L(W , 0t ) =  Pfaccept. J!a H, adev.) =  P(accept. H alH a falsă) =  (3, 
deci in punctul 9 =  0! funcţia C.O. ia valoarea riscului de genul II, ¡3. 
Graficul funcţiei C.O. se numeşte curba de eficacitate.
FORŢA IV C I TEST. Dacă două teste statistice ale căror riscuri de genul I 
ş i riscuri de genul II sint (a, |3), respectiv (* ', ¡3'). verifică relaţiile :

a  <  a ',  ¡3 <  ¡3',
a tunci se spune că primul test sta tistic  are forţă  mai mare declt al doilea. 
STATISTICĂ. F ie ( V,.........X n) un eşantion * de volum n d in  populaţia s ta 
tistică considerată .şi fie v.a. X  asociată populaţiei a cărei lege de repartiţie  
depinde de param etru l 6 : A' ~  f(x  : 0).
O s. este o funcţie t(X 1, . . . ,X n) de valorile observate ale eşantionului. Această 
funcţie defineşte o v .a. a cărei lege de repartiţie  este u tilizată  pen tru  veri
ficarea ipotezei nule şi determ inarea unui interval de încredere* pentru  para
m etrul 0. S. se m ai numeşte şi funcţie discriminată. (-> Statistică (m-dimensio- 
nală)). De exem plu, media de selecţie* a unui eşantion* de volum n.

este o s. a cărei lege de repartiţie  se cunoaşte cind i.n. H , este adevărată. 
TEST STATISTIC. Criteriu pen tru  verificarea ipotezei statistice, constind 
în calculul unei statistici * şi stabilirea unei reguli fixate în prealabil de accep
tare sau de respingere a  i.n. eu o anum ită probabilitate de a lua o decizie inexactă 
cind i.n. H0 este confruntată cu i.a. H t . 
in aplicarea unui t.s. se disting urm ătoarele etape :
1. Prezentarea dciielor : observaţiile obţinute intr-un experiment statistic  şi 
elem entele considerate apriori adevărate sau valabile, cum ar fi : independenţa, 
cunoaşterea legii de repartiţie , cunoaşterea unora din param etrii acestor legi etc.
2. Modelul statistic : supoziţiile fundam entale trebuie să fie in concordanţă cu 
observaţiile de care se dispune. Alegerea unui model neadecvat experimentului 
şi observaţiilor poate duce la concluzii greşite.
3. Definirea i.n. şi i.a. H t .
4. A legerea p.s. {f al testului.
5. Alegerea unei, statistici, adică a v.a. a cărei lege de repartiţie  cunoscută 
să servească drep . criteriu de decizie.
6. Stabilirea regiunii critice.
7. Luarea deciziei.
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Procedeu general 
1. Prezentarea datelor

2. Form ularea modelului statistic

Definirea i.n. H e şi i.a. H 1

4. Alegerea p.s.x al t.S.
•r>. Alegerea statisticii testului — o 
v.a. T  a cărei lege de repartiţie  este 
cunoscută

fi. Stabilirea regiunii critice cores
punzătoare pen tru  i.n. H0 (dacă va
loarea statisticii testului aparţine 
regiunii critice, atunci se respinge 

Cu o probabilitate egală cu 
a statistica testului aparţine regiunii 
critice, tin d  i.n. H b este adevărată 
(eroare de gradul I)

Exemplu
în  n experimente independente de 
aruncare a monedei, se obţin  X  
„sueeese" , adică V apariţii ale feţei 
,,stem a“  cu p — P io apariţie a feţei 

stem a“ ) =  1/2
în experimentul de aruncare a unei 
monede de un num ăr n  =  1000 de 
ori se urm ăreşte X  — num ărul de 
apariţii ale feţei , .stem a“ , adică 
realizările v.a. X  ce urm ează o 
lege binomială eu param etrii n şi p  
(p este probabilitatea apariţiei feţei 
„stem a” la o aruncare, p — 1/2)

Sc verifică ipoteza conform căreia 
raportul dintre num ărul de apariţii 
ale feţei „stem a“ şi num ărul de apa
riţii ale feţei „ban“ este de 1 :1 .  
Se spune că moneda este echilibrată 
sau că este perfectă, adică sc verifică 
i.n. :

1
P  =  - rz

1
faţă  de i.a. l i ,:  p  =£ ~

k =  0.03 
V.a.

are aproxim ativ iegeft norm ală, cind 
ji este suficient cit- n-iare (-*. Legea 
numerelor m a r i: Legea binomială.) 
U tiiizind tabelele repartiţie i normale, 
regiunea critică este

' T >  r 0f02R=  1,96

(test bilateral)

în cadmî acestui capitol, principalele t.s. vor parc ruge cele 7 etape ale prccede-orai general de veri
ficare a ipotezei statistice.
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7. Sc ia decizia de a respinge i.n. dacă 
valoarea statistic;! T. aparţine re
giunii critice, adică ¡T ,>  r0.024= l,9 6 . 
în  caz contrar, dacă ¡ T [ < r 0,0.25 se 
acceptă i.n. I!a (se spune că statistica 
testului este nesemnificativă şi deci 
datele de obervaţie nu contrazic ipo
teza nulă).

i.n. H0 conform căreia moneda este 
perfectă sau echilibrată este respinsă 
dacă num ărul de apariţii ale feţei 
„stem a“ este fie prea mare, fie prea 
mic (-> Test bilateral.) Curba putere 
este da tă  de fig. 110 .

Fig. 110 Curba putere pentru n =  1000 
şi n =  10000 pentru verificarea ipotezei 
H 0 : p — 1/2 (prag de semnificaţie a =  

----- 0,05)

T est de semnificaţie. T.s. pen tru  verificarea egalităţii unui param etru-estim at 
pe baza unui eşantion — cu o valoare dată. De exemplu, X  ~  .Y(7r, a2) şi 
fie f-Yj, . . ., X n) un eşantion de volum n  ; se presupune rr — cunoscut. I.n. 
f l 0 : in =  n70 (valoare dată) fa ţă  de i.a. Hl : m  56 m0 se verifică cu aju torul 
t.s. c
Test de concordanţă. T.s. pen tru  verificarea concordanţei in tre repartiţia  
empirică şi repartiţia  teoretică (modelul teoretic). T.c. a ra tă  calitatea ajustării 
rep artiţie i teoretice prin repartiţie  em pirică (in cngl. : goodness-oţ-fit).
De exemplu, le s tu l  '/- de concordanţă *, teslut Kotmogorov-Smirnov*.
Test unilateral (dreapta sau stingă). T.s. a cărui regiune ^interval) critică este 
form ată d tn tr-o  singură coadă a repartiţiei * (din dreapta, respectiv din stingă) 
de arie x, egală cu p.s. al t.s. fixat apriori.
Exemplu. Fie A" A' (m, cr), of-cunoscut şi fie (A'x.........X n) un  .eşantion de
volum* n. M edic de selecţie* X  — A* (m, c'-.'n). Regiunile critice pentru  i.n. 
El0 : m <  m 0 fa ţă  de i.a. f f 1 : m >  m0, respectiv pentru  i.n. i?0 ; m > m ^  fa ţă  de 
i.a. H, : m  <  m 0. sint date in tab. 62. iar testul folosit este testu ţ  z lu i i lu te r a l  
drept, respectiv sting, unde ra este determ inat astfel Incit :

P;e„ ( X  >  C. =  m„ -I- a ^n-Zy) =  7.

?* - 1- 7 — i-j.-
Exemplu. U rm ărind re tribu ţia  lunară a muncitorilor unei secţii, să verificăm 
ipoteza că salariul mediu este de 1900 lei/iună, adică i.n. H n : m  =  ni0 =  1900 
lei fa ţă  de i.a. conform căreia re trib u ţia  acestor m uncitori este mai mare decit 
1900 lei (H l : m> 1900 lei). Avem de a face eu o ipoteză unilateral dreaptii şi 
l.u .d . b aza t pe un eşantion de volum n =  100 şi un p.s. *  =  0,01 (cazul b). 
E x p erien ţa  anterioară ara tă  că er — 10000.
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Funcţia C.O. este reprezentată grafic in fig. H l ,  jar funcţia putere in fig. 112 
pe baza calculelor din tab. 63.

P +I

Fig. 111 Graficul caracteristicii o- 
perative (test z unilateral drept)

Dacă dorim să verificăm i.n. H 0 ■. m  =  m0 =  1900 lei fa ţă  de i.a. H v -. m  <  1900 
lei avem de a face cu o ipoteză unilaterală stingă şi t.s. folosit este l.u.slg.z. 
Exem plul va fi reluat în cadrul aplicării testului z*.

Fig. 112 Graficul puterii 
(lest z unilateral drept)

Pe baza calculelor din tab. 64. funcţia C.O. şi funcţia putere se reprezintă grafic 
in mod asem ănător cu fig. 111. respectiv 112.
Test bilateral. T.s. a cărui regiune (interval) critică este form ală din cele două 
cozi ale repartiţiei *, situate de o parte şi de a lta  a regiunii (intervalului) de

2 5  — c. 680
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acceptare de arie a2, respectiv aa, astfel incit a2 
t.s. fixat apriori. în  particular, dacă

, unue x esie p.

a2 =  =  a /2.

atunci t.b. sc numeşte l.b. centrat. (-> fig. 109).
Test robust. T .s. pentru  care validitatea concluziilor este puţin  afectată de 
nerespectarea ipotezelor fundam entale ale modelului m atem atic (norm alitatea, 
dispersie constantă, independenţă etc.)
De exemplu, t.s. referitoare Ia mediile populaţiilor sint t.r. la încălcarea uşoară 
a norm alităţii, spre deosebire de t.s. referitoare la dispersii, care nu sint t.r. 
Test neparamelric. T.s. in cadrul căruia nu se fac presupuneri asupra formei 
repartiţiei.
De exemplu, nu se presupune norm alitatea cind nu există o anum ită siguranţă 
că este adevărată. Acesta ar fi un avanta j, dar t.n. este mai pu ţin  puternic decît 
t.s. corespunzător bazat pe presupunerea norm alităţii, cind populaţia consi
derată este norm ală (in engl. : non-puramelric test sau distribution free test). 
Exemple : t.n. referitor la mediana populaţiei, testul de concordanţă Kolmo- 
jorov-Smirnoo *.
Test uniform cel mai puternic. T.s. pentru  care puterea este maximă. Dacă [3 
este considerat ca funcţie de param etrul 0, (3 (0), atunci trebuie găsit minimul 
funcţiei ¡3(0), considerînd toate valorile posibile ale lui 0 în i.a. Hx.
Test al raportului de verosimilităţi. T.s. pen tru  verificarea i.n. H 0 fa ţă  de 
i.a. H l bazat pe raportul de verosimilităţi * ale celor două ipoteze, avînd la dis
poziţie eşantionul (X v  . . .,X„) de volum n  * :

_£o_ =  /.(A ,------ X n ; 60) /  (A'r ; % )-f(X 2 ; 60) , , . ţ(X n ; 0o)
i 2 “  L (X j. . . .  ,.Y„ ;02) /  (X 1; 02) • f  (X 2 ; 02) . . .  f(X „ ; 02) ’

unde f(x , 0) este d.p. a v.a. X2.
Regiunea critică a i.n. H0 este. definită de condiţiile :

f'0 ■̂ î ' .  k  1,

unde k  este ales astfel incit probabilitatea de a respinge i.n. H0 : 0 =  0<„ atunci 
cind i.n. i / 0 este adevărată (probabilitatea de respingere eronată a i.n.), este 
egală cu a — p.s. al t.s ., valoare dată.
Test secvenţial (progresiv) al lui Wald. T.s. în care unităţile experimentale 
sau observaţiile sint extrase succesiv, una cite una (sau în grupe de acelaşi 
efectiv), din populaţia considerată. D upă fiecare nouă extragere se ia una din 
deciziile urm ătoare : se acceptă i.n. H 0 ; se respinge i.n. i / 0 ; se continuă tes
tarea, adică sc prelevă o nouă un ita te  experim entală sau un grup de un ită ţi 
experimentale.
T.s.W . se utilizează în controlul statistic dc recepţie*. E ste  un caz particular 
al testului raportului de verosimilitate* ; a fost introdus de A. W ald în 1947. 
Test nedeplasat. T.s. a cărui regiune critică arc proprietatea că pen tru  valorile 
posibile ale param etrului 6 specificînd i.a. 7ft funcţia putere* are o valoare 
m aximă pen tru  0 =  0O. valoarea param etrului specificată de i.n. H 0.
Test de omogeneitate. T.s. pen tru  verificarea egalităţii valorilor a doi sau mai 
m ulţi param etri ai legilor de repartiţie  considerate, pen tru  care se obţin e s ti
m aţii independente. T.o. se mai numesc şi tesle de comparaţie.
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E xem p le
1) în tr-un  tabel de contingenţă se verifică ipoteza conform căreia fiecare linie 
reprezintă un eşantion dintr-o populaţie caracterizată de aceeaşi variabilă :

= P i = ------=  P t

faţă de i.a.
- P i 7  ̂ P ji i j  £  {1 , ■ ■ - > /*'} ■

2) T.o. a mediilor a I populaţii normale (-> Analiză dc variantă — Model 
unifactorial A XC) V.l*), adică i.n.

H 0 : zi =  =  . . .  =  a ,
fa ţă  dc i.a.

H1 : a , ^  ap  V i, j  e  {1, . . . .  /}.

3) T.o. a dispersiilor a k  populaţii normale (-> Textul lui Barlett). adică i.n.

faţă dc i.a.
Hi: «J* o*, V i, j e {  1......./>}.

TEST y_2. T.s. folosit pentru evaluarea discrepanţelor dintre frecvenţele obser
vate  şi cele teoretice, ceea ce perm ite să se decidă —cu un prag cic semnificaţie* 
fiixat — dacă aceste discrepanţe silit fluctuaţii intim plătoare sau nu, adică 
i.n. H0 este accep ta tă  sau respinsă.
T. x 2 este folosit ca :
a) Test de independenţă : se verifică i.n. conform căreia două principii de clasi- 
ficare apucate în labele de contingenţă sînt independente unul de altul.
b) Test de omogen Hale : se verifică i.n. conform căreia o serie de observaţii 
grupate în m ulţim i sau subinulţim i sîn t omogene in raport cu anum ite carac
teristici definitorii, adică observaţiile relevă fap tu l că unită ţile  experimentale 
sin t extrase din aceeaşi populaţie de bază (de origine).
c) Test de concordanţă : se verifică i.n. conform căreia observaţiile eşantionului 
stud ia t avînd determ inate frecvenţele observate *F{ sînt extrase dintr-o populaţie 
in care au anum ite frecvenţe teoretice*
Deoarece expresia t. yr este ob ţinu tă  pe baza observaţiilor, rezu ltă  că este o 
statistică * şi deci nu este un  param etru . Aşa încit t. yy mai este num it şi t.s. 
neparametric sau test liber de repartiţie (in engl. distribution free test)*, adică un 
test care nu depinde de forma legii iniţiale de bază.
TEST z. T.s. * privind media unei populaţii statistice. T.s. bazat pe legea v.a.

X  -  m
z = ------- = — ~  Ar (0,1) (la lim ită)

cr/Y n

1) Fie (X lr . . A"„) un eşantion de volum n*, adică n observaţii independente 
provenind dintr-o populaţie cu legea normală * N  (m, o2) cu media m -para
metru necunoscut şi dispersia o-’-param etru cunoscut.

* în cadrul acestui test se exemplifiai toate cazurile a), b), c), corespunzătoare i.a. //,. Pentru economie 
de spaţiu, la alte t.s. s-au exemplificat numai unele din aceste cazuri, a), b), sau c).
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2) Y.a. _Y ~  .Y (;n, a2).
3) a) IIQ : m  =  n a (ni0 — valoare fixată) (test bilateral — t.b.)*

2/j : m #  ma

b) i / c : m  <  mn (lest unilateral dreapta — t.u.dr.)*

II j : m <  m0

c) H0 \ m ^  w 0 ţtest unilateral stingă — t.u.stg.)*

: m <  m0.
4) a =  0,05, de exemplu, 
o) Criteriu tic decizie — statistica  :

este o v.a.

-Y -  m„

o ¡Y n
~  A' (0,1), unde

n
(media de selecţie)*

este o v.a. A7 (m. a-'n).
6) Regiunea critică, a) Mulţimea valorilor statisticii ;  mai mici decît a /2  — cuan- 
tila inferioară a legii .V (0, 1) sau mai mari decit a/2 — cuantila superioară a 
legii A’ (0,1) :

sau

unde

cu

1*1 > -a/2 '*®" = < -a/2 — "i-a/2> * > -a/2

X  <  m0 — c,]‘n -zal2, X  >  ;»0 -j- o/l/'n-ra/2,

P  (¡5 >*«,*> =  <U(r1_3..,) - 1 - 0  (ra/2) =  a 2 -f a/2 =  a

0 (1 )

/

1 f  2~ e

—  oo

-* !/2 dx , î.r . a legii A' (0,1); 1 - 0  ( - ( )  =  0 ( 0

Regiunea critică a testului bilateral r este ilustrată  in fig. 109.
Puterea* sub i.a. f /3 este :

T(U
n

"l-a ¡2)
C.O.* sul) i.a. H1 este : 

L( IV, nij) =  O (  ™o -  rrtj

\  a /V n
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b) Mulţimea valorilor statisticii r  mai mari dccit a-quantila superioară a legii
X  (0,1) :

>  -«

sau
X  >  m0 -f c j Î  n - :x ,

unde

P(: >  :a) =  1 -  3>(;a) =  a.

Puterea sub i.a .//j este : 

-(IV , mj) =  ® 

C.O. sub i.a.Hj este :

î

(7

— Ulp

iVn

( m n — n i ,  \
L (W , m j  =  .3 =  î> — - 1 +  'a  •

V O/V n J
c) Mulţimea valorilor statisticii ;  mai mici decit a-quantila  inferioară a legii 
A’ (0,1)':

-  <  - l - a

Tabelul 62

II0 :m  =  m 0 tes t
sta tistic

I I , : Regiunea critică

m m0 1 -  ! >  r*/2

a)
sau l.b.

X  <  m„ — a:Vn . :a /2» -V >  m0 — rr/V~n • ra/2

m >  m0 :  >  :  x 
sau t.u.dr.

b) A” >  m0 -1- o/1/ «  -r«

m < m 0 ” <  **1 —C£
sau l.u.stg.

c) A' <  m0 — C/Vn • =  m0 — a;Vn-z*
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sau

unde

A' <  m0 +  a / Y n =  m„ — a / / n - z .

P(z <  Zi-«) =  ©(Zj.*) =  a ; =  —z

Puterea sub i.a. / / ,  este :

(m0 — m, \  în v , — ml \

.a. I i 1 este :

(m„ -  m .  \  /  m ,  — m „  \

^ - * r ® r ^ r + 4

C.O. sub i.a. H 1 este : 

L

Pentru diferite i.a. H j ale i.n. //„, regiunile critice slnt date de tab . 62.
7) Se calculează : _

X ,  m e d ia  d e  s e le c ţ ie *

_ _  X  -  m0

a/jTn

Regula de decizie

a) Se acceptă H0 (H0 adevărată), dacă | z | <  z„, 2.

b) Se acceptă Hg (//„ adevărată), dacă z <  za .

c) Se acceptă II0 (H0 adevărată), dacă z >  z1_ et.
Exemplu
a) Să verificăm i.n. conform căreia media v.a. X  ~  N(m, 9) este 1,70 : (G . Ciu- 
cu, ş.a. : Statistica matern, şi cerc. oper.. Ed. did. ped. Bucureşti, 1974)

H„ : m =  1,70

faţă  de i.a. 1I1 conform căreia media este diferită de 1,70 :

H1 : m ^  1,70

ştiind că u =  3, pe baza a n — 9 observaţii independente.
Se alege p.s. al t.s. a  =  0,05.
Deoarece i.a. 1IX include o infinitate de alternative, se alege o singură a lterna
tivă, fie 7/j : m =  1,79. A şadar :

i.n. H 0 : m  =  1,70

i.a. f / j  : nij ^  1,70.

p.s. al t.s. a  =  0,05.



391

Statistica (X  -  1,70)
este o v .a. A '(0,t) clnd He este adevărată, adică

sau

X -  1,70

3/3
<  1,96 0,95

P  (1 ,7 0 -1 ,9 6 .3 /3  <  X  <  1,70 -¡- 1,96-3/3) =

=  P  ( - 0 ,2 6  <  X  <  3,66) =  1 -0 ,0 5  =  0,95.
Intervalul

( -0 ,2 6 , 3,66)

reprezintă m ulţim ea valorilor sta tistic ii X  care conduc la acceptarea i.n. H0 
deci regiunea de acceptare ; aceasta, precum şi regiunea critică sint a ră ta te  în 
tig. 109.
Graticele puterii şi C.O. sin t date de fig. 113, respectiv fig. 114.
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Curbele ce reprezintă d.p. ale v.a. A' în cele două ipoteze, l l 0 şi Hv  sînt identice 
ca formă, curba reprezentind d.p. sub f / ,  fiind deplasată spre dreap ta  (fig. 109). 
Probabilitatea erorii de genul II In punctul m =  1,79 :

¡3 =  P  (accept Ha | Hi adevărată) =  P  ( — 0 ,2 6 < X < 3 ,66/H , adevărată) =

(—0,26 — 1,79 ^  3,66 -  1,79 \

3 /1'9 3/y 9 )

=  P ( —2,05 <  z <  1,87) =  <D(1,87) -  4>(-2,05) =

=  0,9693-0 ,0202 =  0,9491.

C.O. în punctul m =  1,79 (sau sub / / x) este L(W , nij) =  0,9491.
Puterea sub H 1 este tt (W, =  1 —3 =  0,0509.
b) U rm ărind re tribu ţia  lunară a m uncitorilor unei centrale industriale, să 
verificăm ipoteza că re tribu ţia  medie lunară este de 1900 lei, adică i.n. I i0 : 
m0 =  1900 lei, fa ţă  de ipoteza conform căreia re tribu ţia  medie lunară a aces
to r muncitori este mai mare decît 190() lei, adică i.a. H1 : m >  1900 lei pe baza 
unui eşantion de volum n  .= 100 şi eu un p.s. a  =  0,01. E xperienţa anterioară 
a ra tă  că o2 =  10 000. Avem de a face cu ipoteză unilaterală dreapta şi un 
test unilateral d rept z.
F uncţia  putere şi C.O. sin t reprezentate grafic in fig. 112, respectiv fig. 111, 
pe baza calculelor din tab . 63.

Tabelul 03

m0- m l , - \
es']fn V o/V n )

1905 - 0 , 5 $  (1.83) =  0,9661
1910 — 1,0 <î> (1,33) =  0,9082
1915 — 1,5 <& (0,83) =  0,7967
1920 - 2 , 0 <I» (0,33) =  0,6293'
1925 - 2 , 5 <I> ( - 0 ,1 7 ) -=  0,4325
1930 — 3 ,0 <I> ( -0 ,6 7 )  =  0,2511
1933 — 3 ,5 $  f —1.17) =  0,1210
1940 - 4 , 0 Î> (—1,67) =  0,0475

c) D acă se verifică i.n. H 0 : m — 1900 lei fa ţă  de i.a. / / ,  : m <  1900 lei avem 
de a face cu o ipoteză unilaterală stingă şi un t.u . stg. :.
Puterea, respectiv funcţia C.O. sint reprezentate grafic asem ănător cu fig. 112, 
respectiv 111, pe baza calculelor din tai). 64.
Observaţii
1. Graficele C.O. sub i.a. I IX : m <  w a, respectiv II1 : m> m0 sin t simetrice 
fa ţă  de. dreapta m =  m„.
2. Graficele puterii sub i.a. i / x m enţionate la punctul 1) sînt simetrice fa ţă  de 
dreapta m =  m0.
3. în  verificarea ipotezelor se urm ăreşte să se facă puterea cit mai mare, adică 
i.a. H j să se accepte cu o p robabilita te  mare.
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Tabelul Ci

m 1
m0 /Hj

3
CT//7T [„ U  ’ )

1895 0 ,50 © (—1,83) =  0,0336 0,9664
1890 1,00 © ( -1 ,3 3 )  =  0,0918 0,9082
1885 1,50 <£> ( -0 ,8 3 )  =  0,2033 0,7967
1880 2,00 © ( -0 ,3 3 )  =  0,3707 0,6293
1875 2,50 © ( 0,17) =  0,5675 0,4325
1870 3,00 © ( 0,67) =  0,7486 0,2514
1865 3,50 © ( 1,17) =  0,8790 0,1210
1860 4 ,00 © ( 1,67) =  0,9525 0,0475

4. Valoarea funcţiei putere sub i.a. / / ,  poate fi folosită pen tru  a rezolva o 
problem ă de planificare a experimentului *, şi anume determ inarea num ărului 
de observaţii necesare pentru  ca t.s . să aibă o anum ită putere specificată 1 —¡3 :

a) n  »  (zp +  Za/2>3 (a /(m i-m 0))2
b) şi c) n  =  (zp +  za)2 (o/(m0 -  nij))2.

TEST t. T.s. privind media unei populaţii statistice, in care dispersia cr este 
cunoscută.
T. t se bazează pe legea de repartiţie t Student* cu n - l  g.l. a v.a.

unde

/ =
X  -  m

s,V n
~ f n-i>

— X j-f- 4* Xn
A  —  — — — — —  

n
media de selecţie*

n
S  ( x * - * ) 2

s2 =  ------------------- dispersia de selecţie*.
n — 1

Sc procedează ca pentru  testul z*, legea de repartiţie  t înlocuind legea normală 
N  (0,1), iar abaterea standard a din statistica z fiind înlocuită prin s. 
Observaţii
1. T.t. este pu ţin  afectat de o depărtare modestă fa ţă  de norm alitate, adică 
este test robust*.
2. P en tru  diferitele i.a. I11 ale i.n. H0 regiunile critice sin t date  în tab . 65, 
unde :

este a-cuantila  b ilaterală a legii l cu (n — 1) g.l., adică

P  (1*1 >  =  a  >
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ta n_ l  este a-cuantila superioară a legii t cu (n —1) g.I., adică

P(1>,z;H-l)  =  *

?* f a ; n ~  1 =  —

3. Pentru  eşantioane de volum mic extrase prin  populaţii normale, W. S. Gosset 
(cu pseudonimul Student) a stabilit rep artiţia  exactă a v.a. Z  =  ( X  —m)f s .  
U lterior, R . A. Fisher a stabilit legea v.a. l =  ( X ~ m ) l s /n  — 1 cunoscută sub 
numele de legea t*.

Tabelul ff-î

OSIIsu? | te s t sta tis tic
W, Regiunea critică

a) m ^  m0 [ / 1 >  ta/2 ; (n-i) 
sau

X  <Z m0 sj)Tnta/2; (n—i) 

X  >  m0 +  sl]fnlaf2; (n-i>

t.b . 1

b) m >  m0 t >  ta ', (n-i) 
sau

X  >  m0 +  slYrîta ; (n-i)

t.u .d r .t

c) m <  m0 t <  ^l-aî n -l ~  ~~ ta ; (n-i)
sau j

X  <  m 0 -  s /^ n ţ* ; (n-l)

t.u .s tg .i

TEST STATISTIC PRIVIND EGALITATEA A 2 MEDII. T .s. priv ind ega
lita te a  mediilor a 2 populaţii normale ¿V(mj, of), respectiv  N (m 2, o?).
Test statistic privind egalitatea a 2 medii—dispersiile cunoscute (testul z),
1. Se consideră un  eşantion de volum nv  respectiv %  din cele 2 populaţii. 
Toate observaţiile sînt independente.

2. ~  N  (m v  of), X 2 ~  N ( m 2, o f) .

3. a) H() : mt — m2 = 8 0 (t.b . j§*

H i : iti1 m3 */£ 80.

b) H 0 : ml — m2 <  80 (t.u . dr.)

: nîj mg >  S0.

c) H0 : m1 — §0 (t.u . stg.)
IIx : m1—m2 <  S0
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4 . x =  0.05, de exem p lu

5 . A'i ~  -V (nij, c^/nj) m ed ia  de selecţie a primului eşantion.

X» -~A'ţ»J2, cs//!2) m edia de selecţie a celui de al doilea eşantion.

X i , X 2 v.a. independente.

Se calculează :

E  ( — — =  8 , (valoare specificată)

Var (X 1- Ă 2) =  o f /n » *  0 |/ n 2.

Statistica :

X 2—X  2 (uîj m2)

este o v .a . ~  A7(0,1) cln d  i.n . f /0 este adevărată.
6. P en tru  diferitele i.a . a le  i .n .K 0 : m t  — m 2 =  80, in tab . 66 sint trecute 'regiu- 
nile critice.

Tabelul 6 6

i.n . J / ,  : m 1 — m 2 =  80 tes t statistic
i.a. f / j Regiunea critică

a) m i — m2 ^  8. | z | >  Za/2 

sau

•Xj—X a < S 0 — za/2* Var (X j X 2), 
X ”! —X a!> $0 -f- z&j2*Var (X j — X 2)

t.b .

b) m , —m2>  8„ s >  Za 

sau

X j - X s>  8» +  z « -Var (X t - X 2)

t.u .d r.

c) mj — m2 <  8„ z < Z j-«

sau

X 2—X ]  <  8„ +  zi - a  Var- ( X j —X 2)  =  

—  8 . — Z a-V arţX j -  X , )

t.u .s tg .

Funcţia putere sub i.a.Jîj este :

a) *  (W ,« ,)= ®  f - z « f t +  ------ )  +  ® ( -
V V ar ( X 1- X î ) )  \ Var ( ? !  -  j ? 2) I
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*1 \
V ar(X j — X Z)J

S ,- S i  \
V a r ^ - X . , )  )

Exemple
a) Masa cărnii am balate în pachete a 1000 gr de m aşina M v  rcspectviv M 2 
este o v.a. X v  respectiv A"2 de abatere medie p ătra tică  3 g, respectiv 4 g. Se 
presupune X 1 ~  X (m u  9), respectiv X2 ~  X (m z, 16). (G. Ciucu, ş.a., Stat. 
mat. şi cerc. oper, E d. did şi ped.. Bucureşti, 1974)
Presupunem că în urma cîntăririi a 100 pachete de carne din producţia fiecărei 
maşini s-au obţinut mediile

X j =  1007 g, respectiv X„  =  1002 g.

b) S1) =  < D ^ 1.a +

c) 7r(ţ+,S1) =  ® ^ : 1_a +

Să verificăm i.n.

fa ţă  de i.a.

H0 : rnx =  m2

/ / ,  : nij #  m .

Se alege p.s. al t.s. a. =  0,01. S tatistica

------ 5 - - - i o
f  a f/nx+ a |/n2 ^9/100+16/100

este o v.a. ~  N  (0,1) cînd i.n. H 0 este adevărată.
Deoarece sta tistica  z este sem nificativă :

i r | =  10> 20i005 =  2,5 / ,

se respinge i.n. H 0 cu p.s. de a =  0,01.

b) Se verifică ipoteza că mediile repartiţiilo r v.a. ce dau sum a calificativelor 
acordate studenţilor a două serii paralele ale aceluiaşi an  de studiu  diferă prin
tr-o  constantă dată.
Pentru_cei 75 (80) studenţi ai seriei 1 (2) ai unui an de studiu se obţine X 1 =  
=  43 (X 2 =  40). Studenţii celor două serii stnt ascultaţi de aceleaşi cadre didac
tice, dispersiile fiind 100, respectiv 40. La un p.s. a  =  0,01, se verifică

i.n. H0 : my — m, =  2 ; i.a. H l : — m2 >  2.
Deoarece

X 1- X 2 =  3 < S 0+ c 001 V a r ţX x -X j)  =  2 +  (2,33)-(1,3) =  5 

se acceptă i.n. H 0.
Test statistic privind egalitatea a 2 inedii- dispersiile 07, a |  necunoscute (testul t)

al =  a2 (necunoscute) (— a 2).
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1. Se consideră un eşantion de volum nv  respectiv n.-, din cele 2 populaţii

(An> • ■ -Y„[I). respectiv  (A’IS, . . X n2

io a te  observaţiile sint independente.

2. -Yj ~  A' (mv  c , ) ; A", ~  X (m 2, ap .

3. a) H t  : m, — m , — 8 (t.b.t)*

IIL : mx — m2 ^  8

b) 1I0 : mx -  m , <  8 ( t.u .d r.1)*

IIX : n?j — m2 >  §

c) //„  : m j - m j  >  § (t.u . stg. /)*

I I i : n ij—m2 <  S.

■1. a =  0,05, de exemplu,
o. S tatistica

t __ (X x—X 2) — (m1 — m2) "jy'' rij/i, (rij-i-n2— 2)

] / ( « ! - I ) s 2 + (n 2- l ) s i  (/ n j+ n 2

este o v.a. ~  cind i.n. H 0 este adevăra tă :
X v  X 2 sint mediile de selecţie* ale prim ului, respectiv ale celui de al doilea 
eşantion ;
sp  s |  sint estima (iile nedeplasate* ale Iui ap  respectiv a |  — dispersiilor popu la 
ţiilor din care sin t extrase cele două eşantioane.
6. P en tru  diferite i.a. 11 x ale i.n. II0 in tab. 68 silit trecute regiunile critice.

T a b e lu l  6 $

i.n. II0 : TUj — /77a =  â

i.a. I I t Regiunea critică

a) in, — m2 8 1*1 >  *»,+ «2-2;a/a

b) ni, — in, >  S  ̂ ^», + «2-2; a

c) m x — m2 <  S * 2; 1 — a =  ~  *»i + « j-2 ; a

Exemplu
a) D atele din tabelul de mai jos reprezintă -Y1(A'2), nivelul colesterolului 
(mg/100 ml) pen tru  două eşantioane de volum n , =  7 masculi, respectiv
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nt =  6 femele din două populaţii de animale (J . H . Pollard, Sum erieni and 
Stat. Tech., Cambridge Univ. Press, 1977).

Masculi (A'j) Femele (A"2)

226,5 221,5
224,1 230,2
218,6 223,4
220,1 224,3
228,8 230,8
229,6 223,8
222, 5

Să verificăm ipoteza că nivelul mediu (concentraţia medie) a colesterolului 
este aceeaşi pen tru  masculi şi femele, adică i.n.

H0 : nij =  n;3,

fa ţă  de i.a.

7 / j : nij^s m2.

Se alege p.s. a  =  0,05.
Se calculează

X 1 =  224,304 

X 2 =  225,667 

sj =  17,765 

s |  =  14,951

Din aplicarea testului lui Barlett* rezultă că se acceptă ipoteza cu privire la 
egalitatea dispersiilor.
S tatistica testului (t.b.i)

(224,314 -  225,667) /  7-6-11

1^6-17,765 +  5-14,951 \  13

Deoarece valoarea statisticii t nu este sem nificativă:

UI — 0,599 <  i = 2) ;0,025 — 2,-01,

se acceptă i.n. cu p.s. a  =  0,05, conform căreia concentraţia medie a coles 
terolului pentru masculi şi femele este aceeaşi.
c) Pentru două loturi de nt =  23, respectiv n2 =  23 televizoare se măsoară 
X v  respectiv X , — sensibilitatea lim itată  de amplitificare (m ăsurată in p,Y)
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pe canalul 1, respectiv canalul 2 (televizor tip  ,,M iraj'’) (E. U rsianu, Verifi
carea ipotezelor statistice, P reprint, Centrul de S tat. Matern., 1973).

Canalul 1 ; Canalul 2
-Vi : x ,

30 24
2.5 19
22 18
35 38
60 44
30 24
28 30
40 39
22 15
27 34
40 25
50 42
10 20
20 26
32 30
30 19
16 20
12 19
25 30
12 15
21 12
19 18
27 20

Se verifică ipoteza că sensibilitatea medie a canalului 1 este mai bună dccit 
cea a canalului 2, adică i.n.

fa jă  de i.a. 

Se calculează

H a : m1 >  m2

JIj : n7j<m 2.

X , =  27,78 
X 2 =  25,26 
s- =  136,4506 
s? =  82,8379.

Se alege p.s. al t.s. : a =  0,05 
S tatistica  testu lu i ( t .u .s tg .t) :

(27 ,78 -25 , 26) 1 [  23-23-4T
t =  -  —  . /  ------------- =  0,8223.

22-134,4506 22-82,8379 V 46

Deoarece valoarea statisticii t nu este sem nificativă:

t =  0,8223> /0,9S ;«  =  ~  *0,05:44 =  ~  1*645,
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se acceptă i.n. H0 cu p.s. * =  0,05, conform căreia canalul 1 al prim ului lot 
de televizoare are sensibilitatea mai bună decit canalul 2 al celui de al doilea lo t.o 2
oî 02 (necunoscute) (test Bchrens-Fisher).
Se procedează ca la cazul precedent.
S tatistica testului :

(A'i -  X n) -  (mi -  nu)

adică

aproxim ativ -

1/ *1 , «2 
S ’h  "r n2

^ fv sub i.n. H 0, unde
2

sl
1 c- (1 — c)2 ni
V li! -  1 iu  -  1 ’ si l ni  +  •

( 4 s i )1
V «1 n2 ) 1

f  4 Y  i  | / 4 y  i  

V nl  )  *1 -  1 \  n2 )
Exemplu
a) Se consideră un experim ent analog cu cel din cazul precedent, pe două loturi 
de ;ij =  n„ =  11 televizoare tip „ S a tu rn “ .

| A',

78 55
41 27
25 18

7 12
30 32
20 12
70 50
16 16
30 80
41 26
16 12

Se verifică i.n. II0 : m1 — m2 fa ţă  de i.a. H1: mx m2.
Se calculează:

34
X 2 =  31,81 

=  501,6 

s | =  484,96
Din aplicarea testului lui Barlett* rezultă că ipoteza cu privire la egalitatea dis
persiilor nu se verifică.

26- c .  680
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Statis tica  testului :

I = ----
(34-31 ,81)

501,6
11

484,96
11

■Se calculează :

0.232

c =  0,5084

v =  19,99, deci v =  20 g.l. 

Deoarece valoarea statisticii t nu este semnificativă :

|i j  =  0,232 <  f0i025 ; v =  20 =  2,086,

se acceptă i.n. conform căreia sensibilitatea medie pe cele 2 canale este aceeaşi. 
■Observaţii
1. Dacă 8 = 0 , l.s.c. 2 m. este un caz particular al modelului unifactorial A X O V A *  
pentru k  =  2.
2. T.s.e. 2 m. este t.s. robust* la o depărtare m oderată fa ţă  de ipoteza de nor
mali tate.
3. T.s.e.2 m. este t.s. robust* la o încălcare m oderată a ipotezei de egalitate a 
dispersiilor : c- =  a |,  cind volumele eşantioanelor nv  n2 sint aproxim ativ 
egale.
4. Dacă nj-fm , —2 >  30, se poate folosi aproximarea legii t prin legea normală. 
.5. Gînd observaţiile din cele 2 eşantioane sin t observaţii perechi se aplică 
.testul t pentru observaţii perechi *.
6. Din cauza proprietăţii de simetrie a  legii t*. în cazul 3 a) se compara valoarea 
statisticii UI cu a/2 — quantila superioară a  legii t sau cu a  — quantila bilate
rală  a legii l.
Observaţii perechi. T.s. pentru compararea a 2 populaţii bazat pe studiul dife
renţelor Uj =  X n  — X i2 corespunzătoare observaţiilor perechi (X iv  X i2), 
2 =  1, 2, . . n.
în  fiecare pereche (X ilt A',-,) factorii de variaţie ai v.a. X 1 şi A , corespunză
toare celor 2 populaţii intervin în acelaşi mod, diferenţa semnificativă a mediilor 
fiind provocată de un factor străin  a cărui acţiune vrem să o testăm .
Pentru a înlătura efectele factorilor de variaţie se consideră observaţii perechi, 
asigurindu-se ca cei doi membrii ai perechii să fie similari din toate punctele 
de vedere, cu excepţia celui pe care dorim să îl studiem.
De exemplu, intr-un experim ent ce constă în a verifica care din două tipuri 
de îngrăşăm înt (A sau B) este mai bun, in k  întreprinderi agricole se plantează 
cîte două parcele. Din fiecare întreprindere se alege la intim plare o parcelă 
pe care se aplică ingrăşăm întul de tip  A. Pe celelalte k  parcele răm ase se aplică 
îngrăşăm intul de tip  B. Dacă se compară recolta de grîu de pe cele două par
cele, diferenţa poate rezulta şi din faptul că griul s-a dezvoltat în condiţii de 
sol şi climă diferite. Asigurînd condiţii similare din punctul de vedere al solului 
şi al climei, se testează acţiunea factorului ingrăşăm înt şi se elimină factorii 
de variaţie sol şi climă prin  considerarea perechilor de observaţii de pe cele 
două parcele.

T .s . constă în a vedea dacă media celor n diferenţe observate între recoltele 
celor două loturi diferă semnificativ de zero.
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1, Se consideră un eşantion  de volum nv  respectiv n„ din cele două populaţii ;

(A'u . ,V21, . . -Yn l), respectiv (A'2], X,„, . . -Y„;)
avind mediile mv  m2 respectiv.
Fie (A';i, X i2) perechea dc ordin i şi fie n perechi de observaţii :

(A u, A'12), (A'u, A'.,) . . .  (X ni, A « ) .
2 . - 4 .  (-»• Tesf statistic privind egalii. 2 medii, dispersiile nec.)
5. S tatistica :

d - ( m i - m 2) — ——  d ~ ( m i - m 2)
f =  ...............................K"(n — 1) =  ---------------------- — -yn

y  £  &  sa

este o v.a. ~ /» _ i  sub i.n. unde

di = X a  -  A'u

Ş  ch ->
d  =  _!------ ; s?- =  l/(n  -  1) 1 ]  (dj -  d f .

n a i= l
i 6. (-> Test statistic privind egalitatea a 2 medii, dispersii nec.)

Exemplu. Următoarele date dau efectele coroziunii in diferite terenuri asupra 
conductelor de oţel acoperite şi neacoperite.

Tabelul 69

Acoperite (A',-,) 42 47 51 52 59 54 32 47 66

Neacoperite (A'i2) 40 43 50 44 57 56 44 37 70

Să vedem dacă acoperirea conductelor de oţel micşorează efectul coroziunii, 
adică i.n. H 0 : mx —m2 =  0, fa ţă  de i.a. Hx : m1—m 2 <  0.
Se alege a  =  0,01.
Se calculează :

Tabelul 70

d( =  X fi — Xi2 2 4 1 8 2 - 2 - 1 2  10 - 4

di — d 1 3 0 7 1 - 3 - 1 3  9 - 5

(di -  d f  1 9 0 49 1 9 - 1 6 9  81 25

S ta tis tica  testului (t.u. stg.f) :
t =  0,457.

Deoarece valoarea statisticii t nu este sem nificativă : ■
t =  0,457> — *0,01 ;8 =  ^0,99 ;8 =  “ 2,821,

se acceptă i.n. H0. ,

i



Tesle de semnificaiie (compararea a  două populafii)
T a b e lu l 71

Ipoteza
ulă

n l l 0

Ipoteza
alterna

tivă
Jh

Condiţii Statistica testului
Legea de 
repartiţie 
a statisticii 

testului
Regiunea critică Test

statistic

1 2 3 4 5 G 7

1.

2. m1 =  /n2

3, mi — m2

mx î> m2 
m 1 <  m2
nij #  m2

m, >  m2 
m , <  m2 
%

m 1 <  ;n2
ntj ^  m.

o2
cunoscute

necunos
cute

Oj Oo
necunos

cute

I

f  arin 14~ ^2/̂ 2 

■Xi — ^2___
(n1- l ) s f  +  (n2- l ) s l

«l +  «2“ 2

X i - i

Â /  1

' Th

l 1 A 2 2
1/  -  +  -  
1 Hj n2

AT(0,t)

t«-1

1-«
2 >
Z <  z 
I 2 1 >  Za/2

 ̂' j / n 1+ » 2—2; a  
- <'^=̂ , / k, + b2—2; a 

«a- 2 ;  a/2

/  >  'v; a
■ *- : a
UI ^ U v ;  a/2

unde v-g.l. esti
cei mai apropiat 
întreg pl. va
loarea

+

v =  -  2 j-
(.si/iir |-.S2/n2)2

O l/«i)a (s |/n2)2I------  ------
«1 +  1 «2-1-1

t.s.u.dr.z
t.s.u.stg.z
t.s.b.zj

t.s.u .dr./
t.s.u.stg.z
t.S.l)./

t.s.u.dr.z
t.s.u.stg.z
t.s.b.Z

Tabelul 71 (continuare)

5 6 7

t n - \ 1 -> ^i - l ; a 

1 *1 >  1«-1 ; a/ 2

t.s.u.dr.z
t.s.u.stg.z
t.s.b.Z

F «i—1,«2—1

*'«; 1 ix—1, «0 - 1

^ a /2 j «j;—1, «2—1
(«î >  S22)

sau
^ T*'> ^a/2; «2—l, 1

C s i< s i)

t.S.u.dr.F
t.s .b .F

Ar(0,l) z ^  z <x t.s.u.dr.z

" <  ZJ - a  — —-a t.s.u.stg.z

l z ! >  za/2 t.s.b.z

1. m1 — m2

r 2 2O. O l=  02

6. p , = p 2

mx >  m2 
rrij <  m2
m \ ^  m..

2 . 2oi >  o2

2 , 2 01 ¥= 02

Observaţii
perechi

Statistica 
testului 
bilateral F  
arc la nu
m ărător 
cea mai 
mare 
dintre 2 2 si, S2-

Pi >  Pi 

Pi <  Pi 

Pi îh Pi

d y  n

să
d i ~  l . i  — Aja ; d  - (Li//)/n

i
s^ - = l / ( n ~ l ) v  ( r f j - d ,2

i
,, 2 ,2  F  =  S1/S2

x l ln1- x 2ln2

r x j n 1( l—x 1ln1) x2/n2( l—x j n 2) 

n , n.

Corecţia de continuitate — 
valoarea lui z se micşo
rează dacă se înlocuieşte s  
prin a r1/2 sau s+1̂ 2

404 
j 
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Test neparainetric Alann-Wliitney-tVHcoxon. T.s. pentru  verificarea egali
tă ţii in tre 2 medii, cind ipotezele fundam entale necesare pentru  t.s .i nu sînt 
respectate (de exemplu, cele 2 populaţii nu sîn t normale).
Se mai foloseşte atunci cind datele sînt sub formă de ranguri ale unor statistici 
de ordine *.
Se verifică i.n. conform căreia cele două populaţii — din care provin cşantioa- 
nele cercetate — sînt identice :
1. Fie 2 eşantioane de volum iij, respectiv n2 din cele 2 populaţii şi rangurile lor 
{ri}}> j  — 2 ) i =  1, . . . ,  nv  respectiv i =  1, . . ., n2. Datele de observaţie 
(*n> . . . ,  X n j, A'J2, . .  . ,  X n 2)

1 2

Eşantion 1. 
volum n2

Eşantion 2 
volum n2

O bservaţia R angul Observaţia Rangul

A n Di *12 *12

a 21 r21 *22 f22

X nii r %i * » 22 r«22

se consideră ca un singur eşantion de volum n =  n t +  n2. Se ordonează de la 
1 la n, adică se consideră statisticile de ordine :

y <i > ^ (2) ■ • • r<»)-
2. Toate observaţiile sint independente şi observaţiile din interiorul unui eşan
tion  provin din aceeaşi populaţie.
3. H 0 : cele două populaţii sînt identice.
H1 : cele două populaţii nu sint identice.
4. a  =  0,05, de exemplu :
5. S tatistica t.n . ili.W.W. :
Eşantioane de volum mic

Vii =  + ni(”i +  1)

unde

1V2 =  n2n2 na(n* + l ) E ,

YF =  max (YF1; W2) (statistica Mann-Whitney),

E i =  Di  
i= l

E 2 =  J] r j2
t = l

(statistica Wilcoxon)
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Statistica IV este o v.a. ~  legea M ann-W hitney * de param etrii
n l ’ n 2'
Tabele cu a-cuantilele unila terale , wa respectiv a/2-cuantilele bilaterale 
w^l2 ale legii Mann-W hitney sint date in .1. H. Pollard, Numerical and Stat. 
Tech., Cambridge Univ. Press, 1977.
Eşantioane de volum mare

T î n 1 ) \
— - — , ------ — -----------I, (fig. 115).

Pentru nv  co, statistica :

Z  =
W  - »1»2

2

y  nlni!(n1+  n2 +  1)

este v.a. ~  N  (0,1); za/2, za sîn t a/2, a-cuantilele bilaterală şi superioară iV(0,l) 
(fig. 116).

.t "
6. Regiunea critică :
i) I W| >  „i>Bj (t.b.) 
sau W> wa . ni',H (t.u .dr.)
ii) |Z | >  za/î (t.b.) 
sau

Z >  :a (t.u .dr.)

Exemple. (-> Test stat. privind egalii. 2 medii, disp. nec.*., Ex.) 
i) Se ordonează (în ordine descrescătoare) observaţiile.
Se alege p.s. a =  0,05.
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Se calculează :

=  54 
Ii2 =  37

lVj =  16

IV, =  26,
deci :

IV =  m ax (Wj, W2) =  26.

Valoarea slalisticii nu este sem nificativă : VV =  2 6< 36  =  wo,02S-7,6(~  0,025 — 
cuantila bilaterală a legii Mann-'Whitney de param etri nd =  7, n3 =  6), 
valoare ob ţinu tă  prin interpolare.
Se acceptă i.n.H 0 conform căreia mediile sîn t aceleaşi.
ii) O peratorul A(B) face n1 =  14 (n2 =  11) m ăsurători asupra unui obiect 
oarecare. Să verificăm dacă rezultatele obţinute de aceşti doi operatori diferă 
semnificativ. N otăm  m ăsurătorile făcute de operatorul .4 prin (A ',],. . , ,X n j) ,
iar ale operatorului B, prin  (-V32, -V22, . .  X n 2). Dacă contopim m ăsurătorile 
şi considerăm statisticile de ordine :

1 ( l)>  Y ( i ) ’ • • • >  '  ( I t j + H j )

corespunzătoare, găsim că suma rangurilor statisticilor VU), avind drept ele
mente măsurătorile operatorului A , este :

B x =  193.

Se alege p.s. y. =  0,01. 
Se calculează :

Media : 5/(lV) = nin2

n . n . , ( n .  +  n ,  +  1 )  , , ----------------------

D ispersia: Var (IV) =  -  1 ~------ - =  333,66; KVar IV = 18 ,2 .

Statistica Mann-Whitney-Wilcoxon are valoarea :

IV =  14 11 — 193
14(14 +  1)
--------------------  66.

2

6 6 -7 7
Statistica testului Z =  ----------- =  — 0,6.

18-2
Deoarece statistica Z =  —0,6 nu este sem nificativă: |Z | =  0 ,6<2 ,57  = : 0,025r 
se acceptă i.n. conform căreia cei doi operatori au aceeaşi indeminare.
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Obsérvala
1. T.n. M -W -W . a fost modificat sau extins pentru cazul mai m ultor eşan
tioane de volume egale de către Colin, KrusKal şi Wallis, precum şi de Sved 
şi K isenhart.
12. Mai general, se poate testa  ipoteza că cşanlioancle provin din aceleaşi 
populaţii identice, cu excepţia mediilor lor, eventual.
Cu alte cuvinte, se verifică :

fa ţă  de :

sau

i.n. //„  : — ni¡ =  8 (constantă specificată)

i.a. f f , : mj — m2 #  8 (t.b.)

i.a. II t : m l — m2 >  8 (t.u.dr.)

Se scade valoarea 8 din fiecare observaţie, se ordonează, se determină rangurile 
observaţiilor şi se procedează ca in cazul tr a ta t  anterior.
3. T .n .M .-W .-W . nu se foloseşte pentru  obscrvaţii-perccbi.
4. în cazul in care sin t îndeplinite condiţiile din cadrul testului privind egalitatea 
<t două medii, dispersiile ,o | necunoscute*, se recomandă aplicarea testului t* 
care este mai puternic decit t.n. M .-W .-W .
TEST STATISTIC PRIVIND EGALITATEA A k MEDII. T.s. privind ega
litatea mediilor a k  legi normale N  (mv  a"), . . . ,  A'(mt , a2) avind dispersiile 
egale, adică t.s. de omogenitate a mediilor mv  . . . .  mk :

i.n. H 0 : nij =  . . .  =  mk

fa ţă  de i.a.
Hi : m { m p  V j  6  {1, . . . ,  k).

T.s.e.kni. se bazează pe raportu l d in tre estim aţia dispersiei mediilor a i; eşan
tioane independente din k  populaţii normale A'(mp o2), i =  1., . . .,  k  avind 
aceeaşi dispersie a", dispersia intre eşantioane sau intre grupe (clase) — şi 
estim aţia dispersiei in interiorul eşantioanelor (grupelor), dispersia reziduală. 
(—> Model unijlaciorial AA'OV',4.)
TEST DE SEMNIFICAŢIE PENTRU DISPERSIE. T.s. privind egalitatea 
dispersiei o2 a junei populaţii normale — estim ată pe baza unui eşantion de 
volum n — cu -o valoare specificată o2.
1. Fie (.Vj. . . ., A"„) un eşantion clc volum n.
Observaţiile sint independente şi provin dintr-o populaţie normală A'(m, o2'
2. V. a. X  ~ .'X  (m, g~).

-j. a) JIq : c  ~  Gq ( c j  — valoare fixată) (t.b .j

Uy-. a- c f  - ' '

b) / / 0 • o- Oq 
U-L-.es->'a l

(t.u .dr.)

c) JIq : g~ ^  Oq

U i -■ o2 <  ci-

(t.u.stg.)



4. a  =  0,05, dc exemplu.

5. Se calculează
n

2 i=ls2 =  —---------------- .
71-1

Statistica

2 _  <n ~ 1)s2 X 2
O0

este o v.a. ~  X2,,_x> cind im. H q este adevărată.
6. P en tru  diferitele i.a. H1 ale i.n . H 0 in tab . 72 sîn t trecute regiunile critice.

Tabelul 72

410

i.n.H„ :o2 —co Test
statistic

i.a ,H1 Regiunea critică

a) o2 o 2 (n -  1 ) s2/o 2 >  x l t 2 ; ( « - 1 ) sau (n ~  1 ) s2/ao <  

.  2
^ X l-a /2 ; (»- I)

t.b.

b) c 2 >  o 2 ( n -  l)s2/a 2 >  Xa ;(„ - ! ) t.u.dr.

c) o2 <  0 5 (n — l)s2/o 2  <  X j _ o; (n_j) t.u.stg.

Observaţii
1. T .s. este afectat de o depărtare fa ţă  de norm alitate, adică nu este t.s. robust. 
îna in te  de aplicarea t.s. d. este necesară verificarea normalităţii *.
Exem plu
a) Se consideră un eşantion de volum n =  30 arbori, care in tră  in componenţa 
dem arorului D ,, prelucraţi pe o m aşină de rectificat, cărora li se m ăsoară dia
m etrul, X (, i =  1 , . . . ,  30.
Să verificăm dacă abaterea standard  a  diam etrelor este de 0,064 mm, adică

fa ţă  de
i.n. H0 ; a2 = 0 5  =  0,004096

i.a. 11̂  : a2 #  a 2 =  0,004096.

Se alege p .s. a =  0,05.
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Se calculează

Statistica

X  =  15,96 mm 

s2 =  0,0017.

„ ( « -  1)*“ 
=  -------—

oo
12,3

este o v.a. ~  xfg c’nd ' n - H 0 este adevărată. 
Deoarece sta tistica  y_- nu este sem nificativă :

X“ 12,3 <Xo,025;29 ~  45,72^ 

se acceptă i.n. JI0 cu p.s. a  =  0,05.
h) Tim pul mediu de producere a unei reacţii chimice este dc 4,01 secunde şi 
abaterea standard  este s — 0,07 secunde.
Se consideră un eşantion dc volum n — 11 privind tim pii de reacţie :

i 1 2 3  4 5  6 7  8 9 10 11

X i 4,21 4 ,03 3,99 4 ,05  3 ,89  3 ,98 4,01 3,92 4 ,23 3 ,85 4 ,20

Să verificăm i.n. 

fa ţă  de i.a. :

Se alege p.s. oc =  0,05. 
Se calculează

S tatistica

X2 =

//„  : o2 <  0,0049 

H x : o2 >  0,0049.

X  =  4,033 
s2 =  0,017.

( n -  l)s2 10. 0,0170 
a l ~  0,0049

Deoarece sta tistica  y 3 este (mult) sem nificativă :

X" =  34,1 >  Xo,0 5 ;1 0  =  18,31, 

sc respinge i.n. //„  cu p.s. a  =  0,05.
Funcţia putere sub i.a. H1 : a1 ~  0,02, de exem plu, arc valoarea :

tt(IV, a3) =  P  x î0 >
(**

18,31 0,0049 
0 0 2

0,906,
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ll
ţin ind scama că 1 ,/c- ( - '¡ — -V)2 ~  '/.n—i =  Z i0 cind c " =  °o cste a^ ev*irata

i = i
dispersie.
TEST STATISTIC I’RIVIXD EGALITATEA A D O IÂ  DISPERSII. T.s.
privind egalitatea dispersiilor a două populaţii normale X(m 1. Oj), respectiv 
N (nu, o |)  din care se consideră două eşantioane.
Testul F a l lui Snedeeor —Fisher
1 .—2. (-> Test stat. privind cţjalit. 2 medii, dispersii necun.)

3. a) //„  : a l =  of (t.b .F )

I I x  : o | ¥= o |
b) H0 : a l  <  o | (t.u .d r.F )

I i i  : o j >  o |

c) I i 0 : o f  >  o | (t.u.slg.F)

-• a* <  of
4. a  =  0,05, de exemplu.
5. S tatistica :

9
,„ sl / _ iT — ---- ;

of /
este o v.a. r~ F V sub i.n. H0, unde =  / ¡ i - l  ş 1<NII<N

6. Pentru  diferite i.a. ale i.n. 7/0 in tab . 73 sint trecute regiunile critice :

Tabelul 73

H0 : o f = o | test
statistic

«i Regiunea critică

a) o ? *  o f
o

smax
.2 >  «/2;«!— Ir «2- l  
x( 2)

t.b.

b) CTJ> Oo
,Cmax------> F.2 ra; «1- 1, «2-1  *1(2) .

t.u .dr.

c) a|<o2
smar. > F2 ^ * a; «o-l, fij-l sl(2> t.u.stg.
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s L x = m a* ( 4  *P>

r ct/2;v ,,v , cste a/2-cuantila superioară a legii F  ( =  a-cuantila bilaterală a
legii F),

F a . v,, v, cslc a-cuantila superioară a legii F.
Exemple
a) Se consideră datele experim entale de la Exemplu c), Test stat. privind  
egalii. 2 medii, dispersiile o |, o |  necunoscute*.
Statistica testului :

F =  s2 /s | =1,62305,

Deoarece valoarea statisticii F  nu este sem nificativă :

F  =  1,62305 <  /-Q Q25 . 22,22 =  2,05.

se acceptă i.n .II0 cu p.s. a  =  0,05.
c) Pe două strunguri se prelucrează aceeaşi piesă, variabila sub cercetare fiind 
diam etrul piesei respective. Din producţia primului (celui de al doilea) strung 
se extrage un  eşantion de volum 16 (11). Să verificăm i.n. II0 : a f oŞ fa ţă  
de i.a.

Se calculează
I i i  : of <  of.

S tatistica :
s |  =  20.

F  =
25
2CT

1,25.

Deoarece statistica F  nu este sem nificativă :

b =  1,25 <  b 0,o5;io,l5 ~  2<ă4,

se acceptă i.n. LI0 cu p.s. a  =  0.05.
Observaţii
1) în  cazul a), t.b .F . dacă statistica /•' are valoarea mai mare decit 1, se alege 

=  rij — 1 şi v , =  «o — 1 ; dacă statistica F  are valoare mai mică decit 1, se
foloseşte inversa acestei valori, iuiiid v, =  n2 —1 şi v2 =  nj — 1. (—* Legea F).
2) Mai general, pot li verificate ipotezele statistice de forma : 
a') i.n. I l0 : „ f =  Laţ, k  -  constantă specificată

i.a. / / t : a |  #  Laţ.
Se procedează ca in cazul a) Înlocuind a? =  kar, în expresia slatisticii F. 

b ') i.n. IJ0 : a |  <  kaţ-

i.a. / / x : aţ > ka ”.
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Se procedează ca in cazul b) înlocuind <5? =  A'c| in expresia statisticii F . 
Testul Z al lui Fisher. T.s. Z  este un caz particular al t.s. F  precedent introdus 
de R. Fisher şi bazat pe legea v.a. Z  a lui Fisher :

1
o In O

s2

TEST STATISTIC PRIVIND EGALITATEA A k DISPERSII (k >  2).
T.s. privind egalitatea dispersiilor a k  populaţii normale X (m v  c p , . . .

N(mi;. a p ,  indiferent dacă mediile m-t, i =  1, k sint egale sau nu, 
adică t.s. de omogenitate a k  dispersii : c?, . . ., c p  estim ate pe baza a k  eşan
tioane din populaţiile normale respective.
Textul lui Bartlett. T.s. pen tru  omogenitatea dispersiilor.
1. Se consideră k  eşantioane de volume : nv  . . ., nt  din k  populaţii normale 
A'(ntj, cp), . . . ,  X (m k, c p ,  respectiv :

eşantionul 1 
(volumul nL)

eşantionul 2 • • ■ • eşantionul k 
(volum ul n2) (volumul n t)

Xls XiK

x22 v, t

x n  t  x n  2 x n , . k1 2 t-

T oate observaţiile sin t independente.

2. ~  iV (m „ c f ) ,  . . . .  A 't  ~  X  (m *, a p .

2 2
3 .  i . n .  I i a : a \  =  . . .  =  o £

i.a. 1IX: o | ap V i, j  e  {1, . . . . ,  k), i #  j  (dispersiile nu sint toate egale)
4. a  =  0,05, de exemplu.
5. Se calculează mediile şi dispersiile de selecţie* ale celor k eşantioane : Xj, 
si sr, i =  1, . . ., k, adică :‘ i

1 **
x i*  =  — ' Y .  x iP  1 <  1 <  k  

n * &

j=  l
1



precum şi
\ K _

s2 =  --------- (ni “  1)*« =  s s e(-* Model unifaelorial ANO  VA)*
n ~  k  i= l

k
«■ =  5 j  Tli

1=1

C =  1 +
1

3  -  1 )

Statistica :

1
k

S  («i -  i )1 = 1

1 r h k
x |  =  — T K  -  1) In S2 -  £  («i -  !)  ln s<

L i= i t= i
sau

2 306 f  * *
X» =  S  (nî ~  1) loS s2 “  S  ('*« '“ loS s2i

c  L i= i ¿=1

este o v .a. ~  x |_ i  c*nd i-n - #o  este adevărată.
6. Regiunea critică este :

% B  ^  ^ C a ;  k — 1 ’

unde Xx- tt_ i cste «-cuantila superioară a legii yj1 cu (A — t)  g.l.
Exemplu. Pentru  alcătuirea unor planuri de control sta tistic  de recepţie pentru 
fire tip  relon s-a stud ia t stab ilita tea  procesului tehnologic rela tiv  la caracte
ristica de calitate „alungire” a produsului respectiv, adică se verifică ipoteza 
sta tistică  de omogenitate a dispersiilor eşantioanelor culese pe o perioadă de 
11 luni, fiecare eşantion avînd volumul nj, i =  1, . . 1 1 .
Se calculează :

Nr. Vi
( « l - l ) «î s i

i 151 6,8306 2,61
2 159 7,3437 2 ,70
3 159 8,9359 2,98
4 159 7,4673 2,73
5 151 6,5592 2,56
6 159 7,9302 2,81
7 127 6,4025 2 .53
8 103 8,5293 2 ,92
9 167 6,9790 2 ,64

10 119 6,1055 2 ,47
11 103 9,4061 3,06
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unde :
ll ll

v — £  v* — S  (n* ~  =  1357;
t = l  t = i

11 i
y .  —  =  0,080081 ;
i t l  vi

ll
v In s! =  2,009193 ; V  v, In sj =  3115,496553.

C =  1,0029

Valoarea statisticii Xb  =  13,165788 nu este sem nificativă :

Xu — 13,165788 <  Xo.os; io — 13>3'

se acceptă i.n. cu p.s. a  =  0,05, adică dispersiile sînt omogene. Aşadar, se poate 
trage concluzia că procesul tehnologic este stabil pentru această caracteristică.
Observaţii.
1. Verificarea egalităţii dispersiilor perm ite estim area dispersiilor teoretice 
prin  valoarea lor comună, adică estim aţia abaterii standard teoretice este :

H

151 • 6,8306 -r  • • • -t- 103 • 9,4001 

151 +  . . .  -r  130
2,73.

2. T. B . este un tes t aproxim ativ.
3. P en tru  k  — 2 sc foloseşte leşini exacţi'.
4. Cînd i.a. J /j este adevărată, valoarea statisticii F  este foarte m arc. Valoarea 
statisticii F  este mică atunci cind dispersiile dc selecţie, sînt aproxim ativ egale
5. Mai general, pot fi verificate ipotezele statistice de forma i.n ,H0 : cr2 =  C o | 
a |  —-a |  — • • • =  c |,  unde C =  constantă. în  t.B . de mai sus se înlocuieşte 
s j  prin  sj/C.
6. T .B , esic afectat de nerespcctarea ipotezei fundam entale privind norm ali- 
ta tea . adică nu este t.s. robust.
înain te de aplicare t.B . este necesară verificarea normalilăţii datelor eşantio
nului.
Testul lui H a rtle j. T.s. pentru  omogenitatea dispersiilor In cazul in care avem 
deSa face cu eşantioane d e  acelaşi volum. T . H . este bazat pe raportu l d in tre 
estim aţia  dispersiei cea mai marc şi cea mai mică.
1.‘—5. (—>■ Testul lui Bartlett) cu condiţia

nx — n , — . . .  -  n* =  n.

6. S tatistica  t.I l.  este :

s'<n ax
1 max 2 ’5mm

unde s2 ţs2 . ) este cea m ai marc (mică) dispersie estim ata pe baza datelor, max v mm
eşanlioanclor respective;
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Statistica  t.H  este o \ .a . ~  F j - c i n d  ¡ n jj  cs(e adevărată. 
Regiunea critică a t.H . este :

^ max >  ̂ '¡i!ax; a ; f , v >

unde i max . a . v este x-cuantila superioară a legii Fm&x tabelate de H . O. 
H artley pentru  a  =  0.05 şi a  =  0,01 cu k ş i v  =  n —1 g.I. şi date in tab . 74. 
Observaţie. Tabela valorilor aproxim ative ale a-cuantilelor superioare ale 
legii F  au fost întocmite ţin înd seama că •

m ax
V a. In sf ~  *V(ln <r, 2 / ( v - l ) )  (ap rox im ativ );

In
e"°max
Tismm

In s 2 max In s2 . mm

adică am plitudinea logaritmilor naturali ai estim aţiilor dispersiilor s?, 

Aşadar, quantiielc aproxim ative ale legii F  se calculează precum quantilcle
m ax

v.a. am plitudinea unui eşantion dintr-o populaţie normală N(m, o2).
Exemplu. Pentru cele 12 canale ale televizorului Saturn se măsoară caracte
ristica de calitate X  — sensibilitatea lim itată de amplificare (m ăsurată în 
p  V) pentru  12 eşantioane form ate din cîte 11 aparate, adică nx =  . . .  =  n12 =
=  11 aparate :

Eşantionul 1 Eşantionul 2 Eşantionul 12

78 55 56
41 27 . .'. , 30
25

16 12 18

Se calculează

a-,, =  3,4 s°- =  501,60 x , ,  = .33.09 s |  =  263,49 x», =  29,45 =  335,47

a-2„ =  31,81 s\ =  484,90 .rc* =  25.54 s |  ~  213,67 xI0, . =  26,09 sf0 =  448,09

x , ,  =  31,54 s |  =  361,47 x7* =  25 sŞ =  227,80 i u ,  =  27,63

x i t  =  30.27 =  310,01 r , ,  =  26,90 s2 =  220.09 x12t =  25,45 sf„

Se observă că :
O

Smax s2 =  501,60 k  =  12 

n =  11

481,25

248,27.

smin — sfl ‘— 218.67 v =  1 1 -1  =  10-

Se alege p.s. al l.II. a  =  0,05. de exemplu.

27 — c. 680
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0,05-cuantiIele superioare ale leaii v.a, s2 /s2 . = F  cu k, v e.l.°  max' min max '  ®

Tabelul H  £

V . k

V
2 3 4 5 6 7 8 9 10

2 30,0 87,5 142 202 260 333 403 475 550
3 15,4 27,8 39,2 50,7 62,0 72,9 83,5 93,9 104
i 9,60 15,5 20,6 25,2 29,5 33,6 37,5 41,1 14,6
5 7,15 10,8 13,7 16,3 18,7 20,8 22,9 24,7 26,5

0 5,82 8,3S 10,4 12,1 13,7 15,0 16,3 17,5 18,6
7 4.99 6,94 8 ,44 9,70 10,8 14,8 12,7 13,5 14,3
S 4,43 6,00 8 ,18 8,12 9,03 9,78 10,5 11,1 11,7
9 4,03 5,34 6,31 7,11 7,80 8,41 8,95 9,15 9,91

10 3,72 4,85 5,67 6,34 6,92 7,42 7,87 8,28 8,66

12 3,28 4,16 4,79 5,30 5,72 6,09 6,42 6,72 7,00
15 2,86 3,54 4,01 4,37 4,68 4,95 5,19 5,40 5,59
20 2,46 2,9-5 3,29 3,54 3,76 3,94 4,10 4,24 4,37
30 2,07 2 ,40 2,61 2,78 2,91 3,02 3,12 3,21 3,29
60 1,67 1,85 1,96 2,04 2,11 2,17 2,22 2 ,26 2,30
oo 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

0,01-cuanlilelc superioare ale legii v.a. s ^ ax/s^,ln = r , ri, i  cu *■’» v S-1-

V  y

À
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

2 199 44-8 729 1036 1362 1705 2063 2432 2813 3204 3605

3 47,5 85 120 151 184 21(0) 24(9) 28(1) 31(0) 33(7) 36(1)

4 23,2 37 49 59 69 79 89 97 106 113 120

5 14,9 22 28 *î°» 3S 42 46 50 54 57 60

6 11,1 15,5 19,1 22 25 27 30 32 34 36 87

7 8,89 12,1 14,5 16,5 18,4 20 22 23 24 26 27

8 7,50 9 ,9 11,7 13,2 14,5 15,8 16,9 17,9 18,9 19,8 21

9 6.54 8 ,5 9 ,9 11,1 12,1 13,1 13,9 14,7 15,3 16,0 16,6

10 5,85 7,4 8, G 9,6 10,4 11,1 11,8 12,4 12,9 13,4 13,9

12 4,91 6,1 6 ,9 7,6 8,2 8,7 9,1 9 ,5 9 ,9 10,2 10,6

15 4,07 4 ,9 5 ,5 6,0 6,4 6,7 7,1 7,3 7,5 7,8 8 ,0

20 3,32 3,8 4 ,3 4 ,6 4 ,9 5,1 5 ,3 5 ,5 5 ,6 5,8 5,6

30 2,63 3 ,0 3 ,3 3 ,4 3 ,6 3 ,7 3,8 3 ,9 4 ,0 4,1 4 ,2

00 1,96 2 ,2 2 ,3 2,4 2 ,4 2 ,5 2 ,5 2 ,6 2 ,6 2 ,7 2,7

oo 1,00 1 .0 1 .0 1 .0 1,0 1 .0 1 ,0 1 ,0 1 ,0 1 ,0 1,0

Surs» ; Handbook of TaUtS for Probability and Statistics, Xhe Chemical Rubber Co, Ohio, 1668.
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Deoarece valoarea statisticii

F  =max
501,60
218,67

=  2,3

nu este semnificativă :

2 ,3 <  F,max ; 0,05 ; 12, 10 =  9,34,

se acceptă i.n. H 0 cu p.s. a  =  0,05, adică dispersiile sint omogene.
Testul lui Coeliran. T.s. privind omogenitatea dispersiilor în cazul in care avem 
de a face cu eşantioane de volume egale : n x =  . . .  =  nk =  n.
T.C. se bazează pe raportul dintre cea mai mare estimaţie a dispersiei şi suma 
estim aţlilor dispersiilor celor k  eşantioane, bazate pe n date.
1 .—5. (-> Testul lui Ihirlley.)
6. S tatistica t.C. este

Q =

Regiunea critică a t.C. este :

Q > Qx; k, v >
unde Qa ; k, v -cuantila superioară a legii v.a.Q tabelată de Coeliran pentru
a  =  0,05 şi 0,01 şi k. v =  n —1 g.l. şi sin t date de tab. 75. 
Exemplu. Pentru datele din exemplul precedent (-> Testul 
Se observă că :

lui Hartlcy.)

n
sL x  =  sî  =501,60 ; £  «* =  4101,17.

«= 1

Deoarece valoarea statisticii Q :

Q ~  0,12 Q0.05; 12-10 ~  0,2098

nu este semnificativă, se acceptă i.n. cu p .s .,2  =  0,05 p riv in d  omogenitatea 
dispersiilor b*.
TESTE DE OMOGEXEITATE GEXEHALĂ. T.s. ce perm ite compararea glo
bală a 2 sau mai multe populaţii normale, adică testarea sim ultană a egali
tă ţii mediilor, respectiv dispersiilor populaţiilor considerate.
T.o.g. se aplică pentru k eşantioane, toate de acelaşi volum n, provenind din 
k  populaţii normale pentru a vedea dacă populaţiile nu sint omogene, in sensul 
că au fie mediile diferite,\fie dispersiile diferite. T.o.g. se mai numesc şi tesle 
Lambda A'eyman- Pearson \
Testul Lambda A.
1. Se consideră k eşantioane de volume n : •

(X (1. . . . ,  X ln), i = l .........k.
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0,05-cuantil ele superioare ale legii v.a. Q  =
»-1

A *.

V  v

A
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 17 37 145 C O

2
3
4

0.9985
0.9668
0.9065

0.9750
0.8709
0.7679

0.9392
0.7977
0.0841

0.9057
0.7457
0.6287

0.8772
0.7071
0.5895

0.8534
0.6771
0.5598

0.8332
0.6530
0.5365

0.8159
0.6333
0.5175

0.8010
0.6167
0.5017

0.7880
0.6025
0.4884

0.7341
0.5466
0.4366

0.6602
0.4748
0.3720

0.5813
0.4031
0.3093

0.5000 
0.3333 
0.2500

5
6 
7

0.8412
0.7808
0.7271

0.6838
0.6161
0.5612

0.5981
0.5321
0.4800

0.5441
0.4803
0.4307

0.5005
0.4447
0.3974

0.4783
0.4184
0.3726

0.4564
0.3980
0.3535

0.4387
0.3817
0.3384

0.4241
0.3682
0.3259

0.4118
0.3568
0.3154

0.3645
0.3135
0.2756

0,3066
0.2612
0.2278

0.2513
0.2119
0.1833

0.2000
0,1667
0.1429

8
9

10

0.6798
0.6385
0.6020

0.5157
0.4775
0.4450

0.4377
0.4027
0.3733

0.3910
0.3584
0.3311

0.3595
0.3286
0.3029

0.3362
0.3067
0.2823

0.3185
0.2901
0.2666

0.3043
0.2768
0.2541

0.2926
0.2659
0.2439

0.2829
0.2568
0.2353

0.2462
0.2226
0.2032

0.2022
0.1820
0.1655

0.1610 
0.1446
0.1308

0.1250
0.1111
0 . 1 0 0 0

12
15
20

0.5410
0.4709
0.3894

0.3924
0.3346
0.2705

0.3264
0.2758
0.2205

0.2880
0.2419
0.1921

0.2024
0.2195
0.1735

0.2439
0.2034
0.1602

0.2299
0.1911
0.1501

0.2187
0.1815
0.1422

0.2098
0.1736
0.1357

0.2020
0.1671
0.1303

0.1737
0.1429
0.1108

0.1403
0.1144
0.0879

0 . 1 1 0 0

0.0889
0.0675

0.0833
0.0667
0.0500

24
30
40

0.3434
0.2929
0.1370

0.2354
0.1980
0.1576

0.1907
0.1593
0.1259

0.1656
0.1377
0.1082

0.1493
0.1237
0.0968

0.1374
0.1137
0.0887

0.1286
0.1061
0.0827

0.1216
0.1002
0.0780

0.1160
0.0958
0.0745

0.1113
0.0921
0.0713

0.0942
0.0771
0.0595

0.0743
0.0604
0.0462

0.0567
0.0457
0.0347

0.0417 
0.0333 
0.0250

60
120
a

0.1737
0.0998
0

0.1131
0.0632
0

0.0895
0.0495
0

0.0765
0.0419
0

0.0682
0.0371
0

0.0623
0.0337
0

0.0583
0.0312
0

0.0552
0.0292
0

0.0520
0.0279
0

0.0497
0.0266
0

0.0411
0.0218
0

0.0316
0.0165
0

0.0234
0 . 0 1 2 0

0

0.0163
0.0087
0

Sursa: Handbook of Tables for Probability and Statistics, Xhe Chemical Ruber Co., Ohio, 1968.
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Exemplu. P en tru  studiul omogeneităţii generale a unui proces tehnologic, 
se consideră reperele produse intr-o secţie de prelucrări mecanice prin aşchiere 
pe 10 strunguri, alese la întim plare şi se măsoară greutăţile a cite 5 piese, de 
la fiecare strung, pe parcursul unui schimb.
în condiţiile de funcţionare normale a procesului tehnologic, greutăţile pieselor 
prelucrate pe toate strungurile secţiei trebuie să fie aceleaşi.
Se verifică ipoteza conform căreia variabilitatea procesului tehnologic este 
constantă.
Se calculează X ,■ — mediile de selecţie* şi s? — eslimaţiile nedeplasate* ale dis-

k  = 10 eşantioane de cite n = 5 piese

0,68 1,05

2,05 i 3,07

1,01 = 1,01

1,37 *î = 1,22

2,70 »o
NH 3,32

precum şi 

S tatistica testului :

sl =  3,12.

3.12
=  2,55.

(0,68- 2,05 -1,01 • 1,37 . .  ,3,32)1/i»

Deoarece valoarea statistică = ' 2,55 este semnificativă :

A0 — 2,55> A0(05(10j5 —- 2,06, 
se respinge i.n. de omogeneitate generală.
Observaţii. . . : .
1) Testul A este folosit ca procedeu prelim inar de verificare a omogeneităţii
procesului. "
Valoarea sem nificativă a statisticii A0 impune verificarea i.n. privind egalitatea 
mediilor şi i.n, privind egalitatea dispersiilor. ■.
Dacă ulterior se verifică omogeneitatea dispersiilor, de exemplu, rezultă că varia
bilitatea procesului se datorează numai variaţiilor semnificative intre medii.
2) în  cazul în care nu există siguranţă prea mare că procesul se desfăşoară 
normal, adică există dubii în ceea ce priveşte legea normală a v .a. X , valoaTea 
sem nificativă a statisticii A0 poate indica nerespectarea ipotezei de norm alitate, 
mai degrabă decît neomogeneitatea mediilor şi dispersiilor.
3) Aşadar, testu l A este afectat de nerespectarea ipotezei de norm alita te , 
deci nu este t.s. robust.
T este L  N eym an-P earson . T.o.fl. introduse de J . Neyman şi K. Pearson 
în 1933.
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In  condiţiile anterioare (->• Testul Lambda A) se stabileşte Testul I , .  T.o.f. 
pentru  verificarea ipotezei conform căreia populaţiile statistice considerate au 
aceleaşi medii şi aceleaşi dispersii.
S tatistica t. La :

Tabelele cuantilelor legii L0 au fost calculate de Mahalanobis şi publicate in 
„S ankhyâ” . 1963.
Testul />!■ T.o.g. pentru verificarea ipotezei conform căreia populaţiile au ace
leaşi dispersii, oricare ar fi mediile lor.
S tatistica t.L1 :

adică media aritm etică a celor k  dispersii de selecţie, s*. i =  1, . . . .  k. 
Observaţie. In controlul statistic al calităţii*, t.o.g. sin t folosite pen tru  a ară ta  
că un  proces urm ind legea nn-mală * este sub control sau este controlabil. 
F a ţă  de fişa de control folosită în controlul sta tistic  al calităţii, t.o.g. prezintă 
un  dezavantaj, şi anume : dau numai o idee asupra variabilităţii generale a 
procesului, fără a putea preciza cauza şi fără a avea o evidenţă grafică a 
acestei variabilităţi (pentru medii, respectiv dispersii) ca in cazul fişelor de 
eontrol.
In  plus, in prezent se dispune încă de tabelari „sărace", lipsind, de exem plu, 
cuantilele corespunzătoare lui x =  0.011, valoare folosită cu ren t în controlul 
calită ţii produselor.
TESTE DE CONCORDANŢA. T .s. pentru verificarea concordanţei a jus
tării unei repartiţii teoretice pe baza datelor de observaţie ale unu i eşantion. 
T-c. se aplică pentru verificarea norm alităţii, cxponenţialităţii, caracterulu i 
Poisson, caracterul Weibull etc.
Test de concordanţă y 1 (caz parametric). T.c. pentru a stabili dacă un eşantion 
provine dintr-o populaţie cu lege specificată depinzind de s param etri necu
noscuţi, 0 ,. . . . ,  0 * care nu au valori predeterm inate şi urm ează să fie estim aţi 
pe baza datelor eşantionului considerat.
1. Se consideră un eşantion de volum n. Toate observaţiile sin t independente. 
Se alcătuieşte o tabelă de frecvenţă, prin îm părţirea valorilor eşantionului în

fc clase, în fiecare inregistrindu-se 0 , ( =  n ,) observaţii [ i =  1, £ O j  =

nnde :

unde

k

=  VT nj =  n }, astfel incit rij ^  5 : 
•= 1 /
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N um ărul de observaţii 
în clasa

1 2 ..........................A
Total

Nu m ăru l observat F( 
(frecvenţe observate) 

N um ărul estim at f t 
(frecvenţe teoretice)

Oj 0 2 ..................... Of.

«1 f2 .....................

e-i =  n Pi, i =  1...... . A.
Fiecare observaţie are probabilitatea pi <le a cădea in clasa i.
2. V. a. A -d im ersicralâ  (nJr. . .,n j)  sau (O j... .,£)»). (-» Legea multir.ominală*.)
3. H 0 : p, =  jDf<6x. 0t, . . . .  6f ), i =  1. . . . ,  k, 
adică

i70 : pi =  ef/n, i =  1, . . . ,  A

faţă  de i.a.
II. : i.n. H 0 nu este adevărată.

4. Se alege p. s. al t (stu lu i statistic  k =  0,05, de exemplu.
5. S ta tis tic a :

« h  -q-)"-
i i

adică :

X2
k

s ( " i - n P i ) 2
A

n/'f
A  A  A  —

urm ează aproxim ativ legea x* cu v =  A—s —1 g.l., unde p{ =  P((0j, . . .  , 0») 
sint estim aţiile  jrobabilităţilor teoretice p{, 04 îi'md cslimaţlffeprin metoda vero
similităţii maxime* sau prin metoda m inim ului lui yj*  ale param etrilor necu
noscuţi ©i> . . . , 0 S.
6. R egiunea critică a t.c. y 2 : 
se respinge i-n. H0 cu p.s. a  d a c ă :

X ^  Xa; k ~ s ~  l*

i) T.c. y 2 pentru verificarea normalităfii.
Se alcătuieşte un tabel astfel :
1. Valorile observate {x4} ale caracteristicii sub cercetare X  se îm part în k  
intervale (clase):

( -  oo. Xj], (x,, x2], . . . , (x * _ 2, x t _i], (x t _v  oo),
unde

Xj <  x2 <  . . .  <  Xi_j, 

care se trec in prima coloană a tabelului.
2. r i j— frecvenţele absolute ale intervalelor (claselor), adică numărul de obser
vaţii din clasa (x4_j, x f ] se trec în coloana a doua a tabelului.



428

3. în coloana a treia se trec extrem ităţile x f din dreapta intervalelor.

4. Se calculează 1 unde m2 — ----  V" (x- — x)2 şi se trec în coloana a
Km2 n »

patra  a tabelului.
~  x5. Se calculează valorile funcţiei Iui Laplace C> în punctele -----——  S1 sc trec

l mz
în coloana a cincea a tabelului.
6. Dacă i.n. este adevărată probabilităţile p (- ca o valoare observată să aparţină 
clasei i sint date de :

Pi =  P( — oo <  X  <  Xj) =  <X> 

Pi =  P  (*<-1 <  X  <  x t )

i^r)
= Va <«<*-

\  K m 2  /  V  / n > 2  /

fn i2 )
Pk  =  ?  (**_i <  X <  oo) =  1 -  O 

şi sînt trecute in coloana a şasea a tabelului, unde
X

$>(x) -- 1//27T ^ e - <!/2 di

0 ( -  x) =  1 -  0>(x).
7. în  coloana a 7-a se înregistrează produsul dintre n şi valorile p ,.
8. în  coloana a 8-a se calculează (fi, —n p t)2.
9. In coloana a 9-a se calculează (/!<—npt)*/np4.
Sumînd rezultatele acestei coloane se obţine -/2.
Exemplu. Ne propunem să verificăm norm alit atea datelor unui eşantion de 
volum n — 124 :

Tabelul 77

1,97 1,77 1,61 1,61 1,63 1,76 1,80 1,64 1,86 1,67
1,69 1,85 1,75 1,68 1,78 1,93 1,98 1,65 1,85 1,75
1,65 1,77 1,77 1,73 1,93 1,95 1,91 1,81 1,67 2,01
1,69 1,78 2,01 1,95 2,02 1,86 1,82 1,72 1,78 1,87
1,72 1,69 1,74 1,86 1,92 1,90 1,74 1,86 1,80 1,90
1,81 1,68 1,90 1,83 1,77 1,85 1,85 2,03 1,68 1,93
1,70 1,74 1,87 1,61 1,98 1,94 1,74 1,70 1,89 1,76
1,77 1,71 1,76 1,77 1,86 1,97 1,93 1,73 1,71
1,84 1,69 1,77 1,94 1,62 1,69 1,80 1,84 1,99
1,81 1,92 1.82 2 ,02 1,73 1,72 1.79 1,91 1,63
1,96 1,74 1.86 1,83 1,81 1,90 2,01 1,96 1,92
1,81 2,03 1,88 1,84 1,70 1,97 1,64 1,99 1 ,94
1,87 1,88 1,99 1,82 1,62 1,74 2,02 1,73 1,67
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care reprezintă rezistenţele in k il  a unor tronsoane de ceramică acoperite cu 
carbon.
în acest scop se Întocmeşte tab. 78.
Se calculează :

x  =  1,81 

J^m2 =  0,113.

însumind ultim a coloană a tab. 78 sc obţine :

,  (n( -  np ()2
X =  Zj ---------- --------

»= i nPi
4,11253.

Se alege p.s. al testului statistic , a  =  0,05.
Ţinînd seama că am estim at doi param etri (m şi a-) urmează că s =  2 şi cum 
k  =  9 din tabelele legii y j  se citeşte 0.05-cuantila legii y 2 :

Xa; i - s - 1  = Xo,0 5 ; 6 =  *2,6.
Deoarece valoarea statisticii y 2 nu este semnificativă : 

X.2 =  4,11253 <  12,6 =  Xo,05 ;6’

se acceptă i.n cu p.s. a  =  0,05 conform căruia rezistenţa chimică a tronsoanelor 
de ceramică acoperite cu carbon este o variabilă normală,
ii) T.c. y 2 pentru verificarea exponenţialitătii
Se testează concordanţa repartiţiei empirice a eşantionului cu legea exponen
ţială  *, avind funcţia de repartiţie  :

F(x) =  1 -  e6*.

1 - 3 .  (-» i).
4. Se calculează valorile funcţiei de repartiţie  exponenţială In punctele x t :
J j ţ x t ; 6).
5. In coloana a 5-a se calculează probabilităţile p t :

P i  =  F x ( x i - ,0) -  F x ( * i - 1 ; 6) =  t x* -l l x  -  t x' lx

P i =  1 - e “ *» "  =  F x ţx » ; 0)

p* =  i  -  S  pt- 
= 1

unde

0 =  - 1  lx.

6. In coloana a 6-a se calculează np( .
7. Se calculează n ( — n p t şi se trec in  coloana a 7-a a tab . 79.
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<S. Se calculează (n ,— n p ,)2.
<•. Se calculează

(n, -  n p ()- n p ir

sc însumează coloana a 9-a a  tabelulu i şi se obţine :
k

x" =  £
«=i

Exemplu. Se experimentează n ~  50 motoare electrice piuă la defectarea u lt i
mului element. Se observă .Y-numărul de ore de funcţionare piuă la defectare. 
Fie X( momentul la care se defectează al i-lea element. D atele de observaţie 
apar sub forma şirului ordonat al valorilor : x, ^  <  . . . <  x50 :

1200 ore 25100 72400 114100 253100
2200 31000 73600 147600 304100
4900 35800 76800 150600
5000 38900 83000 152600
0800 39000 95100 164200
7000 45000 97900 166800

12100 47900 99600 178600
13700 48400 102800 185200
15100 49300 108500 187100
15200 53200 120700 203000
23900 55600 128700 204300
24300 62700 133600 229500

Se urm ăreşte testarea concordanţei repartiţie i empirice a valorilor observate 
cu repartiţia  exponenţială cu F(x) =  1 — e ~ Br.
Valorile grupate pc intervale cu frecvenţele intervalelor respective p o t 
fi urm ărite  in tab. 79.
Se calculează

x  =  109,59(1 ore.

Se alege p.s. al t.s. a  =  0,05, de exem plu.
Ţinind seama că am estim at 1 param etru (0) urm ează că s =  1 şi cumfc = 1 4 , 
din tabelele legii X2 se citeşte 0,05-quantila  legii '■

X o ,0 5 ;1 2  ~  2 1 ’ 0 3 '

Deoarece valoarea x 2 nu este sem nificativă :

Xs = 7,2211 < Xo,05; 12 =  21,03

SC acceptă i.n. cu p.s. a  =  0,05, adică legea v.a. X  este legea exponenţială. 
T est de concordanţă x2 (caz neparametric). Test de concordanţă a repartiţiei 
empirice cu o lege teoretică Fx  ( x ; 0), 0 fiind param etru cunoscut.
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1 .—2. (-* Test de concordanţă y \  ca: parametric.)
3. Se testează concordanta legii empirice cu legea teoretică Fj-(x ; 0). adică se
verifică i.n. : H a : p t =  p9 (valoarea specificată), unde p( este probabilitatea ca 
o observaţie să aparţină clasei i (i =  1, . . A).
4. Se alege p.s. a =  0,05, de exemplu.
5. S ta tis tica  :

X2
k= s (r>i~npf)2

onpi

este o v.a. cu legea ~  y z cu (A —1) g.e. clnd i.n. H 0 este adevărată.
6. Regiunea critică a t.c. y f  : se respinge i.n. H0 cu p.s. a dacă :

r  >  Xa; (*—1)’
unde y 2. (*_]) este a-cuantila  superioară a legii y;2 cu (A' —1) g.l. 
i) T.c. y 2 (c.n.) pentru verificarea normalităţii.
Se procedează analog cu cazul precedent (-> T.c. yj, caz parametric pct. i). Se 
alcă tu ieşte  un tabel astfel :
1. Valorile observate {x f} ale v.a. A' se îm part în ¿ in te rv a le  (clase) :

( -  OO, Xj], (xv  x2], . (*i_2,*»_!]»(**_!, +  oo),
unde

x 1 <  x 2 < . .  . . <  x t _ v

care se trec  în prim a coloană a tabelului.
2. n t — frecvenţele absolute ale claselor, adică num ărul de observaţii din clasa 
(x<_x,' Xj] — se trec  în coloana a doua a tabelului.
3. e( — mediile num ărului de observaţii căzînd in clasa (xj_,, x,-] :

et =  nP%.

unde :

n (  x-, —m
Pi =  P ( ~  oo <  X <  xj) =  Ol -------

— m \  (  Xi i — m
——— I - ® ( —

P°k -  P ix ie - !  <  X  <  +  oo) =  1 -  0 |

j ,  2 < f < A - t

se trec în coloana a tre ia  a tabelulu i.
4. în  coloana a pa tra  se calculează (nt — np®)2ynpţ şi sumînd elementele acestei 
coloane se obţine y \

28 -  c. 680



Exemplu. Se consideră un eşantion de volum n =  '20 observaţii dintr-o 
populaţie * :

0 ,33 - 0 .4 1 — 1,82 - 0 . 4 4
- 0 ,3 8 - 2 ,4 1 1,47 - 0 ,2 1
- 1 ,2 2 1.29 0 ,46 - 0 ,4 3
- 0 , 5 2 - 0 ,9 5 - 1 ,2 3 - 0 ,9 7

0,48 - 1 ,9 3 — 0,83 2,66

Să verificăm i.n. H0 conform căreia populaţia din care provine eşantionul este 
norm ală cu m edia 0 şi dispersia 1, acţică A'-v a. corespunzătoare are legea 
JV (0,1) :

I i ,  : A ~  A(0,1).

S e alcătuieşte ta b e lu l:

ni ( n t - n p ° f
Intervalul (clasa) or. de observ. e ,=  np®

în clasa i ’ip.|

( -  oo ; —1,5] 3 1,3362 2,0717
( - 1 , 5 ;  - 0 ,5 ] 6 4,8346 0,2809
( - 0 , 5  ; 0] 5 3,8292 0,3580
( - 0 ;  0,5] 3 3,8292 0,1796
(0 ,5  ; 1,5] 2 4,8346 1,6620
(1 ,5 ;  +  oo] 1 1,3362 0,0846

i nP° •
tu =  20

*

00111

=  4,6368

S e alege p.s. a  =  0,05. Din tabelele legii y 2 pen tru  k  =  6 (num ărul de in ter
vale) se determ ină 0,05-cuantila superioară a legii

Xo,05; s ~  H -07-

: Deoarece valoarea statisticii y2 nu este semnificativă :

X2 =  4,6368 <  11,07 =  Xo,05; 5 »

se acceptă i.n. H 0 şi conchidem că legea v.a. X  este rV(0,l).
»Observaţii

T.c. y 2 se aplică în urm ătoarele condiţii :
l . N um ărul to ta l al observaţiilor trebuie să fie suficient de m arc, adică n >  25.

* J. H.  Pollard, Numerical and Stat. Techniques, Cambridge Univ. Press, 1977.
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2. G ruparea pe clase (intervale) trebuie să fie astfel incit num ărul de obser
vaţii elin fiecare clasă : n , ^  5. în  cazul in care »¡<  5 se recomandă gruparea cla
selor (intervalelor), acest fap t avind drept consecinţă reducerea num ărului g.l. 
cu 1.
3. Numărul de clase trebuie să fie astfel incit

10 <  A <  15.

4. în cazul unui eşantion de volum mare, num ărul de clase A se alege as tfe l:

Pentru 100 <  n <  200 se alege 15< A < 18

n  =  200 18<A <20

n  =  400 25 <  A < 3 0

n =  1000 35<A <40.

5. In cazul legii binomiale, t.c. ■/" este echivalent cu cazul t r a ta t  la p. 480.
Test de concordanţă Kolmogorov-Smirnov. T.s. neparam etric  pen tru  verifi
carea concordanţei repartiţie i em pirice cu cea teoretică.
1. Se consideră un eşantion de volum  n, cu observaţii independente 
ordonate astfel incit x1 <  x2 <  . . . <  x n (şirul statisticilor de ordine).
2. Cele n  observaţii independente p rov in  din aceeaşi populaţie caracterizată 
de v.a. .Y avind legea de repartiţie  teo re tică  F (x) =  F (x, 0), depinzind de p ara 
m etrul 0.
3. H 0 ■ legea de repartiţie  a populaţiei este F (x) (specificată).
A/, : i.n. i / 0 nu esle adevărată.
4. Se alege p.s. al t.s. a  =  0,05, de exemplu.
5. a) Se calculează funcţia empirică de repartiţie*

F„(x) =  A/n x4 <  x  <  xi+1,

unde A este numărul de observaţii mai mici sau egale cu x, adică

F„(x) =  P (X  <  x) =  • 

b) Se calculează diferenţele :

0, dacă 

i/n, dacă

1, dacă

i <  0

l < / < n  —1 

i >  n.

di l'i (x) F (x j), . . dn — A»(x) — F (xn),

adică

■rf, =  1 —nF(X]) : di =  2 —nF  (xs), . . .

c) Se alege ]d( !max- cea mai marc diferenţă in valoare absolută, adică

Mi max ~  max F n(x) F(x) [.

d) S tatistica t.c. K .-S . este :

d — ( \dj max)-
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6. Regiunea critică a t.c. K .-S . este mulţim ea valorilor din spaţiul de selecţie 
mai mari sau egale cu a-cuantila superioară a legii K .-S .
A şadar, se respinge i.n. II0 cu p.s. a  dacă :

T est de concordanţă Lillieîors. în  cazul in care legea de repartiţie  teoretică 
F  (x, B) depinde de param etrul 0 — necunoscut şi care urmează să fie estim at 
pe baza eşantionului considerat, H. \V. Lilliefors (1969) a dat o o varian tă  a t.c. 
Kolmogorov-Smirnov pentru cazul param etric.
1 .—4. (-» Test de concordanţă Kolmoqorov-Smirnov.)

unde 0 este estim atorul param etrului 0, ob ţinu t pe baza eşantionului consi- 
d erat.
6. Regiunea critică a t.c. Kolmogorov- Smirnov - Lilliefors : se respinge i.n. 
H0 cu p.s. a  pentru valori mari ale statisticii d*, adică sc respinge i.n. H0 dacă :

unde X0 este valoarea determ inată ca mai sus.
T.c. pentru verificarea exponenţialii a ţii. Presupunem că repartiţia  teoretică 
postulată este repartiţia exponenţială* cu densitatea de repartiţie

d >  V /TT,

unde valoarea >.0 se determină astfel incit :

P(d <  X0lVn) =  1 -  a.

7. Form a calculatorie a statisticii t.c. K .-S . este :
dn =  m ax Sif

unde

8, =  max i/n — F (x{, 0 ); F(Xj, 0) —
i -  1

n }

5. Form a calculatorie a statisticii dn dată de Lilliefors este :

t
unde

•cu
A

F*(Xi) =  F (x t ; 0);

d* >

0

0e 0*, 0, x  >  0

in rest
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şi funcţia de repartiţie  teoretică :

Fx (x, 0) =  1 -  e - 6*.

Se ştie că :

1
x  =  E (X ) =  ——.

0

A tunci

F (x(. 0) =  1 -  e“  V * .

Se calculează

-  ( 1 -

-e * .
) ;  ( i -

- 9 *< ) -

-Dacă 0 este necunoscut, se înlocuieşte media teoretică a legii F(x), E (X ) =  —•,
0

prin  estim atorul său dat de media de selecţie * x  :

1 ”
E ( X )  =  1 /0  =  x  =  —  Y i  * i -  

n . _ ,

Exemplu. Se consideră un eşantion de n =  8 motoare electrice pentru care se 
observă numărul de ore de funcţionare pînă la defectarea ultimului element. 
Fie x ( — momentul la care se defectează al i-lea element. Se consideră şirul 
statisticilor de ordine x1<  . . .  < x n.
Se urm ăreşte testarea concordanţei repartiţiei.em pirice a eşantionului cu repar
tiţia  exponenţială avind funcţia de repartiţie

F  (x) =  1 — e9*.

Calculele pot fi urm ărite in tab. 80.
Se observă din ultim a coloană a tabelului că

d* =  0,40961.

Din tabelele legii Kolmogorov-Smirnov, pentru  n =  8, p.s. al testului a =  0,05 
se găseşte: X0 =  1,36, de unde X0/ / n =  0,489.
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Deoarece d* — 0.40968 <  0.489 urm ează că repartiţia  empirică concordă cu 
repartiţia  teoretică exponenţială.
Test de concordanţă Finklestein-Schaîer. Test de concordanţă analog cu (estul 
Lilliefors*, obţinut prin modificarea statisticii ă*. d a tă  de J . M. Finklestein 
şi R . E . Schafer in 1971 (..B iom etrika'’ 58).
1 . —4. (-s- Test de concordanţă Kolmogorov-Smirnoo.)
5. S tatistica t.c. F .-S. este :

t= l

C. Regiunea critică a t.c. F .-S . : i.n. privind concordanţa repartiţiei empirice 
cu repartiţia  teoretică se respinge cu p.s. x dacă :

S * >  S c 

u n d e  S n . a  sint valori critice ale statisticii S * ,  tabelate.
Exemplu.
t) Pentru  cazul considerat anterior, se calculează ,

8

S* =  £  ; 8* =  2.59972. 
i= l

Deoarece
S* =  2,59972 >  S 8 . 0_0S =  1,56

rezultă că se respinge i.n. privind concordanţa repartiţiei empirice cu legea 
exponenţială *.
T jc. F .-S . se poate aplica pen tru  testarea concordanţei repartiţiei empirice 

cu repartiţia Weibull* pentru  valori particulare ale param etrulu i de form ă,
1

şi anum e (3 =  2, respectiv (i =  — , In cazul in care i.a. este legea lognarmalu*, 

respectiv legea Gamma*, adică:

_  f i r i i 2 -  f * - YV /2
7/0 : F (x) ~  1 — e ^ x '  , respectiv H0 : F(x) ~  1 — e v n y 

cu i.a.
_  Oge-” )*

l l l : F (x) -  ——---- e 2o* , respectiv / / , :  f(x) ~  pa/T{a) x*-1  .
' f i r .  a x

T est de concordanţă Gnedenko. B. Gnedenko ş.a. (1969) au dat un tes t bazat 
pe repartiţia  F , care pare să fie mai puternic decît alte teste de concordanţă 
S>azate pe dale (eşantioane) cenzurate, adică un eşantion de volum n pen tru
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care observaţiile s-au făcut piuă la m om entul T, înregistrîndu-se doar prim ele 
r observaţii ;

.ti <  ar4 <  ^  x r (r <  n).

1. —4 . (-> Test de concordantă Kolmogorov-Smirnov.)
5. S tatistica Q a t.c.G. este :

r I r
Q(rv r2) = Yl (Silri) / £  (Silr2)>

* = 1 /  «=r,+ l
unde

s i — (n — i +  1) (x t — -Tt_ j)
cu .r0 -- 0 şi r2 — r  - r, ; testu l este term inat la a r-a observaţie (r <  n).

2Ă
Se a ra tă  că St simt v.a. independente cu legea exponenţială* şi ^  2St /Q este

» = 1

o v.a. cu legea %2* cu 2k g.l. A tunci v.a. Q(rt, r2) are legea F* cu 2rj şi 2r2 g .l.
6. Regiunea critică a t.c.G. : Se respinge i.n. de concordanţă cu legea exponen
ţială cu p.s. a, dacă :

QO1» r2) >  F i_ a /2(2r1, 2r2) sau Q(rv  r2) <  F ~ \ /2(2r2, 2rx), 

unde Fu(klt k2) este u% -cuantila legii F  cu kt , k2 g.l.

Observaţii.
1. Dacă valoarea calculată a statisticii Q(rlt r2) este m are, se obţine indicaţia: 
că legea s tud ia tă  are rata de defectare* crescătoare.
Dacă valoarea calculată a statisticii Q(rt , r2) este mică, se poate trage concluzia: 
că ra ta  de defectare este descrescătoare (|3 <  1).
2. W.W. Fercho şi L. J . R inger (1972) („Technom etrics“ nr. 14) au folosit -

dacă r este par

+  1, dacă r este impar,

unde [ i ţ  este cel mai mare întreg mai mic decit x.
3. T.c. G. este un  tes t bilateral. Form a particu lară  a statisticii tes tu lu i de con
cordanţă Q rezultă din proprietăţile v.a. A' ~  F kl,k2, şi anum e : dacă v.a. X  
are legea F  cu k lt k2 g.l., atunci v.a. 1/X are legea F  cu k2, k t , g.l.
Test de concordanţă Cramer — von Mises. T.s. neparam etric folosit p en tru  
testarea concordanţei repartiţiei empirice F„(x) cu legea teoretică F(x).
1. —4. (—> Test de concordanţă Kolmogorov-Smirnov.)
5. Statistica t.c. C.-v.M. e s te :

+ OO

H’2 =  ^ (F„(x) -  F ( i) )2 d i

—  CO
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sau forma m odificată propusă de Smirnov ;

+ oo

w 2 =  ^ (F „(X ) -  F ( x ) ) -  dF ( x ) .

— ca
6. în  rest se procedează ca la  testul Kolmogorov-Smirnov.
TESTE PEBÎTRU VERIFICAREA XORMALITĂŢII. Fie un eşantion de n 
observaţii independente Aj, . . . .  X n provenind dintr-o populaţie necunoscută. 
Se verifică i.n. conform căreia legea de repartiţie  este legea norm ală N(m, 
,o 2) ;  m, c2-param etri necunoscuţi, ce urm ează a fi estim aţi pe baza datelor 
eşantionului considerat.
Cele mai cunoscute t.v.n. sînt : testul 7 2 de concordanţă * cu legea norm ală şi 
testul Kolmogorov-Smirnov*.
Testul de normalitale al lui Liiliefors. H. \Y. Lilliefors (1887, JASA, voi. 62) 
a dat un test analog cu testu l de concordanţă kolm ogorov-Sm irnov pentru  
verificarea norm alităţii, cind m, a2 sin t param etri necunoscuţi. Test .de 
concordanţă Lilliefors).
1 .—4. (-> Testul Kolmogorov-Smirnov (1 .—4.);)
5. Form a calculatorie a statisticii Lilliefors este :

unde
A

8,-= m ax

D„ =  m ax o4,
1 ̂  t sS n

— (I — 1) i . -» ■
F0(X t ; A', s) -  ; -  -  F0(X i ■ X , s)

n n

cu şirul statisticilor de ordine corespunzătoare eşantionului
considera t;

— (X j — A )2, estimalorul nedepldsat* al dispersiei teoretice a2 ; 
1 « =  1

Fa(X f ; X , s) este funcţia de repartiţie  a legii normale A(0, 1). adică :

K~rSe—<S' 2 d/

cu proprietatea : 

unde
® (-!7) -  1 ®(y)

0 =  (-* -  X)!s-

6 . Regiunea critică a t.n .L . : se respinge i.n ,H0 cu p.s.. a, fixat dacă.valoarea 
statisticii D„ este semnificativă, adică :

A  A

» « > » „ ; * ’ ......................  " • '
A

unde l ) n . a sînt valorile critice tabelate.



Excmpla. Se consideră un eşantion de volum n =  8 privind duratele de viat* 
ale unui echipam ent electric. Valorile ordonate (exprim ate în logaritmi naturali) 
sînt :
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*1 X 2 ^3 X 4 X b A'j x ş X8

0,2(1 0 ,53 0 ,88 1,22 1,76 2 ,44  3,41 4 ,90

Se verifică i n. conform căreia duratele de viaţă  provin dintr-o populaţie {&$- 
normalii cu 2 param etri.
Pe baza datelor eşantionului se calculează :

X  =  1,92
8

I  ( x t - * ) *
,  <-1 47,30 -  8-(1,92)**a =  ---------------------- ------------------------- =  2,55.

8 — 1 8 - 1

Pentru fiecare valoare X { se calculează :

Vi =  (X , -  X )/s, =r i
adică

Hi % »s Vi Ih Vt lh Vs

- 1 ,0 3  - 0 ,8 7  -  0,65 -  0,44 -  0 ,10  0 ,33 0 ,93 1 ,86

Din tabelele Iti/ii normale* jV(0. 1) sc calculează :

l  „(Xi ■ X , s) =  <!><;; i =  1, . . . ,  8 :

0,152 0,192 0,258 0,330 0 ,460 0,629 0,824- 0,968

Deoarece valoarea statisticii D* :

a 4
Ztg — ------  0.330 =  0,170

8 8

nu este semnificativă :

■̂ 8 =  0 ,170  <  l lg . a = ţj,05 =  0 ,285

se acceptă i n. privind legea normală a logaritmilor naturali ai duratelor elţ- 
v iaţă, adică legea lognormală a populaţiei din care sc extrage eşantionul s tud ia t, 
l.n . sc accepta ehiar şi pentru p.s. a  =  0.2, conform valorilor critice ale sta
tisticii Xl*.
Testul Iul Massey. T.s.v.n. în cazul unui eşantion de volum mic (10 <  n<;30) 
1. —4. (-» Teul ele eoncordanfă -¿2, cai parametric t)).*
5. Se calculează diferenţele :

<it -  i /-»(.-,) -
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unde
este funcţia de repartiţie empirică* 

d>(;,■) este funcţia lui Laplaee. calculată in punctele

X t -  X  1 “
'< =  — — :-----• ms =  -  £  fA'i -  X)=.

/m 2 " i= i
Se ak'ge

cls =  inax <i,

6. Regiunea critică a t.M . ; se respinge i.n. II,t conform căreia X  ~  .Y(m, cr) 
dacă valoarea statisticii d* este sem nificativă, adică

ds >  d„

unde B.a este valoarea critică tabela tă  in funcţie de volumul eşantionului 
n şi de p.s. a  ales şi sint date in tab. 81.

Tabelul 81

n
a

n
a

0 ,05 0 ,10 0,05 0 ,10

8 0,140 0,163 20 0,117 0,133
9 0,134 0,158 21 0,115 0,131

10 0,130 0,156 22 0,113 0,129
11 0,129 0,155 23 0,112 0,128
12 0,128 0,154 21 U.110 0,126
13 0,128 0,153 25 0,109 0,124
14 0,128 0,151 26 0,108 0.121
15 0,127 0,148 27 0,107 0,120
16 0,126 0,144 28 0,105 0.118
17 0,124 0,142 29 0,104 0,116
18 0,122 0,138 30 0,102 0,114
19 0,120 0,136 32 0,099 0,111

Exem plu. Ne propunem să verificăm, la un p.s. a  -  0,05, i.n. conform căreia 
rezistenţa chimică (in K  fl) a unor »ronsoane de ceramică acoperite cu carbon 
este o v .a. ~  X(m , cr). Vom face această verificare pe baza unui eşantion de 
10 m ăsu ră to ri: 1,68; 1,74; 1 .82: 1 .60; 1,72; 1,90; 1,79: 1,98; 1,85 ; 1,93. 
D in primele două coloane ale tab . 82, găsim

1 io _  __
X  =  1,801 ; m* =  -----£  (X t -  X )3 =  0,012809 ; f " h  =  0,1125.

i = t
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Calculele se pot urm ări în tab. 82.

Tabelul SZ

X i ( X t - x y
X |- X

V ,Il2

I-'recv.
Funcţia 
empirică 
de rep.
Fn(Zi)

® ('«) 1 F n(-,)~  
- * ( - 0 1

*

1,60 0,040401 - 1 ,7 8 1 0,1 0,03754 0,06246
1,68 0,014641 — 1,07 1 0 ,2 0,1423 0,05770

. 1,72 0,006561 - 0 , 7 2 1 0 ,3 0,2358 0,06420
1,74 0,003721 — 0,54 ‘ 1 0,4 0,2916 j 0.10540]
1,79 0,000121 - 0 ,0 9 1 0 ,5 0,4641 0,03590
1,82 0.000361 0,17 1 0 ,6 0,5675 0,03250
1,85 0,002401 0,43 1 0 .7 0,6664 0,03360
1,90 0,009801 0,88 1 0,8 0,8106 0,01060
1.93 0,016641 1,14 1 0 ,9 0.S729 0,02710
1,98 0,032041 1,59 1 1,0 0,94408 0,05592

S = 1 8 .0 1  0,126600

Deoarece valoarea statisticii ds =  max î/£ =  0,10540 nu este sem nificativă:
‘ i

tfflai = 0,10540 <  dp' jo;o,05 =  0,1-x) ,

se acceptă i.n. conform căreia v.a.-Y -  rezistenţa chimică — urm ează o lege
norm ală ,Y (m, cr). .i
Testul Shapiro-Wilk (Test \V). T.s.v.n. unei populaţii caracterizată de v.a.X .
1. Se consideră un eşantion de volum n şi fie statisticile de ordine X2, . ,  . ,X n 
ale eşantionului corespunzător v.a.X . {X,-} independente.
2 . - 4 .  ->■ ( Test de concordanţă Kolmogorov-Smirnov.*)
5. Dacă n  =  2/ sc calculează:

I l
^ =  a n - f + l [ ^ » - i + l  — -^•f] — (0-

¿ = 1 i= l

unde coeficienţii an_i+1 se citesc din tab . 83.
Dacă n — 21 -f  1, deoarece =  0, se calculează b =  c/„[A„ — A', ] -f . . .  
. . .  <y.+s!-X»« — X;], unde valoarea Xi+1 — mediana eşantionului — nu
intra in  calcului lui b. Se calculează

n
s -  = Y i  (x * -  *>2

¿=1

şi sta tistica  W = b2fS2. )
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6. Regiunea critică a t.S . —’w'. : dacă W < W „ .,  . se respinge i.n. H0 privind!
norm alitalca.
Valorile critice ale lui pen tru  1 — a m  1, 2, 5, 10, 90. 98, 99% ş l
n =  3, . . . .  50, sini tabelate.
Obsérvela
1) Testul W se bazează pe statisticile de ordine.
2) Testul W  necesită tabele speciale a tit pentru  calculul statisticii pe care se- 
bazează testul cit şi pentru  luarea deciziei de acceptare sau respingere a ipo 
tezei normali ta ţii v a .  X  asupra căreia s-a considerat eşantionul.
3) Valorile critico ale statisticii W au fost obţinute prin simulare pe o maşină* 
electronică de calcul.
Exemplu. în  aceleaşi condiţii tehnologice ca şi in exemplul de la p. 443 s-a deter
m inat rezistenţa ehi/nică a 18 tronsoane de ceramică acoperite cu carbon* 
obţinîndu-sc urm ătoarele valori :

1 ,65  1,72 1,70 1,84 1 ,96  1,58 1,85 1,78 1,88

1,75 1,92 1,60 1,75 2 ,05 1,90 1,76 1,82 1,68

Se verifică i.n. Conform căreia rezistenţa chimică este o v.a. ~  N(m , a").
Se alege p.s. a  =  0,05. 
Se calculează :

_  1
X  - —  32,18 

18

18
1,786 ; £  (A , -  X 'f 0,2743.

Aplicarea f.S.-W. se urm ăreşte în tab. 84.

Tabelul S t

1
.

* W‘
an~ i ml W i .

1 2,05 1,58 ! 0 ,47 0,4886 0,229642
2 1,96 i . « 4 0 .36 0.3253 0,117108
3 1.92 1.65 0 .27 0.2353 0,068931 :
4 1.90 1.68 0 .22 0,2027 0,044594
5 1,88 1,70 0.18 0.1587 0,028536
6 1,85 1,71 0.14 0.1197 0,016758

0,0100447 1.84 1.72 0 .12 0.0837
8 1 .824 1.75 0.07 0.0496 0,003472
9 1.78 ! 1.76 0 ,02 0,0163 0,000326

Primele 9 observaţii In ordinea mărimii an fost trecute in coloana a treia as 
tab. 84, celelalte 9 observaţii au fost trecute îi* coloana a doua a aceluiaşi tabel 
înccpînd de jos în sus. Kler.ientek coloanei a 5-a sin i extrase din tab. 83..



448

Sumînd ultim a coloană a tab. 84 se obţine :

9
b =  £  On-t+iWi =0,51941 X 0,52.

t=l

Deci statistica IV are valoarea 0,985.
Deoarece valoarea W =  0,985 nu este semnificativă :

W =  0,985 >  W' 18;0,95 =  0,982,

se acceptă i.n. privind norm alitatea, cu p.s. a  =  0,05.
Teste pentru verificarea normalităţii prin măsurarea asimetrici şi excesului
(bazate pe coeficienţii Beta). T.s.v.n. bazat pe coeficienţii pj şi (L definiţi de

P l -  V32/V23 =  Ti2 : &  =  M

care dau o descriere a formei curbei de frecvenţă.
Coeficientul ¡Î! sau echivalentul

T l  =  V3/(V2>3''2 .

(rădăcina p ă tra tă  din ¡3j cu acelaşi semn cu V3) este o măsură a ăsimelriei. 
Pentru o repartiţie  sim etrică (i, =  0.
In general, o repartiţie  este cu asimetrie pozitivă sau cu asimetrie negativă, după /
cum V3 este pozitiv sau negativ.
Coeficientul p; sau echivalent y2.=  Pi — 3 este o m ăsură a boltirii, comparaţia 
făcîndu-sc cu curbă normală pentru  care p2 =  3.
Dacă p, <  3, repartiţia  se numeşte p'laticurtică şi este mai tu r ti tă  spre vîrf 
deeît o curbă normală.
Dacă p3>  3, repartiţia  se numeşte' leptoc-urlicâ şi este mai ascuţită spre vîrf 
dccît curba normală.
Pentru legea normală*

Pi =  0 şi y2 =  0.

A şadar, aceşti indicatori pot fi folosiţi pentru  verificarea norm alităţii.
1 . Fie un eşantion de volum n asupra unei v.a..Y ~  ,Y(m, o2).
2. —4 .( ->  Test de concordanţă, i ) : Testul dc concordanţă Kolmogorov-Smirnov.) 
5. Fie b1 şi b2 valorile coeficienţilor pj şi respectiv p3 obţinute pe baza datelor 
eşantionului respectiv.
Pentrh valori mari ale lui n, v,a.

-i
Pi(« -i- 1) ( n  +  3) 

6(n -  2)

(avind semnul momentului ;a3) este repartizată  aproxim ativ 1Y(0. 1). 
P en tru  valori mari ale lui n, v.a.

_  (  __ X \ [ (n-f-1)2 (n-j-3) (n +  5)
+  n +  x j |  24 n (n —2) (n —3).

este repartizată aproximativ -Y(<), 1).
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C. Regiunea critică : Asimetria* observată in eşantion este sem nificativă Ia
p.s. ac. dacă

IZ1I >  ~a/2

unde :x este valoarea statisticii Zx pentru [îx =  b1.
Bollirea* observată in eşantion este semnificativă, la p.s. x dacă :

| z21 >  Zoe/2,

unde z2 es te  valoarea statisticii Z2 pen tru  |î2 =  f>2.
Testul lui Sarkady. T.s.v.n. în cazul unui eşantion de volum mic.
T.S. se aplică în astfel de situaţii şi atunci cind micşorarea riscului (p.s. al tes- 

' tului) a  duce la scăderea puterii testului.
1. Fie (Arj, . . . .  X„) un eşantion de volum ti provenind dintr-o populaţie nor
mală N(m, o2).
2. X  ~  X(m, a1).
2. I.n. H0 : X e  N ( m ,  a2) fa ţă  de i.a. II, : X  ţ  X(m, <r).
4. a  =  0,05, de exemplu.
5. Se calculează statisticile

fi — X ;  — A ( t =  1.........n — 1),

unde

Se calculează :
K  =  >v &)> ( ‘ =  !• 2.........n -  2).i i

unde t. este funcţia de repartiţie  a legii Student* t cu

V; n — i — 1 g.l., i — 1, 2 .........n -  2.

0. Uacă i.n. H 0 este adevărată, atunci v.a. 8V au legea uniformă* pe segm entul
(0 ,1).
Pentru verificarea acestei ipoteze se foloseşte criteriul o r (von Mises-Smirnov), 
şi anume ;
Se calculează statistica von Mises — Sm irnov :

t 29—c. 680

1
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unde n este volumul eşantionului, iar F(v),) este funcţia de repartiţie  teoretică 
calculată pen tru  elementele eşantionului ordonate crescător (pentru şirul sta
tisticilor de ordine).
în  cazul de fa ţă  există n — 2 elemente ale eşantionului, iar F(S() =  8< (proprie
tatea repartiţiei uniforme)*, unde prin  S, s-au no tat valorile 8 ordonate (eres-î"
câtor).
S tatistica testului Mises-Smirnov devine :

Regiunea critică : se acceptă i.n.H 0 cu p.s. a  — 0,05, de exemplu, dacă :

Exemplu.Se studiază X —caracteristica „ tenac ita te“  a firului dcrelon. Pentru 
verificarea stabilităţii procesului tehnologic, re la tiv  la această caracteristică, 
este necesară verificarea i.n. privind norm alitatca v.a.A".
Se consideră un eşantion de volumul n =  96. Dacă aplicăm testu l y j  se res
pinge i.n. pentru  p.s. ales a =  0,05 (sau a  =  0,025 şi x  — 0,01).
S-a constatat însă că pentru  a =  0,0005 (ceea ce reprezintă un risc foarte mic) 
i.n. I I 0 se acceptă.
în  această situaţie testul y 2 nu este concludent.
Se aplică t.S. folosind criteriul co2 (von Mises-Smirnov). 
în cazul caracteristicii X  — „tenacita te“ , s-a calculat :

se acceptă i.n. privind norm alitatca legii v.a. X  — „ tenacita tea“  firului de 
relon .
feste de norinalitatc Shapiro-VVilk, Shapiro-Francia, De Wet-Venter, d’Agostino.
Teste de concordanţă a repartiţiei empirice cu legea normală bazate pe s ta 
tistici de forma :

(n -  2) (o»_a <  0,4164.

X  =  4,7, A  X  4,6, 94 co|4 SS 0,4.

Deoarece valoarea statisticii nu este semnificativă :

94-t094 =  0,4 <  0,4164,

W = 11

r  (A'i ~ x >2



unde {X,} este şirul statisticilor de ordine, adică şirul valorilor Of-,j
ale eşantionului de volum n considerat : o n a ‘c crescStor

X1 C' X„ v' . . . ct X „ .

Constantele {c,} şi valorile critice ale statisticii IV au fost tabeljw _
in cazul testului Shapiro-Wilk (->■ Testul de normalitate ShctpirOviy 
^ 9 9  în cazul testului de norm alitate Sliapiro-Francia; penti-l( 1 ' '  : 5 0 ^  
tino şi testul de W et-Venter au fost obţinute constantele şi valoj.,., c s . d’Agos-
totiCp. an tice  asimp-
Testul de norm alitate Shapiro-Franeia şi testu l de n o rm a lita^  , .
sint teste consistente*, în tim p ce testul d ’Agostino nu este 1 , ' .  J!1
T estul Sbapiro-W ilk folosit ca test de concordanţă* cu legea es consiş en .ex p o n en ţia la  nueste tes t consistent. r  »
Testul de norm alitate Sarkady. Test de concordanţă a rep a rfjţ.^ . . ice cu
legea norm ală în cazul în care nu dispunem de eşantioane d<. v<0ljn<j)n i^>Û re ci 
de mai multe eşantioane de volum mic. in ‘
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1. Fie X fj ,  i — 1, . . r ; j  =  1, n ( v .a. independente.
2. Cele r eşantioane provin din populaţii caracterizate de legile j.vcv _,n ) /a ,)  •
m t , a  — param etri necunoscuţi, i =  1, . . . ,  r. 1

3. II0 : F(x) <D(x  — m \

- r ) '
unde 0 (x ) este funcţia de repartiţie  a legii .V(0, 1).
I t1 : F(x) nu este legea normală.
4. Se alege p.s., a.
5. Se disting două cazuri : ca:ul homoscedastic, adică dispersjj a jc
. ,  . =  or =  o2 Şi cazul heleroscedastic, adică dispersii oarecare ■ j 
i) Cazul homoscedastic. *’

Se calculează (  t  " i  -  ' )  v.a. H ;

unde

V , -

y H =  -v ;i —

S  x u
j= l x,„

][m }'nf

1 = 1 , . .  

j  =  1 , . .

ni 3s 2.

ii) Cazul heleroscedastic 

Se calculează v.a. V

i i j  — (-Vii Uf )  -
• V
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unde

V<
E  * l i

l = * i __

R +

2

+
- 1  +  X in.I î

p n T

S r - K  . £  (X<i  -  Ui)2j'= l

cu ipn(*) funcţie monoton crescătoare, astfel incit legea v .a.S ,, Cste aceeaşi cu
legea v.a. Sf/ot cînd i.n. H0 este adevărată. Valorile funcţiei ^„(x) sint calculate 
cu aju torul valorilor critice ale legilor v 2 şi t a lui Student.
6. Regiunile critice se stabilesc ţinnînd seama că :
Cazul homoscedastic. Dacă i.n. H0 este adevărată, atunci v.a. independente 
Ut ~  AT(0, o2).
Se testează norm alitatea acestora, ceea ce implică norm alitatea v.a. iniţiale 
(folosind o teoremă cunoscută a lui 1 (. C.ramer).
Cazul heleroscedastic. Dacă i.n. II„ este adevărată, atunci v.a. independente 
V a  ~  -V(u, i).
Se testează norm alitatea acestora, ceea ce implică norm alitatea v.a. iniţiale 
(folosind o teoremă cunoscută a lui II. Cramer, o teoremă a lui A. M. Kagan, 
Yu. V. Linnik. C. R. Rao (1973), o teoremă a lui K. Sarkadi (1980)).
Observaţii
1. Aplicarea transform ărilor asupra v.a. iniţiale folosite in t.S. este condiţio
na tă  de caracterul aleator al observaţiilor {A '^J.D acă există îndoieli în această 
privinţă se recomandă schimbarea ordinci observaţiilor din interiorul fiecărui
eşantion, prin alegerea la întîm plare a ultim ului element X , al fiecărui eşan-i
tion, i — 1, respectiv ale ultimelor două elemente X f„ _ j .  X in ale

i t
fiecărui eşantion, i =  1.........r.
2. Forme simplificatorii ale t.S. se obţin pentru  n i =  2 şi /.’( -  3.
Testul d’Agostino. T .s.v.n. pentru eşantioane de volum m oderat (n ^  50). 
A fost elaborat în 1971 şi se bazează pe statistic  a lui F . D ovnton  („B iom etrika” 
53/1966) folosită pentru estim area abaterii standard s a unei populaţii normale. 
1. Se consideră un eşantion de volum n : se ordonează datele experimentale 
şi fie statisticile de ordine * :

•Y] <  A-2 <  X n

2. E şantionul provine dintr-o populaţie caracterizată de v.a. A ~  A(/n, a2)
3. I.n. IIo '■ X  ~  X(m . a2)
I.a. H 1 : i.n. //„ nu este adevărată.
-1. Se alege p.s. al t.s., a.
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5. Se calculează :

" ^  n(n + 1) _
T = Y  {<• -  1/2(n + 1)} X, =  £  « , ------- ----- x

i= t t= l ¿

=
1/2

Statistica testului este :

D  -  0,282095 ,— 
Y =  ------------------- Vn

0,029986

6. Regiunea critică : dacă l '„  ;0/2^  Y <  l 't i ; l - a / 2’ atunci se acceptă ipoteza 
n o rm alită ţii; dacă Y <  r „ ;a ,2 sau Y >  V„. atunci se respinge ipoteza
norm alităţii, unde a-cuantilele Ym;o/2 şi Y „-,i~yi2 pentru a  =  0,02 şi a  — 0,05 
sint date în tab . 85.

Tabelul S5

Valorile a-cuantilclor (estului D'Agostino pentru 
veri icarea nornmlilălii

œ =  0,05 a = 0,02

Yn ; 0 ,0 2 5 Y n ; 0.975 Y n ; 0 ,01 1 n ; 0,99

50 — 2,757 1,038 - 3 ,4 4 2 1,140
60 - 2 .6 9 9 1,115 - 3 ,3 6 0 1,236
70 -  2.652 1.176 - 3 .2 9 3 1,312
80 - 2 ,6 1 3 1 ,226 - 3 ,2 3 7 1,374
90 - 2 ,5 8 0 1.260 -3 ,1 0 0 1.426

100 - 2 ,5 5 2 1.303 - 3 ,0 5 0 1.470
150 - 2 ,4 5 2 1,423 - 3 .0 0 9 1,623
200 -2 ,3 9 1 1,496 - 2 ,9 2 2 1,715
250 - 2 ,3 4 8 1 ,5  45 -2 .8 6 1 1,779
300 - 2 ,3 1 6 1,528 - 2 ,8 1 6 1.826

Exemplu. în  procesul fabricării aluminiului Al, unul dintre param etrii care se 
urm ăresc este aşa-num itul oxid de sodiu lavabil (NaoO)!,, al cărui conţinut 
se exprimă in procente. U n procent ridicat de astfel de substanţă influenţează 
negativ conţinutul de A1«03, m ateria prim ă prelim inară in procesul fabricării Al. 
In tab . 86 sint date valorile (Na20 )L in procente şi frecvenţa lor de apariţie 
in cadrul unui experim ent efectuat în scopul stabilirii unei toleranţe superioare 
pentru oxidul de sodiu lavabil.
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Tabelul 86

Datele experimentale (Na,0)x, in procente şi frecvenţa lor de apa riţie

°o 0,03 0 ,06 0.09 0 ,10 0,11 0 ,12 0 ,13
Frecvenţa 1 1 3 4 8 9 10
(Na20 )L% 0,14 0,15 0,16 0 ,17 0,18 0 ,19 0 ,20 0,22
Frecvenţa 7 7 6 4 3 3 3 1

Se verifică norm alitatea datelor eşantionului. 
Se alege p.s., oc =  0,05.
Se calculează ^  iX j.

Se calculează:

1 _  1 _
— (n +  l)/i =  2185 : A' =  0,13742 ; — ( n + l) n - X  =  341,4887;

Sl a  0,033 : Y i  '• X t ~  387>26 1 T  =  45,7713 }
i

D =  0.28306

Statistica l. DM . este :

0,28306 -  0.28203 
0,02998

■ 8,366 0,27247.

Deoarece valoarea statistică Y  nu este sem nificativă :

 ̂70:0,025 =  — -•'3o2 <  0,27217 <  1,1 / 6 = 1  70;0'97S

se accepiă i.n. I i0 cu p.s. a  =  0,05, adică ipoteza norm alităţii se acceptă. 
Metode grafice pentru testarea concordanţei repartiţiei empirice cu unele re
partiţii teoretice. Reprezentarea grafică a datelor în coordonate carteziene 
sau pe reţele special gradate. Sint folosite pentru  detectarea valorilor aberan te , 
testarea concordanţei repartiţiei empirice cu unele repartiţii teoretice, pen tru  
estimarea param etrilor care intervin in forma analitică a  legii de repartiţie  
teoretice.
Reţeaua probabilistică* sau hirtin probabilistică (probabilitij paper, In engl.) este 
o hirtie special gradată (simplu sau dublu logaritmică) pe care se reprezin tă 
punctele ale căror coordonate s in t : (valorile observate ale v .a. X ; estim aţia 
funcţiei de repartiţie  F). adică (X t , F i n ) sau (In X t , Fi n). Se obţine liniari- 
zarca funcţiei de repartiţie  empirice corespunzătoare v .a .X  ~  F ( x ; 6).
Sc recunoaşte astfel repartiţia  teoretică respectivă şi se estim ează param etrii 
ei, fără a apela la metode analitice.
Exemple : reţele Weibull, gama, normală, lognormală etc. pen tru  repartiţiile  
statistice respective.
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L. Nelson a propus în lucrarea : „W cibull probability paper“  — publicată în 
„ Industria l Q uality Control“  23, nr. 9 /1967, p. 452—453, o reţea probabilis
tică de tip  W eibull care perm ite estim area param etrilor direct din reţea. 
Pentru  întocmirea hirtiei probabilistice Wcibull (de tip  Nelson) se reprezintă 
punctele de coordonate : abscisa — datele de observaţie ordonate X t (timpii de 
funcţionare, duratele de viaţă  etc.) ; ordonnln —estim aţia funcţiei de repartiţie 
empirice F x (A 4) — Ff,n ■

F u „ =  (f -  3/8) (n 4- 1/4) %.

Abscisa X { este transform ată de liirtia probabilistică în ts ~  In X i .
O rdonata F x (X f)  — F j n  este transform ată de liirtia probabilistică în
» i . n  =  In (In 11/(1—P {,«))}-
A şadar, la baza gradării hirtiei probabilistice Weibull stă relaţia de dependenţă 
liniară intre In X  şi In {In [1/(1—F,y(x))} :

In {In [1/(1— F x(x)]}=  ¡3 ţln (x  — u) — In 8],

“ f - f îunde Fjr(x) =  1 — e v '  este funcţia de repartiţie a legii Weibull* 
P en tru  liniarizarea graficului, se scade din fiecare observaţie X t o valoare p,<  Ar, 
aleasă prin  încercări, unde p este o estim aţie a parametrului de locaţie p ol legii 
Weibull*.
D upă linearizare, pan ta  liniei astfel obţinută din graficul (X it Fx(-V,)) dă o esti
maţie a parametrului de formă ¡3 al legii Weibull.
P en tru  obţinerea acestei estim aţii se duce o paralelă, prin originea 0 la linia 
ob ţinu tă  şi se citeşte intersecţia acestei paralele cu scala din stingă a h irtiei 
probabilistice Weibull.
In tersecţia liniei obţinute cu ordonata corespunzătoare originei (0, 0) a axei 
t =  In x  c itită  pe scala din d reap ta  dă o estim aţie a valorii — 3 In ă.
Valoarea de pe axa orizontală t =  lnx corespunzătoare intersecţiei liniei obţi
nute cu abscisa originei (0,0) de pe scala din dreapta dă o estim aţie a para
m etrului In 8, unde 8 este parametrul de scală al legii Weibull.
Exemplu. Pentru  testarea concordanţei repartiţiei empirice cu unele repartiţii 
teoretice (cu repartiţia  Weibull) se foloseşte un eşantion form at din 6 probe din 
acelaşi tip  de aluminiu supuse unui test de coroziune accelerată.
Momentele la care s-a atins pragul de coroziune admis sin t A',- : 3,45 ; 5,00; 
5 ,90 ; 7,30; 8,60; 10,20.
Folosind h îrtia  probabilistă Weibull se reprezintă grafic p u n c te le : i

i =  1, . . , .6 .  conform datelor din tab. 87.
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Tabelul SI

x t i '< , n = [ 100( i - Ţ |  6
O/O

1 3,45 8,33
2 5.00 25
3 5,90 41,66
4 7,30 58,33
5 8,60 75
6 10,20 91,66

Scăzînd valoarea 1 din observaţiile X ,  şi rcprezentlnd grafic punctele ; (JCj —l 
[100 (i —1/2)/6| %) se obţine lincariznrca graficului, adică dreapta (d).
O paralelă la dreapta (d) dusă prin originea O intersectează scala din stingă 
aproxim ativ in 2 ,6 ; deci [B =  2,6.
Intersecţiei el dintre dreapta (d) şi ordonata corespunzătoare: originoi (0,0)

a axei t îi corespunde pe scala din dreapta valoarea —5 : deci —Ş In 8 =  —o. 
Intersecţiei B  dintre dreapta (d) şi abscisa originoi (0,0) a  scalei din dreapta

✓ x.
îi corespunde pe axa orizontală t =  In ,r, valoarea 1.9 : deci In 8 =  1,9.
Diagrama Barlow-Campo.
1. Fie un eşantion de volum n corespunzător unei v.a. _Y nenegative cu funcţia 
de repartiţie  teoretică l ' x  (necunoscută) şi fie şirul slalislicilor de ordine cores
punzătoare primelor /• observaţii :

^  ^  X nr, i 1, . . r

2. X  ~  F x{x)

cu :
D ensitatea de probabilitate : f(x).
Media : E(„Y) =  m.

R ata  de defectare: ;(.v) — ---- (̂—1---- •
1 -  F(.r)

Funcţia empirică de repartiţie :

B »(i)

0, u <  X nl

ijti, X ni u X tti f-t-i

l i .  u 5* X nn

3. i.n, H„ : v.a. A- are funcţia de repartiţie  teoretică 7-'x(.r) (de formă analitică 
specificată).

i.a . 7/x ; i.n . TI„ nu este adevărată.
4. Se alege p.s. x.
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5. Se definesc:
Tim pul total de testare pină la a r-a defectare (sau cădere) ca fiind suma tu tu ro r 
duratelor de viaţă observate :

T (  ^ j i r )  = n X a i  ~f (n f ) (X n2 ~  X ni) - j -  . . .  -f (n r — 1) (A nr Xn r_j) 

sau
r

l  (A nr) — J j  X ni +  (n — r) X n r ;
i= i

Transformata tim pului total de testare corespunzătoare funcţiei empirice de 
repartiţie  T'„ :

= 7 , T ( X n r )

sau

H h 1(r ln )=  ^  (1 -  F„(u)) du,

0

unde J 'n 'ţu )  este defin ită  prin relaţia :

F»*( a) =  inf {x ; F„(x) >  x};

Transformata tim pulu i total de testare (transform ata TTT) corespunzătoare 
funcţiei teoretice de repartiţie Fjr(x) :

F-'U )

■W?1( / ) =  ^  ( 1 - F ( u ) ) d u :

o

Transformata normată a tim pului total de testare:

unde
T,(t) =  i i F l (t)iB J l (\) ,

H J \  1) -

F

(1 — F(u)) du =  m

T ,(i) este funcţie crescătoare pc [0, 1J 

T,(0) =  0 

T .(1) =  1.
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Observaţii
1. D eterm inarea lui I lŢ 1 (t) conduce la obţinerea inversei şi deci a funcţiei 
de repartiţie  F. deoarece :

1 -  t dl
1 d

n - \ t ) .

P anta  Ia graficul tran sfo rm at*  T T T .  calculată In punctu l t =  F(x), est e 
ivcrsa ratei de defectare* in punctul considera t:

Această proprietate perm ite clasificarea unei repartiţii cu a ju toru l ra te i de 
defectare.
3. Dacă F(x) este o funcţie de repartiţie pen tru  care ra ta  de defectare este 
crescătoare (IFR ), respectiv descrescătoare (D FR), atunci transform ata T T T  
Ts(t) este concavă, respectiv convexă pentru  t e  (0, 1],
4. Pentru  legea exponenţială*, care are ra ta  de defectare constantă

Aşadar, in pă tratu l de latura 1 ce poate fi construit pe segmentul [0,1], tran s
form ata norm ată T T T  este prim a bisectoare a  acestuia. Pentru alte legi decît 
cea exponenţială, poziţia curbelor transform atei normale T T T ,  corespunză
toare diverselor valori ale param etrilor, se judecă în  raport cu prim a bisectoare 
a pă tratu lu i de la tu ră  1 .
Astfel, pentru legea Gamma * cu param etrul de formă k, k  >  1, se obţin curbe 
concave (situate deasupra bisectoarei) şi concavitatea se accentuează pe m ăsură 
ce k  creşte.
Pentru legea Weibull *, curbele transform atei norm ate T T T  sînt concave (si
tuate  deasupra bisectoarei) pentru [3 >  1 , respectiv convexe (situate sub b i
sectoare) pentru  [3< 1 .
5. Întocmirea, diagramelor T T T .  Se consideră şirul statisticilor de ordine cores
punzătoare primelor r observaţii :

1 - F(x) 1 
f(x) r(x)

r(.r) =  X — constant

şi funcţia de repartiţie  :

F(x) =  1 -  e~*/B x  >  0, a >  0,

sc observă că transform ata norm ată T T T  este :

<  X nr < . . . < £  Aftr
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tes ta rea  oprindu-se la mom entul X«r. Se reprezintă grafic — In sistem de axe 
rectangular — punctele de coordonate

(f /r ;  T (X nf)lT (X „ r)), i =  1, . . . , r .

D iagram a ob ţinu tă  este analoagă cu cea întocm ită folosind transform ata T T T  
cu factorul de scală I f p 1 (u), adică diagrama obţinută reprezentând grafic punc
tele :

( t ;

p en tru  n suficient de m are, astfel incit ifn  —> t şi r/n  u (conform teoremei 
lai Glivenko).
Exemplu. Se consideră 10 observaţii reprezentând duratele de funcţionare 
până la prim a defectare (ordonate crescătoare) ale unui eşantion de 10 piese 
d in tr-un lo t de n =  100 piese :

Tabelul SS

i X«i

1

Hm =  -F(i) II — i
10
£  A:n( 

1
T (X ni) T (X ni)lT (X „A0)

1 2800 0,01 99 2800 280000 0,465
2 3200 0 ,02 98 6000 319600 0,531
3 3400 0 ,03 97 9400 339200 0,563
4 3800 0 ,04 96 13200 378000 0,628
5 4200 0,05 95 17400 416400 0,692
6 4500 0,06 94 21900 444900 0,739
7 4750 0,07 93 36650 468400 0,778
8 5200 0,08 92 31850 510250 0,847
9 5800 0 ,99 91 37650 565450 0,939

10 6200 0 ,1 90 43850 601850 1

S-a calculat In p rea lab il:
io

ÎXX*, io )— i  +  00 -UK!0 =  601850,
l

Se reprezin tă grafic punctele de coordonate (f /r; T(X„{) /T (X nr)), i =  t ,  . . . .
. . r  =  10. P rin  confruntare cu diagramele T T T  pentru repartiţia  Weibull 
se conchide că datele de observaţie provin dintr-un eşantion corespunzător 
rep a rtiţie i W eibull de param etru  ¡3 =  1,85.
Observaţie. Diagramele Barlow-Campo se folosesc pen tru  studiul datelor ne- 
ncgative incomplete sau cenzurate (adică in perioada de observare nu ajung 
să se defecteze sau să se supună observaţiei toate elementele eşantionului).
TESTE PENTRU VERIFICAREA CARACTERULUI ALEATOR.
T.s. pen tru  verificarea caracterului întâmplător sau omogenităţii datelor 
eşantionului folosit. Respingerea i.n. privind caracterul întâmplător (aleator)
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al datelor eşantionului ara tă  una din urm ătoarele trăsă tu ri ale eşan tionulu i:
a) prezenţa unor valori extreme : b) prezenţa unor fluctuaţii periodice ; c) pre
zenţa unor d iscon tinu ită ţi: d) prezenţa unor tendinţe in evoluţia fenomenului 
studiat.
Testul seninelor. T .s. neparam ctric bazat pe semnele anum itor can tită ţi şi nu 
pe valorile lor. 1 )e exemplu, se consideră semnele diferenţelor obseroaţiilor- 
perechi :

dj =  Xjş Xj!

din două eşantioane (.vu ......... ,Tn i ) , respectiv (x12, . . . ,  x„2) de volume egale pro
venind din populaţiile P v  respectiv P 2.
Testul semnelor se foloseşte ca t.s. pentru :
i) verificarea i.n. l / 0 privind o valoare specificată a medianelor populaţiilor 
P v Pi !
ii) verificarea tendinţei unei serii cronologice* (serii de timp) pe baza raportu lu i 
dintre num ărul diferenţelor pozitive şi negative între termenii succesivi ai se rie i;
iii) tes t de omogeneitate a datelor, adică se verifică i.n. :

Ho ■ Fi(x ) =  Fz(x)>
unde Fv  F 2 silit funcţiile de repartiţie ale populaţiilor Pv  P 2.
Testul iteraţiilor. T.s. bazat pe num ărul de iteraţii d intr-un eşantion fa ţă  de 
mediana* eşantionului.
1. Se consideră un eşantion de volum 2 n : X v  . . X 2n asupra v.a. X , avlnd 
funcţia de repartiţia  F(x). Fie

A 'd ) ,  X (2„  . . . ,  A '(n ) ,  . . . ,  X (2 n )

şirul statisticilor de ordine corespunzătoare şi fie mediana* eşantionului.
2. Se alcătuieşte şirul iteraţiilor, adică şirul succesiunilor dc semne „ a ” , res
pectiv „ b ” folosite pentru a desemna o valoare X ( <  Mc, respectiv X ( >  Mc. 
V.a. U — num ărul de iteraţii aslfel obţinut p rin tre cele 2n observaţii consi
derate — arc media şi dispersia :

M (U) =  n  +  1

Var (U) =
n(n  -  1) 
2n — 1

3. I.n. H 0 : eşantionul are un caracter inlim plător.
i / j  : i.n. H0 nu este adevărată.

4. Se alege a, p.s. al testului.
5. S tatistica testului este U.
6. Regiunea critică : se respinge i.n. H 0 pentru  valori mici ale lui U, deoarece 
U semnificativ mic indică tendin ţa  de grupare a datelor eşantionului şi deci 
lipsa unui caracter intîm plător în variaţia  lor. V ariaţia mare a valorilor eşan
tionului fa ţă  dc Me implică U semnificativ mare şi certifică caracterul aleator 
al eşantionului.
Pentru  n suficient de mare, v.a.

U — M ( U)

yV ar ~U~
N(0, 1).

dacă i.n. //„  este adevărată.
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Se procedează in continuare ca la testul z*.
Exemplu. Se consideră eşantionul de volum n =  18 :

* (n *(2) A-(3) *(1> *(s) *(6) * « ) *(B) X (9) *(10) * (n )
1,58 1,60 1,65 1,68 1,70 1,72 1,75 1,75 1 , 76 1,78 1,82

*(12) *(13) *(14) *(15) *(16) * (17) *(10)
1,84 1,85 1,88 1,90 1,92 1 , 96 2,05

Se alege

, .  - '(9) +  * (1„>M c =  ------------------
2

şl se alcătuieşte şirul iteraţiilor „ a ” , respectiv ,,b ” după cum X t <  1,77, res
pectiv Xj >  1,77 :

X j. a a a b b a b b b a  b a a b b a b  a
1 2 3  4 5 0 7  8 9  10 11

care are n — 9 valori a =  X(4> <  Me - 1,77 şi n =  9 valori b -  >  M e = 1,77.
Numărul to ta l de iteraţii este U =  l t .
Se calculează :

Af( U) =  9 +  1 =  10

Var U =
9-8 

18 -  1
4,23.

Se alege p.s. al testului, a  — 0,05. 
Deoarece statistica (-> lest z (bilateral)) :

U — M(U)  

V Var U
0,5

nu este semnificativă :

U -  M (U)

V v â r U
=  0,5 <  za/2 =  2,34

se acceptă i.n. privind caracterul aleator al repartiţiei datelor eşantionului 
studiat.
Test von Neumann (-Kent-Bellinson-Itart). T,s, bazat pe statistica :

82 -----------7  £  (*>+i -  XiY,
n  -  1  7 =  1

num ită media pălratică a diferenţelor succesive, introdusă de K. L. Young 
in 1941, folosită pentru a detecta una din cele patru trăsă tu ri a) — d) specifice 
caracterului nealeator al datelor eşantionului.
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1. Se consideră eşantionul de volum n : xv
2. Testarea caracterului aleator se bazează pe compararea a doi estim atori ai 
dispersiei teoretice, presupunînd că eşantionul considerat provine dintr-o 
populaţie X(m , o2).
3 . - 4 .  (-*- Testul iteraţiilor.)
5. Statistica testului :

M  =  8-Js

i
*“ 1unde 8- este media pătratică a diferenţelor succesive, iar s- =  ---------- ---------■

n — 1
este dispersia de selecţie* (cstim atorul nedeplasat al dispersiei teoretice o2). 
Valorile critice (a-cuantilcle inferioare şi superioare) ale statisticii M  au fost 
tabelate  de H art (1942) pentru  p.s. a  =  0,01 şi 0,05.
6. Regiunea critică : mulţim ea valorilor de selecţie mai mici decît a-euantila 
inferioară sau m ai mari decît a-cuantila superioară a legii v.a. M ; adică se res
pinge i.n. dacă

M < M l_ aL. n sau M  >  M a ;n , 

unde -\Ia n sin t date în tab . 89.
Valorile a-cuantilelor inferioare, -V/j_^ . n. respectiv a-cuantilelor superi
oare, M a . n

Tabelul $9

n
a-cuantila
inferioară ■^1—a;n a-cuantila

superioară M*-,u

a =  0,05 j = 0 ,0 1 = 0 ,0 5 = 0 ,0 1

4 0,78 0,63 3 ,22 2,37
5 0,82 0 ,54 3,18 3,46
6 0,89 0 ,56 3,11 3 ,44
7 0,94 0,61 3,06 3,39
8 0,98 0 ,66 3,02 3 ,34
9 1,02 0,71 2,98 3 ,29

10 1,06 0 ,75 2,94 3,25
11 1,10 0,79 2,90 3,21
12 1,13 0 ,83 2 ,87 3,17
15 1,21 0 ,92 2 ,79 3,08
20 1,30 1,04 2 ,70 2 ,96
25 1,37 1,13 2,63 2 ,87

Observaţie. Pentru n >  25, statistica

este o v.a.

M ’ — 1 — M',2

dacă i.n. H0 este adevărată.
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Se calculează statistica :

M , =
8*

Regiunea critică a t.s. : sc respinge i.n. H a fa ţă  de i.a. II1 dacă

« 1  <  'a ;  .  =  1

unde za este a-cuantila legii ,Y(0, 1).

Exemplu
a) U n lo t format din 16 scule aşchictoare este supus unor încercări de durabi
litate. în  tab. 90 sint date durabilităţile obţinute (in minute), precum şi cle
mentele de calcul necesare*) :

Tabelul 9 0

Nr. crt.
D urabili

ta tea
(m inute)

D iferen
ţele suc

cesive
(x{+1- x ()

Diferenţele 
fa ţa d e  medie 

(* i -  î )
( * < - î ) 2

1 7,16 4,18 - 7 ,8 6 17,4724 61,7736
2 11,34 —6,29 —3,68 39,5641 13,5424
3 5,05 7,15 - 9 ,9 7 2,1025 99,4009
4 6,50 7,76 - 8 ,5 2 60,2176 72,5904
5 14,26 -  4 ,86 - 0 ,7 6 23,6196 0,5776
6 9,40 -  2 ,20 - 5 ,6 2 4,8400 31,5844
7 7,20 4,98 - 7 ,8 2 24,8004 61,1524
8 12,18 5 ,36 - 2 ,8 4 28,7296 8,0656
9 17,51 -  1,44 2 ,52 2,0738 6,3504

10 16,10 6,96 1,08 48,4416 1,6664
11 23,06 -  1,78 8 ,04 3,1684 64,6516
12 21,28 9,16 6,26 83,9056 39,1876
13 30,44 - 1 4 ,1 4 15,42 199,9396 237,7764
14 16,30 1,72 1,28 2,9584 1,6384
15 18,02 6,56 3,00 43,0336 9,0000
16 24,53 — 9,55 — 91,3936

Sursa : D. V. Iliescr., V. Gh. Vodă, Statistică şi toleranţe, Ed. tehnică, Bucureşti, 1977.



Se calculează :

x  =  15,02 

J ]  (x¡ -  x)2 =  799,8477I¿ = 1

16

S2 =  —  ¿  (xi+J -  X4)2 =  38,9911 ; s2 =  53,3231.
15 U l

38,9911
Mca,niat = ~ °’7312-

Se alege p.s. al t.s., x =  0,05.
Deoarece valoarea statisticii M  este semnificativ mai nucă decît a-cuantilă 
inferioară : M  < M 005. 1(.« 1 ,2 2 , se respinge i.n. H 0 cu p.s. a  =  0.05. Rezultă 
că eşantionul respectiv prezintă un caracter nealeator. Experim entatorul 
poate suspecta faptul că eşantionul este influenţat de valori extreme, de exem
plu x3 =  5,05, care diferă suficient de m ult fa ţă  de restul valorilor. Practic, 
aceasta înseam nă că au avut loc anum ite „căderi tim purii” ale sculelor, care 
s-au ru p t m ult înaintea limitei normale de uzură.
b) în  tab. 91 sint înregistrate n =  32 de valori reprezentind tensiunea electro
motoare (e) a unui termocuplu P t R h —P t, la punctul de solidificare al stibiului, 
precum şi elementele de calcul necesare.
Se calculează :

1 « 1 32
s2 =  ---------  (e¡ — c)2 =  ----  ^  (C[ — c)2 =  0,00000135 mV2.

"  — 1 ¿=1 31 t= l

J n - l  J 31
S2 =  — — £  (ef+1 -  C,)2 =  ~  £  (Ci+1 -  Cj)2 =  0,000002064 mV2.

Întrucît n >  25, se calculează statistica :

S2 0.0000U1032
M, = ---- - =  ------------------- 0,974.

2s2 0,000001350

Se alege p.s. al testului, a  =  0,05.
Deoarece valoarea statisticii M 1 nu este semnificativă :

(  30 V /2
M i =  0,974 >  rao5. 32 =  1 -  1.645 - - - - -  I a  0,720

se acceptă i.n. H 0, deci im prăştierea datelor obţinute este întîm plătoare, eşan
tionul respectiv fiind reprezentativ.
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Tabelul*) ST

n i «i e( - c ( ' ¡ - e f ei+2 e i (eZ+l —cl)2

1 5,538 0,001 0,000001
2 5,536 — 0,001 0,000001 0,002 0,000004
3 5,538 0,001 0,000001 0,002 0,000004
4 5,538 0,001 0,000001 0,000 0,000000
5 5,536 -0 ,0 0 1 0,000001 — 0,002 0,000004
6 5,537 0,001 0,000000 0,001 0,000001
7 5,537 0,000 0,000000 0,000 0,000000
8 5,538 0,001 0,000001 0,001 0 ‘000001
9 5,536 -0 ,0 0 1 0,000001 — 0,002 0,000004

10 5,536 -0 ,0 0 1 0,000001 0,000 0,000000
11 5,537 0,000 0,000000 0,001 0,000001
12 5,537 0,000 0,000000 0,000 0,000000
13 5,538 0,001 0,000001 0,001 0,000001
14 5,535 —0,002 0,000001 0,003 0,000009
15 5,536 -0 ,0 0 1 0,000001 0,001 0,000001
16 5,536 -0 ,0 0 1 0,000001 0,000 0,000000
17 5,538 0,001 0,000001 0,002 0,000004
18 5,538 0,001 0,000001 0,000 0,000000
19 5,538 0,001 0,000001 0,000 0,000000
20 5,536 -0 ,0 0 1 0,000001 -0 ,0 0 2 0,000004
21 5,536 -0 ,0 0 1 0,000001 0,000 0,000000
22 5,538 0,001 0,000001 0,002 0,000004
23 5,538 0,001 0,000001 0,000 0,000000
24 5,536 -0 ,0 0 1 0,000001 -0 ,0 0 2 0,000004
25 5,536 -0 ,0 0 1 0,000001 0,000 0,000000
26 5,536 -0 ,0 0 1 0,000001 0,000 0,000000
27 5,539 0,002 0,000004 0,003 0,000009
28 5,540 0,003 0,000009 0.001 0,000001
29 5,538 0,001 0,000001 -0 ,0 0 2 0,000004
30 5,536 -0 ,0 0 1 0,000001 -0 ,0 0 2 0,000004
31 5,536 -0 ,0 0 1 0,000001 0,000 0,000000
32 5,536 -0 ,0 0 1 0,000001 0,000 0,000000

32 32 32 31
X  et =  171,183; £  (Ci- 7 ) = 0  ; £  (et - i ) 2= 0 ,000042; £  (ew - e tf  =

Î  =  1 1 =  1 *  =  1 t c = l

=  0,000064
* Sursa : Idem, ca la tab. 90,

30 c. 680
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TESTE PRIVIND COEFICIENTUL DE CORELAŢIE
Test de independenţii. 1. Se consideră lin eşantion de volum n : n puncte alea
toare (Xj-, ;/,), i =  1, . . n  dintr-o populaţie avind legea normată bidimensio
nală * cu coeficientul de corelaţie p.
2. Vectorul aleator ( X ,  Y ) corespunzător eşantionului da t are legea normală 
bidimensională * cu coeficientul de corelaţie p, avind d.p. :

fx,Y(x> y)
2— C1 CToL 1 — p2

__ i_ i r rx-m {\2  ̂ *->»i y -« i  , c
2 1 -p *  L I  O! )  ~? ol o ,  l  o ,  J J '

3. V. a. X , Y  sînt independente dacă şi numai dacă sînt necorelate, adică se 
verifică :
a) i.n. H 0 :■ P =  0 (t.b.)

i.a. H j : P *  0
b) « o ' P <  0 (t.u.dr.)

B i- P >  0
c) H 0 : p >  0 (t.u.stg.)

H i- P <  0
4. Se alege p.s. al testului, a.
5. Se calculează coeficientul de corelaţie de selecţie

(*< -  zXi/i -  y )
_________ ţ= 1______________________

(x - î )2 /" £  ( U i - y ?
i—1 i —1

Statistica/.;.
Vn -  2 r

V l - r 2
este o v .a. ~  / dacă i.n. H0 este adevărată.
6. Regiunile critice corespunzătoare diferitelor i.a ,H1 sînt date  in tab . 92

Tabelul 92

i.n. H 0 : p =  0

i.a. H l Regiunea critică T est statistic

a) p t̂ O | f |  >  tn —2;  a/2 
sau

t <  — t n - 2 ;  a/2 =  f« -2 ;a /2 ; 
t >  in—2; a/2 t.b .

b) p >  0 t >  tn—2 ; a t.u .d r.

c) p <  0 t  <C tn—2; l —a =  — tn—2; cc t.u . stg.



Exemplu
a) Pentru un eşantion de volum n =  38 dintr-o populaţie in care caracteristica 
sub cercetare este un vector bidimensional, se obţine coeficientul de corelaţie 
de selecţie r  =  0,8. Se verifică i.n. J /0 : p =  0 faţă  de i.a. I I 1 : p 0.
Se calculează statistica t.i. :

t =  ^38 -  2
0,8_ ---------- =  8.

y 1 -  0,64

Se alege p.s. al testului, a  =  0.05.
Deoarece valoarea statisticii este sem nificativă:

' = 8 >'36;0,025 =  2,021

se respinge i.n. privind independenţa v.a. X , V cu p.s. a  — 0,05. Aşadar, 
v.a. X , Y sint corelate.
T est privind coefic ien tu l de corelaţie  bazat pe transform ata  Z a  lu i F isher
1.—4. (—> Test de independenţă ( i .—4.).)
5. Se calculează r. (-*- Test de independenţă (o.).)
R. A. Fisher a a ră ta t că v.a. transform ată :

1
2

In 1 +  r 
1 — r

X 1 +  ? o
1 -  Po’ )

dacă i.n. H0 : p =  p0 este adevărată. 
Statistica testului ;

Z  =

1
•— In 
2

1 +  Po 
1 Po

este o v.a. ~  .V (0,1) cind i.n. H0 este adevărată.
6. Regiunile critice corespunzătoare diferitelor i.a. H1 sint trecute în  tab. 93.

Tabelul 93

i.n. H0 ; p — p0
i.a.H1 R egiunea critică Test statistic

a) P *  Po |Z I>  ra/2 t.b .

b) p >  p„ Z >  za t.u .d r.

c) P < P 0 Z<iZx-tx ~ t.u .stg .

Exemplu
c) U n eşantion de volum n — 28 dintr-o populaţie în care caracteristica este 
vectorul bidimensional (X , Y) dă r =  0,65. Se verifică i.n. : H 0 : p =  0,72 
fa ţă  de i.a. H 1 : p <  0,72.
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Se calculează statistica :

Z =

1
— In
2

1 +  0,65 
1 -  0,65

1 1 +  0.72
— I n -----------
2 l -  0.72

0.665.

Se alege p.s. al t.s., a  =  0.05.
Deoarece valoarea statistică Z nu este semnificativă :

Z  .... 0,665 >  *0,95 z0,05 — -  1,64

se acceptă i.n ,H0 cu p.s. a  =  0,05.
Observaţii
1. T.c.c.t. ZF. este un test aproxim ativ. Legea de repartiţie exactă a v.a. r 
depinde de p şi n şi este destul de complicată.
2. Robusteţea t.c.c.t.ZF . : v.a. transform ată Z are asim ptotic legea norm ală 
şi cînd vectorul aleator (X. Y) nu are legea normală bidimensională, cu condiţia 
ca n să fie suficient de mare.
Asimetria repartiţiilor marginale ale vectorului aleator (X , Y) are efect rela tiv  
mic asupra testului, in timp ce nerespectarea vaiorii excesului v.a. normale 
(J32 =  3) are efect asupra testului.
3. Valorile transformatei Z  sint tabelate.

1  1  +  p

4. U n interval de încredere* pentru — In --------- cu coeficientul de încredere
2 1 - p

1 — a este :

(1
-  In 

2

1 4- r
1 -  3

T est sta tistic  referitor la  eg a lita tea  n iloi e o c f ii  lenţi de corelaţie.
1. Se consideră 2 eşantioane ( -*-Test de independenţă) formate din n,, respectiv 
n2 puncte aleatoare.
2. Vectorii aleatori (Xlr Yj) respectiv (.Y2, Y2) au legea noYmală bidimensio
nală* cu coeficienţii de corelaţie pj, respectiv p2.
Observaţiile sint independente, fiecare observaţie fiind compusă din două 
valori : o valoare x  şi o valoare y. Perechile (x, y) sint presupuse independente, 
dar valorile dintr-o pereche nu sint presupuse a fi independente.

3) a) i.n. Ho ■ Pi = ?2 (t.b.)

i.a. Hx : Pl T4 P2

b) H 0 : Pl = Pî (t.u.dr.)

Hi : P l> Pl

c) H0 : Pl = P2 (t.u.slg.)

Pl < P2

•4. Se alege p.s. al testului, a.
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5. Se calculează coeficienţii de corelaţie de selecţie rv  respectiv r2 pentru 
cele două eşantioane. (—► Test de independenţă pct. (5)).
Se calculează :

(transformatele zv  zs ale lui Fisher)

z„
1

— In
2

1 -f* r2 
1 — r2

S* =
1

n„ — 3

Statistica testului :

6. Regiunile critice pentru diferite i.a. U1 sint date în tab. 94.

Tabelul 9 i

i n. H„ : pi =  p2

i.a.Hi Regiunea critică Test statistic

a ) Pi ¿Pa \Z \>  za/2 
sau

Z <  ~  za/2 =  zl-a /2  
Z >  2oc/2 t.b .

b) P i>  pi za t.u .d r.

C) Pl <  P2 Z  <  % s= — za t.u .s tg .

Exemplu
a) înălţimile şi greutăţile a n a  =  10 masculi şi nF =  8 femele aleşi intîm plător 
dintr-o populaţie de animale sint date în tab. 95.
Se verifică dacă coeficientul de corelaţie in tre înălţime şi greutate este acelaşi 
pentru masculi şi femele, adică :

fa ţă  de i.a.

i n. H„ : pm  = p f

H i  '■ P i l  #  PF-
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Tabelul 95

Masculi Femele

înălţim e (cm) G reutate (kg) Înălţim e (cm) G reutate (kg)

166 63 161 60
187 98 158 61
170 82 165 68
171 80 154 52
182 86 166 67
188 85 170 68
175 84 167 69
183 79 177 80
179 75
178 76

Se calculează :
rM =  0,6744 :M =  0,8188

rF =  0,9665 :F =  2,0362

S2 =  0,34286

corespunzătoare celor două eşantioane de volume n^j =  10, respectiv lip =  [8 
Se calculează statistica te s tu lu i:

0,8188 -  2,0362
Z =  ------- - ------=  -  2,08.

Vo,34286

Se alege p.s. al testului, a  =  0,05.
Deoarece valoarea statisticii Z este semnificativă :

]Z| =  2,08 > z 0>02S=  1,96

se respinge i.n. H0 cu p.s. a  =  0,05 şi se conchide că : pM =£ pp.
T est sta tistic  referitor la  ega lita tea  a  b  coeficien ţi de eorelaţie
1. Se consideră k  eşantioane (->■ Test de independenţă) formate din nv  . . nţ ,  
respectiv puncte aleatoare.
2. Vectorii aleatori ( Xv  Yj), . . (X k, Y k) au legea normală bidimensională* 
cu coeficienţii de corelaţie p j ,  p2, . . . ,  p j t ,  respectiv.
Observaţiile sint independente. (-* Test stat. egal. 2 eoef. corei.)*
3. i.n. IIq : pj =  . . .  ~  pjc

i.a. H1 : i.n. H 0 nu este adevărată.
4. Se alege p.s. al testului, a.
5. Se calculează coeficienţii de corelaţie de selecţie ru  . . ., rjt, respectiv ,pentru 
cele k  eşantioane. Test de independenţă, (o)).
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Se calculează :

■In
1 +  r,— ’ t =  1.........k (transformatele ale lui !• isher*)

j  1 -  rt

A “  (^1 -f- n2 -f- • • • T  n/j) — 31’

5 =  {("i -  3) +  . . .  +  (nt  -  3) zk}!N.

Statistica testu lu i :

X2 =  5 j  < "«  ~  3 >zi - z“ —
♦=1

i  1 i + f i T

£  ("f -  3)

este o v.a. ~  X |_ i  cind i.n. //„ este adevărată.
6. Regiunea critică a t.s. : se respinge i.n. H 0 dacă

/ : >  y .* ;k -1-

Exemplu. Se consideră 5 eşantioane independente de volume 21, 30, 39, 26 şi 
35 din populaţii în care caracteristica sub cercetare este un vector aleator b i
dimensional. Se calculează coeficienţii de corelaţie de selecţie rit i =  1, . . . ,  5 : 
a ,39 ; 0,61 ; 0,43 ; 0,54; 0,48.
Se verifică i.n.

Ho • Pl =  p2 ~  93 ~  Pi =  Pâ

faţă de i.a. H 1 : i.n. H 0 nu este adevărată .
Se alege p.s. al testului, a  =  0,05.
Calculele po t fi urm ărite în tab. 96

Tabelul 96

1 1 “f'Ti — I n -------
2 l - r 4

Uj —3
{ u i -  3)

— I n --------
2 1 - r ,

{ U i - 3)

i 1 , 1 + r *Y
U N  —J

0,39 0,412 18 7,416 3,055
0,61 0,709 27 19,143 3,572
0,43 0,460 36 16,560 7,618
0,54 0,604 23 13,892 8,391
0.48 0,524 32 16,768 8,786

136 73,799 41,422
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Deoarece valoarea statisticii x 2 nu este semnificativă : 

t  =  1 .4  <  7.0,05; 4 =  9 '49

se acctp tă  i.n. privind egalitatea coeficienţilor de corelaţie pentru cele 5 eşan
tioane.
Observa/ic. Pentru k  =  2 se obţine t.s. referitor la egalitatea a 2 coef. corei*. 
Valoarea statisticii x 2 pentru  k~- 2 este p ă tra tu l valorii statisticii Z  a testului 
menţionat.
TESTE PRIVIND REPARTIŢIA POISSON. Teste pentru  verificarea con
cordanţei unei repartiţii empirice cu legea Poisson* ; teste referitoare la para
m etrul A al legii Poisson, adică teste referitoare la medii.
Testarea concordanţei cu legea Poisson. Verificarea ipotezei statistice că popu
laţia  din care provine eşantionul stud ia t are legea Poisson. Se consideră 
un eşantion de volum n. format din n observaţii independente, X v  . . . .  X nr 
avînd valori întregi ncnegative şi provenind dintr-o populaţie cu legea ne
cunoscută.
Test de concordanţă x2 cu legea Poisson. Se aplică lestul de concordanţă y f,  
cazul parametric*, după ce s-a obţinut un estim ator al param etrului X al legii 
Poisson sub forma :

A  ___

A =  X ,

unde X  este media de selecţie* calculată pe baza eşantionului de volum n con
siderat.
Test de concordanţă Kolmogorov-Smirnov cu legea Poisson. Se aplică cu unele 
precauţii, şi anume : decizia lua tă  în testu l de concordanţă Kolmogorov- 
Smirnov poate să nu fie corectă atunci cînd valoarea statisticii testului de 
concordanţă Kolmogorov-Smirnov este doar puţin  mai mică decit valoarea 
critică tabelată.
în plus, nu se cunoaşte efectul estim ării param etrului A al legii Poisson asupra 
statisticii testului, aşa cum se întîm plă în cazul testului de concordanţă y 2, 
cazul parametric *. Se ştie doar că adevăratu l p.s. al testului Kolmogorov- 
Smirnov este mai mic decit valoarea nominală a p.s. a  ales şi că probabilitatea 
erorii de genul II creşte.
Aceste aspecte nedorite ale aplicării testului sînt atenuate atunci cind numărul 
param etrilor estim aţi este mic fa ţă  de volumul eşantionului considerat.
Test preliminar bazat pe verificarea egalităţii mediei şi dispersiei v.a. Poisson. 
Testul concordanţei repartiţiei empirice cu legea Poisson bazat pe proprie
ta tea  legii Poisson* dc a avea media şi dispersia egale. Se ştie că v.a. 
X  ~  Po(X) are ;

E (X ) =  Var X  =  A. (-> legea Poisson)*

Dacă estim atorii medici şi dispersiei obţinuţi pe baza eşantionului considerat 
nu diferă foarte m ult, se poate conchide că eşantionul provine dintr-o populaţie 
Poisson.
1. Se consideră un eşantion de volum n ; X v  . . . ,  X n. Toate observaţiile sînt 
independente şi sîn t numere întregi nenegative.
2. Legea v.a. X  este Po(A).

Se calculează statistica testului :

X2 =  1,4
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Modelul sta tistic  postulează că eşantionul considerat provine dintr-o populaţie 
statistică de caracteristici întregi nenegative, avind o lege imimodală cu media 
m si dispersia a-, apropiată de legea normală X(m . a")

>i0 : 0 »=  m (t.b.)

/<! : r r  •/ m

1 Se alege p.s. a  al testului.
Statistica testului :

>;2 =  (n -  1) s?;X

unde A' este media de selecţie*. X
1

V  X ,

s- i\ste dispersia dc selecţie*.
1

n -  1

n

I  m — A )2 este o v.a. ~  y 2— î cînd

i n. /:f0 este adevărată.
6, 1 legiunea critică este form ată din mulţimea valorilor de selecţie mai mari 
docil jc/2 — cnantila superioară sau mai mici decit a/2 — cuantila inferioară
a legii x2 cu ( n - 2 )  S t l  :

i - r :  >•/.
2
yJ2 («—  2 )

A şadar,.se r e s p in g e . i .n . - / f ft c o n fo rm  căreia p o p u l a ţ i a  t e o r e t i c ă  es te  P o isson  dacă 
v a lo a re a  s t a t i s t i c i i  y *  es te  se m n if ic a t iv ă .
Observaţii •
1) T .p .P . propus este un test aproxim ativ.
Se aplică numai, dată, A  > 1 0 .
2) In expresia statisticii x2 a testului se înlocuieşte a3 - -  dispersia teoretică 
necunoscută prin X  — estim atonil mediei şi dispersiei v.a. P op).
3) T.p .P .  presupune valid itatea unei legi unimodale, care să fie aproxim ativ 
normală.
T .p . l ’. a ra tă  mai degrabă îm prăştierea valorilor eşantionului decit forma legii 
teoretice postulate
4) Pentru mai niultâ siguranţă a inferenţei statistice se recomandă iestul de 
concordanţă cu legea Poisson *.
Teste privind variabila aleatoare ~  Po(X).
Legea Poisson depinde de un singur param etru X (media sau dispersia v.a. 
~  i'o(A)). Aşadăr. t.c. L .P . adică v.a. ~  Popi) vor fi teste referitoare la medii. 
U «d  X > 9 şi volumul eşantionului este. suficient de mare se foloseşte aproxi
marea legii Poisson prin legea normală*.
Teşi unilateral pentru media L  T e s t  u n i la te r a l  p e n t r u  ve r i f ic a re a  i .n. :

fa ţă  de La.
H0 ■ E l X ) =  > ,<  â®

n .  : X >  X0 (T.s.u.dr.)

unde v.a. X  ~ P op).
1. Se consideră un eşantion de volum n : X 1. X2, . . . .  X„. Toate observaţiile 
sint. independente şi sini numere nenegative.
2. V.a. X  ~  Pop.), 7. param etru  necunoscut.
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3. IIq : 7. St /.,) (t.s.u.dr.)

i : 7. <t /,((,

respectiv

H 0 : >. >  ? 0 (t.s.u.stg.)

111 : 7. < /-o

4. Se alege p.s. al testului,
5. Se calfculează

s =  S]  X , =  nX  =

6. I.n.7/(, sc respinge cu p.s. a, fa ţă  ele i.a. f / j  dacă :

resp ec tiv :

(nAo)fc

k = $

0 =  £ A !

Valorile statisticii P, respectiv statisticii (7 po t fi tabelate pentru  diverse valori 
ale lui '/,0, n, s.
Exemplu. N um ărul mediu de accidente pe lună, datorită  vitezei", este 10. în 
prim a lună după introducerea unor restric ţii de viteză, acest num ăr scade 
la 4. Presupunem că num ărul de accidente pe lună, după introducerea restric
ţiilor de viteză, este o v.a. Poisson de medic Â.
Se alege. p.s. a  =  0,05, de exemplu.
Se verifică i n.

fa ţă  de i.a.

Deoarece n -= 1,

H 0 : >. =  10 

7/j : A ^  10.

<? = £ e • «>0
k  1

4

£  e " 1 0

10*
77 0,020

şi ţin înd  seama de regiunea critică a testu lu i unilateral sting sc respinge i.n. P/0. 
conform căreia noile restricţii conduc la micşorarea numărului de accidente. 
Pentru valori mari ale lui n, v.a.

s  —  / ;? .  X  —  /.

]/n7. ţ/ /.In

are legea _V(0,1) şi serveşte pentru  verificarea diferitelor ipoteze alternative 
ipotezei JI0 : A =  >.0.
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In tab. 97 sint trecu te  i.a. şi regiunea critică corespunzătoare unde z 

~  (.V (0,1) dacă i.n. este adevărată : Â =  /.„.

Tabelul 97

* a — X0
Regiunea critică Test statistic

X yÎ X„ I î |>  ~ai2 t.b .

x < A
1

1 t.u .stg .

V o 2 >  ra t.u .d r.

Pentru n  suficient de mare, se utilizează aproximarea legii Po(>.) prin legea 
normală.
Y.a.

_ s n/.0 X

Vn'-o Vl-a/n
este v.a. ~  N  (0,1).
Se respinge i.n. I I0 fa ţă  de i.a. IIV cu p.s. a  dacă :

~ > ia, (t.s.u.dr.)

unde este a-cuantila superioară a legii Ar(0,l).
Test bilateral pentru media /.. Test b ilateral pentru  verificarea valorii specifi
cate a param etrului /. al legii Po(/.)
1 .—2. (-»■ Test unilateral pentru media Â). 
t i .  Se verifică i.n.

fa ţă  de i.a. :
II0 : /. — 7 0

i / j  : /. ş£ i' o ■

4 . - 5 .  (-*■Test unilateral pentru media >.).
0. Pentru n suficient de mare se utilizează aproximarea legii Po (/.) prin legea 
normală :
Regiunea critică a t.s. bilateral este : se respinge i.n. //„ cu p.s. fa ţă  de i.a. 
II1 dacă :

unde :aj2 este a/2-cuantila bilaterală a legii A'(O.l).
Test pentru egalitatea a două medii Xj, X2.
1 —2. Fie v.a. ~  Po (X2) şi A', ~  Po(X3), v.a. independente. 
Atunci v.a. Xj —X t  ~  X  (<1,2X).
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3. Se verifică i.n. 

fa ţă  de i.a.
H 0 : — /.'t

H1 : >  X2 (t.u.dr.)

4.
5.

Se alege p.s. a  al testului. 
S tatistica testului :

z
X 1 +  -l 2

unde x ,, x2 slut valorile observate ale v.a. V,. _\’2.
6. Regiunea critică este form ată din mulţim ea valorilor eşantionului mai m ari 
decit a-cuantila superioară a legii N  (0,1).
Aşadar, se resping i.n. / f 0 fa ţă  de i.a. JJ1 dacă :

Exemplu
1. 2. Numărul de morţi în accidente auto. intr-un oraş, în două săptăm îni
consecutive, a fost de ,rj =  (3, respectiv .t2 —- 3. Presupunind că num ărul de 
m orţi în accidente auto este o variabilă Poisson de medie / , ne propunem să 
verificăm i.n.
3. //„ : X, =  X2 
fa tă  de i.a.

II  : Ăj >  X*.

4. Se alege p.s. al testului, a  =  0,01 de exemplu.
5. S tatistica lestului :

( 1 ) / 1 ^
I 6 ------- -  3 +  —
\ 2 )1 l  2 1

y»
Regiunea critică : z < z 0>01 =  2.33 şi acceptă i.n. H0.
Teşi pentru cgalilalea a k  medii a k legi Po(/.j). i =  1, k ; k  ^  2.
!. —2. Fie A',, A-2, . . . .A ’jt v.a. independente repartizate Poisson de param etri 

>.2. . ..., Xj ; * >  2.
3. Se verifică i.n.

faţă (ie i.a.
II0 : / , --- >.o =  /.»

7/, : j.f yt 1.), i, j , e  {1. ■ ■ ■•• *}. i t4 j .

4. Se al« ge p.s. s. a! lestului.
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5, S tatistica testului :
k

* ■  -  s*=1

(*1 -  *)* 
ă:

6. Regiunea critică : X 2 >  x2a . undo ,r, sînt valorile observate ale v.a.
Y (, i =  1, . . k.
în eşantioane a cite 1000 piese fiecare s-au găsit r ,  - 15, 13. 8, 6, 11, 9, 14, 
10, 16, 0, 12 piese defecte, respectiv.
Deoarece probabilitatea ca să obţinem o piesă defectă este foarte mică, frec
venţele observate .r, . t_ , n  pot fi considerate ca provenind din populaţii
Poisson.
Fie A”, — v.a. Poisson ce caracterizează populaţia din care provine eşan
tionul i.

a:f ~ p o a (), n i . . . . , i ,

Sc verifică i.n. privind egalitalca mediilor A,- aie v.a. A'f, adică :

«o : -  ■ • • — tei-
Se calculează :

11 / _ Tţ\2
î  -  H .2 ; Y  U t -  î )2 =  97.6 : £  =  SA.

i i  * *

Se alege p.s. al testului a  — 0.05, de exemplu.
Din tabelele legii y 2 pentru k =  t l  (num ărul esantioanelor) se determ ină 
0,05 — cuantila superioară a legii yy :

7.0,05; 10 “
Deoarece valoarea statisticii .Y2 nu este semnificativ â :

Y2 =  8.7 <  Xo.os: 10 =

sc acceptă i.n. II0 şi putem considera că cele 11 eşantioane a cite 1000 piese 
fiecare provin din populaţii omogene din punctul de vedere al pieselor defecte. 
TKSTE PR IV IM ) REPARTIŢIA BPVOMIALĂ. T s. pentru verificarea 
concordantei unei repartiţii empirice cu legea binomială* B i f.r, p ) : t.s. referi
toare la parem etrui p al legii binomiale ele.
Teste de concordanţă eu legea binomială Iii (x, p).
Test de concordanţă yy cu legea binomială (cazul neparam etric).
Fie X  o v.a. r> prezentînd numărul de realizări (..succese-’) ale unui anumit 
eveniment in n probe independente pentru rare probabilitatea obţinerii unui 
..succes” tete p.
R epartiţia v. a. X  este legea binomială*.
T.c. l.b. revine ia verificarea i.n.

fa ţă  di i.a :
1I0 : X  ~  mp?, f )

111 : A nu are legea Ili(x. f) .

J)c exemplu, v.a. A ri prezintă num ărul de produse defecte diutr-un eşantion 
de volum n  extras dini,- uri Iot de volum .V (n ^  X ), p fiind probabilitatea ca 
un produs să fit- di feet fa n verificare.
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Fie F(,  1 k  frecvenţele observate, adică numărul de realizări ale evenimen
tului corespunzător v.a. X,  in I; clase şt fie fi  frecvenţele teoretice respective, 
conform i.n. H0.
Dacă i.n. H0 este adevărată, statistica : ,

adică :

r  -  V
-  f i y .
h

Test de concordanţă yy)

este o v.a. y% cu v g.I., tinde v =  Ar—nr. dc relaţii dintre F , şi f,-, folosite pentru 
a determ ina pe / , )  =• A —1. ţin ind scama că

Ş  fi =  Ş  F t .

Se procedează în continuare ca la testul de concordanţă* yy .
Exemplu. Pentru a verifica rezistenţa la îndoire, un num ăr de ,Y =  80 bare 
metalice sînt supuse unor încercări. Experienţa se face îndoind in n 5 puncte 
fiecare bară şi notînd X  — num ărul de puncte în care fiecare bară a prezentat 
rup tu ri (X  =  0, 1, 2, 3, 4. 5).
Se verifică ipoteza legii binomiale a v.s. X ,  ştiind din verificări anterioare că 
probabilitatea producerii unei rup tu ri la îndoire este p =  0,4 în fiecare dintre 
încercări.
Fie F i  — num ărul barelor ce au X  =  0,1, . . . ,  o sau mai multe rupturi şi fie 
f, — frecvenţele teoretice corespunzătoare.
Se calculează

p  =  P (X  =  n xţ n  =  5) =  Cs'ţO,4)*(1 -  0,4)5--Y, nx =  0,1, . . ., 5.

Fiecare valoare P  m ultiplicată cu X  =  80 dă f i  — frecvenţele teoretice (co 
Ioana a 8-a a tab. 98)

f t  =  80- P  ( X  =  nj/n =  5).

Calculele po t fi urm ărite în tab . 98.
Se alege p.s. al testului, a  =  0,05, de exemplu.
Ţinind scama că există o singură relaţie dc legătură :

T l  f i  =  £  ^  =  80
t X

şi k — 6 clase de valori, din tabelele legii yy se citeşte 0,05-cuantila legii yy cu 
6 - 1  =  5 g.I. :

Xo,05 ; o =  l l - l *

Deoarece valoarea statisticii yy este semnificativă :

X' =  31,215 >  y.oj05;5 =  11’1
se respinge i.n. H0 cu p.s. x  =  0,05, adică legea v.a. X  nu concordă cu legea 
binom ială.
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Test de concordantă y" cu legea binomială (cazul parametric). Test de concor
danţă* cu legea binomială cinci nu sc cunoaşte vulcan a param etrului p-proba- 
bilitatea obţinerii unui ,,succes” şi urinează a fi estimat pe baza datelor eşan
tionului considerat, adică :

P =  Y j  X F t(X )!n .X . 
i

ceea ce duce la pierderea a 2 g.l.
Se procedează ca in cazul i) anterior ţinind seama că statistica y- :

.. v  ,r< -
X -  ¿J -f 

i - =  1 l i

2
■este o v.a. ~  yy cu v -- A1 —1 —1 =  1:—.2 g.l. cind 1J0 este adevărată,
Exemplu. Keluind exemplul din cazul i) anterior şi presupunind că p este 
necunoscut, se estimează valoarea acestui param etru prin :

I  X E {(X)  
i

5-80
1GÎ
400

0,4025.

In continuare se procedează iu mod analog, alcătuind un tabel similar cu tal). 98, 
utilizind p 0.4025 şi ţin ind seama că y- este o v.a. y f  cu (5—2- 4 g.l. cind 

este adevărată.
T est pentru o va loare specificată  p0 a  param etrulu i lej|ii b in om iate  B i(n , p)
i) Test exact
1. Se consideră un eşantion de volum n obţinui din n probe independente, 
in care se obţin X  r realizări (..succese” ). In fiecare probă probabilitatea 
de a obţine un „succes” este p .  Proporţia observată de „succese" este r / n .
2. X  ~  Bi (n, p).
3. a) //„ : p — p0 (valoare specificată a proporţiei).

Ut ■ V ¥■ Po(t b ) 

b) //„ : p ^  p0 (t.u.dr.) 

h 1 . p >  p o

■e) u 0 : p >  Pa ft.ti.stg .)

l i l ■. p < p„.

4. Se alege p.s. ai t.s. : y. — 0,05, de exemplu.
5. Se calculează statistica :

p  ~ - £  c U Z d  - p*)"-'.
r-—. i

Probabilităţile binomialc :

i \ x  = r'n , r#) — ci; 5(1 — roy‘~ r
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se determină prin calcul direct sau folosind tabelele legii binomiale (tab. 99). iar 

p  =  £  « i  -  p ) - '
r =ix

se obţine prin adunarea acestora.
6. Regiunea critică a t.s. :
b) se respinge i.n. H0 cu p.s. dacă :

P  <  x

sau folosind v.a. X  — r drept statistica testului :
— regiunea critică ce include a/2-cuantila inferioară şi a/2-cuantila superioară 
a legii binomiale B i (n, p0).
— regiunea critică ce include x.-cuantila superioară a legii binomiale B i (n, p0).
— regiunea critică ce include a-cuantila inferioară a legii binomiale B i (n , p0), 
respectiv a legii binomiale B i (n, 1/2). Regiunea critică cuprinde vaioarea 
tabela tă  :

Tabelul 99

n CC =  0,005 0,01 0,025 0 ,05

5 — — 5
6 — — 6 6
7 — 7 7 7
8 8 8 8 7
9 9 9 8 8

10 10 10 9 9
11 11 10 10 9
12 11 11 10 1 0

13 12 12 H 10
14 13 12 12 H
15 13 13 12 12
16 14 14 13 12 !
17 15 14 13 13
ÎS 15 15 14 13
19 16 15 15 14
20 17 16 15 15

Exemplu. Cu ocazia unor săpături se descoperă 10 fosile, dintre care 6 sin t clasi
ficate ca aparţinind unor femei şi 4 unor bărbaţi. Se verifică ipoteza conform 
căreia raportul dintre sexe este 1 : 1 sau sint mai m ulte fosile de femei, adică i.n. :
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fa ţă  de i.a.
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unde p este proporţia de femei. 
Se calculează :

io
S  Cîo

, 10—r

r = 6

folosind tabelele binomiale

2i®
(210 +  1 2 0 + 4 5 + 1 0 + 1 ) =  0,377

P  =  P

(t ) W
binomiale ;

^ X =  6 / 1 0 , +  P ^ X  =  7/10, +  . . .  +  P ^ X  =  10/10, j j  =

=  0,0251 +  0,1172 +  0,0439 +  0,0098 +  0,0010 =  0,377.

Se alege p.s. al t.s„  a  =  0,01, de exemplu. 
Deoarece valoarea lui P  nu este semnificativă :

P  =  0,377 > 0 ,01

se acceptă i.n ,H0 cu p.s. a  =  0.01, adică adevărata proporţie de fosile femei este 
1/2 şi deci raportul între sexe este 1 :1 .  
ii) Xest exact bazat pe legea F
Folosirea tabelelor legii binomiale este incomodă, de aceea se recomandă folo
sirea legii F  pentru t.s. corespunzător param etrului p al legii B i (n, p).
1. —4. (-+ i) Test exact) (cazul precedent).
5. Se calculează statistica :

Y = ------------- - 1 Po
n +  1 Po

Z  = Po

r +  1 1 —- p0

Dacă i.n. H a este adevărată, v.a. Y  ~  F.2(n+ l-r),2 r’ iar v.a. Z ~  F.
6. Regiunea critică a testului pentru  diferite forme ale i.a. 1+ : 
a) se respinge i.n. H0 dacă :

2(r+1). 2(n—r)

Y > F ,a/2 ; 2(n—1—r), 2r

Z > F ,a / 2 ; 2 i r + l ) ,  2[ n - r f

unde P a/2 ; Vj,v2 este z/2-cuantila superioară a legii F* cu vt, v2 g.l.
b) se respinge i.n ,H0 dacă

* -> ^ra ; 2 ( »  + l —r ) , 2 r

unde F a ; olt v, este z-cuantila superioară a legii F  cu v1( v2 g.l.
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c) se respinge i.n .i/0 dacă

Z > F a; 2 ( r + l ) , 2 ( n - r )

ţinîndu-se seama de relaţia  in tre cuantilele legii F,  şi anume :

1
F

Exemplu. Intr-un lot de n =  100 difuzoare s-au găsit r — 8 difuzoare care 
prezintă defecte : piese nelipite, im pedanţă necorespunzătoare etc.
Pentru difuzoarele de tipul stud iat se ştie din experienţa anterioară că proporţia 
de produse defecte este :

şi există motive să bănuim că pentru  perioada urm ărită proporţia de produse 
defecte a crescut.
Se verifică i.n. :

se acceptă i.n. II0 cu p.s. a  =  0,05, adică se acceptă şi pentru  perioada urm ă
ri tă  o proporţie de piese defecte egală cu 0,091.
iii) Test bazat pe aproximarea legii binomiale B i (n, p) cu legea normală .V(0,1) 
1 .—4. (—► i) Test exact) (-> tab . 67).
5. P en tru  valori mari ale lui n, (n > 2 0 )  v.a.

are, aproxim ativ, legea norm ală N  (0,1) cînd i.n. Ha este adevărată.
Se procedează în continuare ca la testul Z*.
6. Regiunea critică corespunzătoare diferitelor i.a. sin t trecute In tab . 100. 
unde

p =  0,091

H0 : p  =  p0 =  0,091
fa ţă  de i.a.

II i : p >  p0 (cazul b).
Se calculează :

Y = ----------------------------------------------- -----  0,86.
100 +  1 -  8 0,091

8 0,909

Se alege p.s. al t.s., a  =  0,05.
Deoarece valoarea statisticii Y nu este sem nificativă :

Y =  0,086 <  /(0,05 ; 186,16 ~  2 »01

X
X  — np r — np Pn

VnP( 1 ~  P) V V ll -  P) P(1 -  P)
n

r -  np0

Ynpa(l -  p 0)
Z =
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Tabelul 100

H 0 : p =  p0 T est sta tistic

H i Regiunea critică

a) p <  Po ! Z 1 >  *a/2 t.s.b.

b) p >  p0 Z  >  z3 t.s .u .d r.

c) P <  Po Z  <  ~l-a t.s .u .stg .

Exemplu. în tr-un  lot de 80 de difuzoare C4 s-au găsit 10 produse care prezin tă  
diferite defecte : blocat, În trerupt, vibraţii, lipsuri, neglijenţe etc. D intr-un 
studiu anterior al producţiei difuzorului (I chenzină) se ştie că proporţia de 
produse defecte este P 0 =  0,091 şi de asemenea există m otive să bănuim  că 
pen tru  perioada urm ărită  proporţia de produse defecte a crescut.
Se verifică i.n.

fa ţă  de i.a.
//,, : P =  p 0 =  0,091

H1 : p >  p# (cazul b).

Pentru n — 80, r =  10, p0 — 0,091 se calculează

10 -  80-0,091 2,22
Z =  -------  • --------=  0,86

fSO -0,091-0,909 2>57

Se alege p.s. al testului, % — 0,05.
Deoarece valoarea statisticii Z  este sem nificativă :

Z  =  0,86 >  ^0,05 =  -o,95 • - 1,65,

se respinge i.n. H0 cu p.s. a  =  0,05, adică proporţia de produse defecte nu a 
crescut fa ţă  de perioada I chenzină.
e) în tr-un  proces de fabricaţie p roporţia articolelor defecte este p  — 10%. 
D upă introducerea unor noi metode de muncă, proporţia de defecte a scăzut, 
astfel incit intr-un eşantion de 100 de articole se găsesc 15 articole defecte. 
Se verifică dacă noile metode conduc la reducerea proporţiei articolelor defecte, 
adică se verifică i.n.

II0 : p  — Po — 0,1 faţă de i.a. Hx • p  <  0,1,

unde am notat, prin p proporţia articolelor defecte.
Pentru n ~  100, r =  15, p0 =  0,1 se calculează statistica :

15 -  100(0,10)
Z  =  -—  ..........=o 1,66.

fl00(0,l)(0,9)
Se alege p.s. al testului, a =  0,01, de exemplu.
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Deoarece valoarea statisticii Z  este semnificativă :

Z =  1,66 <  z0(99 =  2,33

se respinge i.n. H0 cu p.s. a  =  0,01, adică noile metode tehnologice nn au dus 
la reducerea proporţiei de articole defecte.
Pentru  calcularea puterii t.s . pentru  verificarea i.h. 1I0 fa ţă  de i.a. H1 se pro
cedează ca la testul z* şi se obţine :
a)

b)

Pi)  =  &u v P»(l -  Po> 
P i (1 -  P i)

- v *
Po -  P l  \  _  

Kp i(1 -  Pi) /

©(* -  ~\f — f>— 4- T/n — —— -- 1... ^ » p, ^
I i - T r Pi(i -  po Tp̂ i - pù J Po

TC ( vV, Pi) =  1

C)

- J  + f . l  f
l  V m a  -  Pl) I

. .  /  n ( P o - P i )
7 t ( W ,  P l )  =  (J )  _ _ _ _ _

V K nPi(l.— Pl)

1 /  Po(l -  Po)

"a F p i v  -  f t )
b P i >  Po

l / f o d  ~ n ) \

F  P i0  -  p i ) ) ’
Pl <  p„.

Observaţie. R elaţiile ce dau puterile testului po t fi folosite pen iru  determ i
narea num ărului de observaţii astfel Incit testu l să fie de putere 1 — jî, speci
ficată.
De exemplu, eg a lîn d  re la ţia  b), respectiv c) cu 1— fi sc obţine : 

n  =  ----- ------- (zaV(ptt(l  -  Po) +  zp)/p i(l -  Pl))2,
( P i -  Po)2

respectiv :

n =  —— ----7T (Za^Poi1 -  Po) -r zgKpiţl -  Pi))2.
(Po -  P i ) 2

iv) Test bazat pe aproximarea legii binomiale B i (n. p) cu legea Pcisson Po(X). 
Se aplică atunci ciad param etru l p  este mic şi n este marc.
Se procedează în continuare ea In cazul aplicării t.s. referitoare la v.a. X  P o(\) 
unde X =  np
v) Test pentru parametrul p  al legii binomiale (n, p) folosind transformări un
ghiulare.
1. —► (i) Test exact)*
Se consideră v .a. rfn  — proporţia observată de „succese” .
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Se observă că Var (r/n) depinde de p şi n, cei doi param etri ai legii binomiale 
B i(n , p ).
Se aplică o transformare unghiulară v.a. r/n  pentru  a obţine o v.a. eu dispersia 
independentă de param etrul p.
Fie v.a. transform ată :

^ — |  =  2Vn arc sin —

( ^ )  =  2 a r c s i n j f - :

avînd dispersiile :

v2

Var vx =  1

Var v2 =  1/n, respectiv.

3 . - 4 .  (-> Test exact, pct. i). 
5. V.a.

v2 ( ^ )  =  2 a r c s i n ] ^ I

are aproxim ativ legea N (2 arc sin Vp, 1/n) (unghiul este m ăsurat în radiani). 
Dacă sc aplică corecţia de continuitate, se foloseşte v.a.

v,(r/n) =  2 arc sin / r / n  -f- 1/2 n.

6. Se'procedează in continuare ca la pct. i) ţinlnd seam a că :

2 arc sin Yh  +  1/2n  — 2 arc sin \ P

w
unde <b (u) este func(ia lui Laplace.
Observaţie
1. Folosirea transformărilor unghiulare uşurează calculul puterii t.s . şi a l volu
mului n al eşantionului fa ţă  de t.s. folosit la pct. iii), (-* T e s t  bazat pe aproxi
marea legii B i (n, p) cu legea normală.)*.
Exemplu
c) Se consideră Exemplul b), pct. ii) anterior (-*• p. 483).
Se estim ează proporţia de produse defecte :

8
=  0,08.

Se verifică i.n.
n  100

H0 : p =  pj =  0,091
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fa ţă  de i.a .
: p <  Po — 0,091

folosind transform ările  unghiu lare.
Se alege p.s. a  =  0,05.
Se calculează :

2 arc sin \ h +  —-------2 arcsin ]/o,091\ 200
~  =  Z0,05 =

f io o
de u n d e :

2 arc sin n  +  0,005 =  0,9943. 

Din tabelele funcţiei g =  2 arcsin \~x se obţine :

1,65,

de unde 

Deoarece

h +  0,005 =  0,227, 

h =  0,222.

-  =  0,08 <  h =  0,222

se respinge i.n. cu p.s. a  =  0,05. 
Puterea t.s. in punctul p1 =  0,089 este :

unde

Se obţine :

rig =  arc sin =  0,3064 

r;1 =  arcsin  'fpx =  0,3029. 

-r(rn) =  0,053.

Se poate determ ina volumul eşantionului pentru  a obţine o putere dorită, de 
exemplu egală cu 0,95. (-> Test x).
Se obţine :

n  îs 8000.

T est pentru p aram etrii p ,, pj a două leg i b in om iale  B i(n lt pf), i =  1,2 .
1. Se consideră 2 eşantioane de volume nv  respectiv n2, obţinute din nt (n2) 
probă in care se obţin X 1 =  X v  respectiv X 2 — x2 „succese” . în  fiecare probă 
probab ilita tea  de a obţine un  „succes” este Pi(Pz)-
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2. V .a .

-  Pl

Z i

Fwj1î Pi)
A'(0,1) ; Z2 = ' ■n«.,

FP i(l ~  Pi) 
"s

-V(0,1)

(aproximativ).
Zv  Z , sînt v.a. independente.
V .a.

X i Pl(< -  Pi) \  (  Pa(l ~ P a ) \
---------P i , ------------------------ ----- ------------- N  p 3, ------------------ .
n l  V nl J nî \ n3 J

a ( l -  Pa) \

n2 J
V.a.

P l(l - Pl)
«1

1 ~  -v ( * ■

*1 x 2

nl n2

P i( l  ~  P i) Pa(

(P i -  Pa)

Z =  —

FP i( l  -  P i) PaC1 ~  Pe)
iV(0,l).

3. a) H„ : px =  p 2

■̂ 1 : Pl 9̂  Pi

b) H„ : p x =  p 2

# i  : P i >  Pa

c) H 0 : Pl =  p2

H i : Pi <  Pa-

Mai general :

a) #o : Pi -  P2 =  8 

-ffx : P i —  Pa #  8

b) //„ : px -  p2 =  8

# i  : P i -  Pa >  8

c) H 0 : Pr -  p 2 =  8 

H i  '• Pi -  Pa <  8.
4. Se alege p.s. a! testului, a.

(t.b.) (-*  tab . 71) 

(t.u .dr.)

(t.u . stg.)

(t.b .)

(t.u .dr.)

(t.u ,stg .)
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5. Dacă i.n. H0 este adevărată, atunci v .a . Z  devine :

X , X2

z  —
7Î1 Tin

]/p ( l -  p ) i —  +  — ]
1  V ni n Z J

unde p =  Pi =  p».
Se calculează sta tistica  :

n, n,g  _ ______ ______ _•______«___ _____________ Pi P 2

1 / ( 1  -  ) ( -  + Y î i ^ J )  ( -  +  ± )
V " i +  n2 \  % +  % % n2 /  \  % n2 y

sau, mai general, statistica
A  A  n,

Pi ~  Pz ”

^ ( 1 _ - ) ( _ L  +  ± )

cu S — Pi — p2,

unde pj, p2, p  sîn t m.l.-estimatorii * param etrilor j%, ps, p, respectiv :

A  %

A  * 1  +  -T 2

P =  ----- ;-------
n l "P n Z

6. Regiunile critice corespunzătoare diferitelor i.a., in cazul general, sînt trecute 
In tab. 101.

Tabelul 101

i . n .  H ,  : P i  “  p a =  S

i. a. H 1 Regiunea critică Test sta tistic

a) Px -  Pa 7* 8 1 Z  I >  Za/2 t.b .

b )  P i  -  Ps >  8 Z  <  1 \ - a  ~  z a t.u .d r.

<■) P i  -  p2 <  8 Z >  za t.u .stg .



«90

Exemplu.
a) S-au controlat nx =  80 produse (Difuzor Ct) şi s-au găsit x1 =  9 produse 
defecte. La sfîrşitul chenzinei s-au controlat n , =  157 produse din care s-au 
găsit x2 =  16 produse defecte.
E xistă  motive să presupunem că pe parcursul celor 15 zile diferă calitatea la 
Difuzor C4.
Cu alte cuvinte, se verifică i.n. asupra egalităţii proporţiilor de defecte ;

fa ţă  de i.a. 

Se calculează

H0 : Pi — Ps 

H j : Pi #  p2.

m . l . - e s t i m a l o r i i  * proporţiilor de defecte i

A * i  9P =
n ,  80

A x2 16
Ih  = n2 157

A * 1  +

P = ----------- =
" i +  fi2

25
237

=  0,1054.

Se calculează statistica te s tu lu i:
A  A

^  _  ________ Pi ~  Pa________

F* 1 - ( 7 +7 )
0,1125 -  0,1019

K0,1054-0,9946 (1/80 +  1/157)
=  0.2465

Se alege p.s. al testului, a  =  0,05.
Deoarece valoarea statisticii Z  nu este sem nificativă i

1Z  | —■ 0,2465 <- za/2 — -0,025 — 1,96,

se acceptă i.n. H 0 cu p.s. a  =  0,05.
Obseroafie. P rin  aplicarea corecţiei de continuitate statistica Z  devine :

Z  =
\(Pi -  l/2ni) - ( p 2 -  l/2 n a) |

yP(1 -  P)

în ’cazul considerat: Z  — 0,1744 şi decizia t.s. este aceeaşi, 
c) U n nou tra tam en t al unei boli este comparat cu tra tam en tu l folosit obiş
nuit. Materialul clinic obţinut sub un control a ten t este trecu t în tab. 102. 
Se cercetează dacă tratam entele slnt de aceeaşi eficacitate sau tra tam en tu l 
nou este mai eficace decit cel vechi, adică i.n. Ha : px =  p , fa ţă  de H i : Pi <  p2 .
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Tabelul 102

' ^ ^ T l e z u l t a t u l Vindecat
(„succes”)T r a ta m e n tu T ^ \

N evindecat Total

Vechi S dz) 8 IS in ,)

Nou 9(*a) 3 12(n*)

Total 1 4 ( ij  +  i a) 11 25(71, +  /ii)

Se calculează m.l.-estimatorii * proporţiilor de vindecaţi :

a. _ _ 5 A __ x2 _ 9 A __ .Zj +  i 2 _ 14
ny 13 ^  na 12 ^  n , +  n2 25

Se calculează statistica testului :

5 9
13 12

Z  =  ------— - - - — ■ -  -------  =  -  1,845.

r 25 ^  25 13 12 )

Se alege p.s. al testului, ot =  0,01.
Deoarece valoarea statistică Z  nu este semnificativă :

Z  =  -1 ,8 4 5  >  H -* =  *#,»» =  -  2,57

se acceptă i.n .i/o  cu p.s. a = 0 ,0 1 , adică tratam entele sînt echivalente din punct 
de vedere al eficacităţii vindecării loturilor considerate de bolnavi.
Test pentru egalitatea a k parametri p4 a k legi binomiale Bi(n(, p(),
1= l . . .k,  k >  2
1. Se consideră k  eşantioane de volume n (, i — 1, k ^ .2  obţinute din
n t probe în care se obţin  X t — x f „succese” . în fiecare probă probabilitatea 
„succesului”  fiind p t , i =  1, 2, . . . ,  k. R epartiţia  statistică a v.a. X  este legea 
maltinomială*
2. V.a.

X  ( — n (p t

VniPf(l — Pi)

-  Pi
Pi -  Pi

FP i( i -  Pi)
N ( 0,1)
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Z« v.a. independente

V.a.
• = 1

3. H 0 : p j  _  p 2 — . . .  =  P i  =  p.

: Pi +  Pj, ' ' f i ,  j  =  1 . ---- P, /■ & 2, i ^  j .
4. Se alege p.s. al testului, a.
5. Se calculează statistica testului :

S  z ?~
k

E l
r pt-p  y
îfpfl-p) 1t= l

’H \ . F nl /
k

UiP- -  n p 2

P ( l - P )

£  iti(pf —p  )*

i= i

unde p (, p  sint m.l.-eslimalorii * param etrilor p< ai legii binomiale Bi(n{, pit) 
i  =  1, . . . , k , k ^ 2 ,  respectiv p  (valoarea com ună):

P. =  —  , i =  1, . . k, k  >  2
4 n<

1 ]

V.a. X 2 clnd i u .H , este adevărată  cu condiţia ca n tfi( >  5.

Regiunea critică : se respinge i.n. ori de clte ori diferenţa dintre proporţiile 
Pi este mare, adică

x 2 > x 2 ;C* - i r
Exemplu. D in 3 loturi de articole produse de 3 un ită ţi diferite s-au considerat 
eşantioane, Inregistrindu-se num ărul de articole defecte tn fiecare eşantion. 
S-au ob ţinu t rezultatele din tab . 103.

Tabelul 103

U nitatea i
T otal

1 2 3

Volumul eşantionului 150 120 130 400

Nr. de a rt. defecte 40 15 20 75
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Se verifică i.n. H0 : p3 =  p2 =  p3 fa ţă  de i.a. H t : p{ *£ pj, V i, j  — 1, 2, 3, 
unde pt este proporţia de articole defecte din articolele produse de un ita tea  i. 
Se calculează m.l. estimatorii * proporţiilor pt de articole defecte :

se respinge i.n. //„  cu p.s. a  =  0,05, adică loturile nu sînt omogene din punctul 
de vedere al proporţiilor de produse defecte.
TESTE PRIVIXD PARAMETRII LEGII MULTIX OMIALE. T.s. referi- 
toare la param etrii pi, i =  1, . . . , k  ai legii multinomiale*, adică probabili
tăţile  Pt de realizare a unui „succes” în fiecare probă.
Test privind valorile specificate ale probabilităţilor p,-.
Caz neparametric
1. Fie X ( =  n( num ărul de realizări („succese”) ale evenim entului A p  l< i< A : 
în n  probe (încercări) independente constînd în n  repetări ale experienţei şi 
fie Pi- probabilitatea realizării evenim entului A< în fiecare dintre încercări 
(probe). Se alcătuieşte o tabelă de frecvenţă.

2. Vectorul aleator X =  (X v  . . x l )  are legea multinomială* cu componentele
X t ~  B i (n, (legea binomială)*

3. I.n. H0 conform căreia probabilităţile m  au valori specificate :

fa ţă  de i.a.
H i : i.n. H 0 nu este adevărată.
4. Se alege a —p.s. al testului.
5. Se calculează statistica (-> Test de concordanţă %2, caz parametric)

unde Oi =  n ( (sau F() sînt frecvenţele observate ale „succeselor”, iar f ( frec
venţele teoretice (estimaţiile) :

=  0,2666 ; =  0,1250 ; p 3 =  0,1538 : =  0,1875.

Se calculează X --slatistica te s tu lu i: y j  =  10,3.
Se alege p.s. al testului, <x =  0,05.
Deoarece valoarea statisticii X -  este sem nificativă

H o ■ P i  =  P?» '  =  ! > ----- k

e((fi) =  np*

V.a.

clnd i.n. 77, este adevărată.



6. Regiunea critică a t.s. : se respinge i.n. H 0 cu p.s. a  dacă :

* (n ,-np< )»
X " ~ 2 j n p 0  >  XS:(ft_i).

Exemplu. în tr-un  experiment*) legat de încrucişarea a două specii de mazăre 
relativ  la culoarea şi forma bobului de mazăre se poate face următoarea 
clasificare pe sorturi a n =  556 boabe de mazăre :

Tabelul 104

*94

Sortul 1 2 3 4

Frecv. obs. nt 315 101 108 32

Conform teoriei lui Mendel asupra eredităţii, probabilitatea obţinerii unui bob 
de mazăre din primul, al doilea, al treilea sau al patru lea sort este 9/16, 3/16, 
3/16, 1/16, respectiv.
Se verifică ipoteza conform căreia există concordanţă Intre rezultatele experi
m entale şi teoria lui Mendel, adică i.n. :

faţă de i.a. :
H1 : i.n. H0 nu este adevărată.
Se alege p.s. al testului, a  =  0,05.
N um ărul estim at de boabe de sortul i (i =  1, . . . ,  4) este :

npO =  312,75 ; np<> =  104,25 : np» =  104,25 şi np° =  34,75. 

Se calculează statistica :

X2 =  y ,  ---------- — =  0,47.
< - l  n P°(

Deoarece valoarea statisticii x 2 nu este semnificativă :

X2 =  0,47 <  Xo,o5; 3 =  7’81

se acceptă i.n. II0 şi conchidem că rezultatele experimentale confirmă teoria 
lui Mendel.
Caz parametric

1 .—2. (-»• Caz neparametric precedent.)

’) G. Mendel, Experimente on PUtnt-Bybridixation, H a rra rd  Univ. Press, Cambrid**,
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3. I.n. H0 specifică probabilităţile p t care sin t funcţii de s ( s < k —1) p ara 
metrii 0^ 02, . . 0» necunoscuţi, adică

H 0 : P i  =  p 9 ( 0 i ,  02* - • * , 0 g ) . ' 1 ^  J k

fa ţă  de i.a.
H1 : i.n. i / 0 nu este adevărată.
4 . - 6 .  (-» Test de concordanţă yy, caz parametric.)
Test privind egalitatea probabilităţilor multinomiale p In două sau mai multe 
experimente.
Caz parametric.
Nu se specifică valorile probabilităţilor p j, ce urm ează a fi estim ate pe baza 
datelor eşantionului.
1. Se fac n încercări (probe) independente.
Se urm ăreşte X (j  =  n t j  — num ărul de încercări care conduc la realizarea eve
nim entului A j  (rezultatului de tip  j ) , j  =  1, . . ., k  în cel de al i-lea experim ent, 
i =  1, . . . ,  r  din cele r ( r ^ 2 )  experimente efectuate.
Fie p a  — probabilitatea realizării rezulta tu lu i de tip  j  in experim entul i. 

Se alcătuieşte urm ătoarea tabelă de frecvenţe :

N um ărul de încercări 
care conduc la rezu lta tu l 

de tip  j
N um ărul to ta l 

de încercări
1 2 . . . .  k

E xperim entul 1 n n n12 • ■ ni*
Experim entul 2 nZl n22 . . 7!?.

E xperim entul r nn /îf 2 • . nr.

Toate experimentele n-i n-2 • -. n.. =  nr.
to ta l de probe independente

unde

ne  =  nn  +  " îs +  . . .  +  nlk, i — 1, r

n.j — Ujj +  n2] +  . . .  + ]nrj, j  =  1 , ----  k

n..
k 2

2. R epartiţia  rezultatelor de tip  j ,  1 < / < ; -  pentru  fiecare experim ent, adică 
repartiţia  vectorului aleator X =  ((Xu , . . Xrl), . . .  (X lk, . . . .X 2k))‘ este 
legea mnltinomială *.



3. I.n. H0 : pn  =  p21 — . . .  =  pr l  =  p lt valoarea comună) 

P12 =  P22 =  . . .  =  Pn  =  p2’ valoarea comună)

Pi* =  Pik = ... = pr* =  pi, valoarea comună)

fa ţă  de i.a.
f?! : i.n.770 nu este adevărată.
4. Se alege a  — p.s. al testului.
5. Se calculează :

unde

X °=  £
(O -  e)2

în rfc
celule

k i nu

¿= 1 j = 1

\  2n i- |
m. J

ii. n.j

7 =  1 , . . 7f

este estim atorul valorii comune pj, j  =  1, . . . ,  7c, dacă i.n. 770 este adevărată ;

. n.-. n.î
* « - A  =  — -  v î , 7 ,

adică pentru fiecare din cele r/c celule se estimează n (. — num ărul de Încercări 
necesare pentru  experimentul i prin  nt . p }- — num ărul acestor încercări ce 
conduc la rezultatul de tip  j .  Pentru aceasta se înmulţesc totalurile marginale 
pe linii, n t . ,  respectiv pe coloane, n . j ,  im părţindu-se la num ărul total de 
probe, n..

Regiunea critică este form ată din mulţim ea tu turor valorilor de selecţie mai 
mari decît a-cuantila superioară a legii y 2 cu (r —1) (A' —1) g.l. :

>  Xa; (c-ijofc-i)'

Observaţii
1. Modelul statistic  este similar — dar nu identic — cu cel folosit în cazul unei 
tabele de contingenţă*.
2. Aproximarea legii multinomiale cu legea y 2 se poate face numai pentru eşan
tioane de volum suficient de mare.
Dacă numărul de observaţii dintr-o celulă este mic se recomandă cumularea 
lor cu observaţiile din alte celule ale experimentului.
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3. Pentru  fc=2 se obţine cazul binomial. (-> Test param. pv  pz a 2 legi binomiale.) 
în  cazul a 2 experimente binomiale, se verifică i.n.
a) H0 : pn  — pn  =  S (const. dată) (t.b.) 
fa ţă  de i.a. :

: Pil Pil 5̂  ®
b) 1I0 : / „  -  p21 <  S (t.u.dr.)

H i : Pii P21 >  ^

-Au  -  K  -  §

uncie
Pu = " Î u  =  1 - Î u  

P21 =  'W%-> ?al -  l ~ P a

Regiunea critică: se respinge i.n. cu p.s. a dacă :

a) i-Z 1 >  z«/2
sau

■Z 1> "ah

Z <  • "ot/2 =  z i - a h ’

unde ra/2 este a/2-cuantila superioară a legii normale .V (0,1):

b) Z >  ra

unde ztt este a-cuantiia superioară a legii normale N  (0,1).
Exemplu. U n studiu întreprins asupra duratei de spitalizare în  u rm a unei anu
m ite intervenţii chirurgicale făcute in 3 spitale diferit localizate a condus la 
urm ătoarele concluzii : au fost aleşi la  întîm plare 50 de pacienţi din cele 3 
locuri şi clasificaţi după durata  de spitalizare : mai scurtă de o săp tăm in ă ; 
intre 1—2 săp tăm in i; între 2 — 3 săptăm ini ; intre 3 —4 săplăm ini şi mai lungă 
de 4 săptăm ini.
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Locul D urata de spitalizare (exprim ată in săptăm ini)
1 1 - 2 2 - 3 3 - 4 > 4 Total

N um ărul de pacienţi

1 8 16 16 6 4 50
2 6 13 14 7 10 50
3 5 12 10 10 13 50

Total 19 41 40 23 27 150

Statistica te s tu lu i:

Z =

32 -  c . 680



Se studiază dacă durata  de spitalizare este aceeaşi pentru  pacienţii din cele 
3  locuri, adică se verifică :
H 0 : pentru  fiecare durată  de spitalizare proporţia este aceeaşi in fiecare din 
«ele 3 locuri.
H l : i.n. H 0 nu este adevărată.
D acă i.n. H0 este adevărată, se calculează :

a .j  Hj. 19-50
~ru. 150

estim aţia num ărului de pacienţi din localitatea 1 
care sînt spitalizaţi postoperatoriu mai puţin
de o săptăm ină.

n.2n,.
n..

41-50
150

=  13,7
estim aţia num ărului de pacienţi din localita
tea 1 care sint spitalizaţi postoperatoriu intre 
1 —2săptăm îni.

n - i n 3-

n . .

27-50
-------  =  9

150

•Se calculează statistica :

estim aţia num ărului de pacienţi din localitatea 3 
care sîn t spitalizaţi postoperatoriu mai m ult de 
4 săptămîni.

( 8 - 6 ,3)2 (16-13,7)2
X2 =  — TT---- +  •6,3 13,7

(13-9)2
. . .  +  —----- -- =  8,57.

Deoarece valoarea statisticii yy nu este semnificativă :

X2 =  8-57 <  x i U ;8 =  15’51 
se acceptă i.n. cu p.s. a  =  0,05.

Test privind valorile specificate ale probabilităţilor p a  şi pro babilităţiior margi
nale P j ' ,  pj  în tabele de contingenţă.

Caz parametric

Se specifică p®} — valorile probabilităţilor p tj, precum şi p0̂ , respectiv p # — 
valorile probabilităţilor marginale p { . ,  respectiv p . j .

1. Se consideră un eşantion de volum n.. observaţii clasificate după 2 atribute 
A  şi B, conform cărora fiecare individ din eşantion aparţine uneia din cate
goriile :

-Ai, A2, . . . ,  Ai

in raport cu atributul A şi simultan, uneia din categoriile :

J^i, B%, . . . ,

in raport cu atribu tu l B.
Fie X {f — n(j num ărul de observaţii din (A it B j) — celula de ordin (i, j ), 
A < i < l ;  1 < j< fc . Fiecare individ poate aparţine uneia din cele / k celule.
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Datele de observaţie se sumează intr-o tabelă de contingenţă]*.

Tabelul 105

B f?I . . B , .
Î

• B* Total

Al n u  . • n il- ■ n a "i*

-U n»i • ■ n il ■. . riijc n{.

Ai " h  . ■ ntj . ■nuc nj.

Total n i  . ■ n.j . . .  nk n.. =  nr. to ta l de observaţii

n i- =  5 j n H
i - 1

l
n .f =  n tj 

*=1
t h l k

n.. =  £  n i - =  S  n -> =  X  Xi n <»'*
» = l  f = l  » ' = l  ţ = l  2 3

2. R epartiţia  num ărului de indivizi peste cele l k  celule, adică repartiţia  vec
torului aleator X =  ( X t j ) ,  1 < i < / ;  1 < J < /f  este legea multinomială*.
Fie Pij — probabilitatea ca un individ (o observaţie) să aibă categoriile A t, 
respectiv B j după a tribu tu l A , respectiv B  în tabela de contingenţă corespun
zătoare şi p t., p.j probabilităţile marginale respective, unde :

k l
pp  =  ^  P il ; p-i — P i’":

1 »=1

l k I k

X  X  Pil =  X  P*‘ =  X  p '} =  *■
»=1 ; =  1 *=1 J =1

3. a) I.n. H 0, conform căreia probabilităţile P a  au valorile specificate pjy. 
H , ■ Pil — P°i}’ î < i < I , l < j < k  fa ţă  de i.a.
H1 : i.n. f f0 nu este adevărată.
b) I.n. H0, conform căreia probabilităţile marginale p t . corespunzătoare dife
ritelor categorii ale a tribu tu lu i A  au valorile specificate p® ; He : p t . — p® % 
i =  1, . . 1 fa ţă  de i.a.



soe
i .n . : H 0, nu este adevărată.

c) I.n. H 0, conform căreia probabilităţile marginale p-j corespunzătoare dife
ritelor categorii ale atributului B  au valorile specificate p°y
Ha : p.) =  P'j 1 
fa ţă  de i.a.
» 1 -  i.n. H0 nu este adevărată.
4. Se alege a  — p.s. al testului.
5. Se calculează :

a)

b)

c)

i

* 1 = I

x l =  E
y=i

(ni j -n . .p ° ) *
J J
j n "p°t,

, ("<■
I n . . p O

(/>■} - n . . Py

n..p°

6. Regiunea critică :

a) se respinge i.n. I !0 dacă :

A'l >

b) se respinge i.n. H0 dacă :

c) se respinge i.n. H0 d a c ă ;

Y 2 >  v 2
- v 3 ^  f -a .\  k - l '

Test de independenţă (de asociere) in tabele de contingenţă.

Caz parametric

1. —2. (-> Test val. spec. ale prob. Pij  şi prob. marg. p .it p . j  in tablele de contin
genţă. (pct. 1 —2.)).
T.i. (a.) se bazează pe repartiţia  condiţionată a numărului de observaţii din 
fiecare celulă (i, j) ,  dindu-se totalurile marginale.
în  cazul unei tabele 2 x 2  această repartiţie  condiţionată devine legea hiper- 
geometrică *.
3. I.n. conform căreia atributele A  şi B  sint independente, adică nu există nici 
o asociere in tre atributele A şi B  pe fiecare observaţie a eşan tionu lu i:

H 0 : p a =  Pi-P’i  Pcntru 1 < £ < i ;  1 < j < k  
fa ţă  de i.a. H x : i.n ,H0 nu este adevărată.
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4. Se alege a  — p.s. al testu lu i.
5. Fie probabilităţile marginale Pj., p.) cu valorile specificate p® . (1 < i < l) 
şi p®, (1 < j< k ) .
Se calculează :

X 2 =  X 2 -  X \  -  X 2.

unde X2, X | şl X | stnt date de cazurile a), h), c,) (->■ p. 500).
Regiunea critică : se respinge i.n. conform căreia atributele A şi B  sln t inde
pendente  la  p.s. a , dacă X 2 >  X& i> •

Caz neparamelric
1.—4. Se procedează ca în cazul parametric precedent.
5 . în  cazul în care probabilităţile marginale nu sînt specificate, se vor estima 
cu  ajutorul datelor din tabelul de contingenţă* corespunzător, prin metoda vero
sim ilităţii maxime*, folosind funcţia de verosimilitate

* = n n c p « -p * > n,' = n ^ n ^ ?
y=i ¿=1

dacă i.n. H0 este adevărată.
M.l.-estimafiile* probabilităţilor marginale s ln t :

1 < i < i

n. i
P.f =  — , 1 < j< k .  

3 n..

Se calculează :

1 * P '  ^7 “)
p ş j . S E r -

6. Regiunea critică : se respinge ipoteza de independenţă, la p.s. a  dacă 
X2 >  v 2 ( i - lX t- U -
Exemplu  (caz neparametric). Se face o anchetă privind preferinţele pen tru  
•diferite tipuri de m uzică: muzică naţională, muzică străină, muzică preclasică 
intr-o colectivitate form ată din 750 ascultători Îm părţiţi pe 4 grupe de v îrstă . 
Se obţin  datele din tab . 106.
Se verifică dacă preferinţele pentru  diferite tipuri de muzică sln t influenţate 
de vlrstă, adică i.n. privind independenţa celor două a tribu te  : A — vîrsta
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şi B  ~  tipul de muzică preferat :

«o  '• Pil — Pi- P-P i = l .  2, 3 

j  =  1, 2, 3, 4.

în ipoteza conform căreia cele două atribute (vîrsta şi preferinţa) sint înde* 
pendente frecvenţa ultim ei celule este 12 ( =  100x900/750). Analog, se obţin 
şi celelalte frecvenţe din paranteze.
la  tab. 106 se dau n (j  — numărul de ascultători din celula (i, j )  clasificaţi 
sim ultan după cele 2 atribute — A  şi B.

Tabelul 106

Tipul de muzică 
preferat

Grupa de vîrstă

2 0 -2 5 2 5 -3 0 3 0 -3 5 35 şi
mai m ult

Total

1. Muzică naţională 40
(42,666)

53
(64)

37
(32)

30
(21,333)

160

2. Muzică stră ină 150
(133,333)

225
(200)

75
(100)

50
(66,666)

500

3. Muzică pre- 10 22 38 12 90
clasică (24) (36) (18) (20)

200 300 150 100 750

Se alege p.s. al testului, a  =  0,01.
Cifrele din paranteze dau estim aţiile probabilită ţilo r p 4y din fiecare celulă 
(f, j) ,  obţinute p rin  înm ulţirea to talurilor marginale pe linii, n {. cu totalurile 
marginale pe coloane, n .j  şi îm părţind la num ărul to ta l de probe, n . .=  750. 
Se calculează :

X 2 :
~  (O —e)a

= l i  ~  :
p t. 12 e
cehile

(4 0 -4 2 ,666)2 (53 —64)2
42,666 64

+ +

+
(2 0 -1 2 )2

12
a  63,518

pentru 12 celule.
Deoarece valoarea statistică X 2 este sem nificativă

X2 =  63,518 > x| >01;#=  16,81

şi se respinge i.n. conform căreia vîrsta şi tipul de muzică sîn t independente şi 
se conchide că există o asociere în tre cele 2 tipuri de a tribu te  după care s-au 
clasificat observaţiile.
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Observaţii
1) T.i. (a.) este un test aproxim ativ şi se aplică num ai pentru  valori suficient 
de m ari ale lui n , şi anume n >  20.
2) Frecvenţele teoretice (estimaţiile) pentru  celula (i, j )  nu trebuie să fie foarte 
m i c i ţ i  5).
3) Pentru o tabelă de contingenţă 2 x 2  se recom andă testul exact al lui Fisher*, 
care poate fi folosit în locul t.i. (a.) anterior în cazul n ..<  20 sau 2 0 <  n . .  < 4 0  
şi cea mai mică estim aţie pen tru  celula (i, j ) mai mică decît 5.
4) S tatistica t.i. (a) aplicat intr-o tabelă de contingenţă 2 x 2  se modifică cu 
a ju toru l corecţiei de continuitate * (a lui Y ates), adică se calculează :

pt. ik e
celule

5) Pentru  legătura dintre t.i. (a.) şi testul egalit. prohab.* a se vedea Observaţia 1 
p. 496 şi testul de independenţă, pct. 1 — 2 (p. 500).
Testul exact al Iul Fisher pentru verificarea independenţei In tabele de con
tingenţă.

Test introdus de R. A. Fisher pen tru  o tabelă de contingenţă 2 x 2  în locul 
testului de independenţă (asociere)* care este un t.s. aproxim ativ şi pentru  care 
sta tistica  testului este o v. a. ~  ^2 dacă i.n. H 0 este adevărată.
1 .—2. R epartiţia  num ărului de observaţii din cele 4 celule este legea multino- 
mială *.
R epartiţia  condiţionată a num ărului de observaţii din fiecare celulă, dîndu-se 
totalurile marginale pe linii şi pe coloane este legea hipergeometrică*
3. I.n. conform căreia atributele A  şi B  sînt independente.

H0 : P a  =  P e  P-j, 1 <  f, j  <  2 
fa ţă  de i.a.
H1 : i.n. H„ nu este adevărată.
4. Se alege a  — p.s. al testului.
5. Dacă i.n. I lB este adevărată, probabilitatea de a obţine cu cei n.. indivizi 
o tabelă avînd elementele nu , n12, n2I, n22 dîndu-se frecvenţele marginale n.v  
n.s, nv , n2. şi num ărul to tal n .. este egală cu :

71.j 1 n .2 1 Tlj» 1 71,. . 
n „  1 Tiy I n121 I n22 ,

în  acest caz tabela de contingenţă 2 x 2  este dată  de tab. 107 şi este complet 
determ inată dacă se ştie numărul.
Se notează cu M  şi m  valoarea m aximă şi minimă a lui nu , respectiv.
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Tabelul IOT

N v  ' B  
A

|
f & 2
j

Total pe linie

ni-n.j
ni-n.» TI:

Tio • TI. j Tlo»n»2
rin*

71.. TI:

Total (pe 
coloană)

n -i n -2 n =  nr. to ta l de observaţii

i) Se presupun că

"i> n-i
n u <  “ T n r

şi că %. <  n2., /¡.j <  ti., (liniile şi coloanele po t ii to tdeauna rearanjate pen tru  
a îndeplini ultimile două relaţii).
Se calculează :
a) coada din stînga a repartiţiei, adică probabilităţile

P(nn)< P(nn  -  1), , p(m) ;

b) coada din dreapta a repartiţiei, adică probabilităţile p  (Ai), p (M — 1), . . .
. . . ,  p (M *), unde M *  este un  întreg determ inat astfel în e î t :

p(M *) <  p(nu ) <  p(M *  -  1);

c) P  — statistica testului este form ată din sum a probabilităţilor din cele 2 cozi 
ale repartiţiei.
ii) Pentru cazul în care

se procedează asemănător.
Se calculează :
a) coada din dreapta a repartiţiei, adică probabilităţile :

P (nu)> P (nu  +  1), . .  •, P(M ).

b) coada din stînga a repartiţiei, adică probabilităţile : p (m), p  (m +  1). . .  . 
. . p (m*), unde m* este un întreg determ inat astfel îneît :

P ("»*) <  P (nu) <  p (m* +  1).
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'■) P — statistica testului- este 
cozi ale reparli(iei *.

form ată din suma probabilităţilor din cele

6. Regiunea critică a testului : se respinge i.n. //„  conform căreia atributele 
A şi B  sint independente dacă :

P  <  a.

Observaţie

1. Testul de independenţă y 2 se poate aplica in condiţiile Observaţiei 3 (p. 730).

2. Pentru calculul probabilităţilor corespunzătoare celor 2 cozi ale repartiţiei 
se pot folosi tabele special alcătuite (J . Ti. Zar, Ilioslatislical Analţfsis, Pre- 
tince-Hall, 1974).

. *. • * ' 
Exemplu. U n num ăr de n =  15 indivizi sint clasificaţi după două atribute : 
A — culoarea părului, avind două categorii . B - culoarea pielii, avind
două categorii B v  B ».
Observaţiile sin t înregistrate în tabela de contingenţă 2 x 2  :

Tabelul 10 S

Categorii
de

culoarea
părului

j
Categorii de culoarea i Total 

pielii
f

A,

A,

( " a l
4
(n-n)
11

("ia)
2
(ttaa)
8

n x. =  6 

n2. =  9

Total n .x =  5 n ., =  10 n . .  = 1 5  num ărul to ta l de indivizi

Se pune întrebarea dacă datele de observaţie sugerează o asociere între culoarea 
părului şi culoarea pielii, adică se verifică i.n. :
H n : atributele A, B  sint independente, adică nu există asociere între culoarea 
părului şi culoarea pielii.
Jll : există o asociere între culoarea părului şi culoarea pielii.
Se alege p.s. al testului, a  =  0,05.
J- ie nu  frecvenţa absolută a celulei (1,1) în tabela de contingenţă 2 x 2  avind 
totalurile marginale date n .2 =  5, nv  =  6, fixate.
Pentru o astfel de tabelă nn  poate lua valoarea minimă :

m =  0
şi valoarea maximă

M  5
(păstrind totalurile marginale la valorile date n.t =  5, respectiv n =  6 şi 
num ărul to ta l de observaţii n .. == 15).



506

Deoarece valoarea Înregistrată din celula (1,1) este

5-6
4 > - ± - ^ -  = ------ =  2

n.. 15

se aplică m etoda de calcul din cazul ii).
Se calculează probabilită ţile  corespunzătoare cozii din dreapta a ¡repartiţiei

p(4.) =
61 915 110!

p (4 + l) - p ( iW ) = p (5 )=

151 4 1 2 1 1 1 8 1

61 9 ! 5 ! 10 1 1

=  0,044955

15! 5 1 1 1 0 1 9 1

respectiv cozii de stingă a repartiţiei :

0,001998,

p(m) = p (0 )=
61 9 ! 5! 10!

15! 0 16 1514!
=  0,041958

P (0 +  1)=P(1) =  ■
6! 9 ! 5 110! 

151 1 1 5 1 4 1 5 !
=  0,251748.

S tatistica testu lu i este :

P  =  p (4) +  p (5) +  p (0) +  p (1) =  0,044955+0,001998 -+■ 0,041958 +

+  0,251748 =  0,0889

Deoarece valoarea statisticii P  este nesemnificativă :
P — 0,0889 >  a =  0,05

se acceptă i.n. H 0, adică nu există asociere între atributele A-culoarea părului 
şi B-culoarea pielii, deci A  şi B  sin t caractere genetice independente. 
CONTROL STATISTIC AL CALITĂŢII. Ansamblu de acţiuni (previziune, 
analiză, coordonare, realizare) bazat pe metodele statisticii matematice pentru 
stabilizarea, m enţinerea şi îm bunătăţirea calităţii producţiei şi reducerea chel
tuielilor de producţie.
Control statistic preventiv (Control în curs de fabricaţie sau Control pe flux  
tehnologic). Ansamblu de metode ale statisticii m atem atice pentru controlarea 
stabilităţii unui proces tehnologic şi urm ărirea calităţii produsului in tim pul 
fabricaţiei cu scopul lim itării num ărulni de produse necorespunzâtoare din 
punctul de vedere al calităţii dorite.
După natu ra  caracteristicii de calitate considerate, c.s.p. poate fi :
1) C.s.p. pe bază de măsurare. C.s.p. ap licat unor caracteristici de calitate can
tita tive, v.a. continue*. C.s.p. efectuat sim ultan asupra a doi param etri sta tis
tici pentru caracterizarea poziţiei cîmpului de îm prăştiere (de exemplu, media 
de selecţie, mediana etc.) şi mărim ii cîmpului de îm prăştiere (dc exemplu, aba
tere medie pătratică, amplitudine etc.) corespunzători unei caracteristici de 
calitate m ăsurabilă, v.a. continuă.
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2) C.s.p. pe atribut. C.s.p. pe bază de verificare la ,,corespunzător” , „necores
punzător” sau num ăr de defecte e tc., adică atunci cînd caracteristica de cali
ta te  este v. a. discretă*. De exemplu, v.a. X  — num ărul de exemplare defecte 
d in tr-o  probă (fişă de control C) sau num ărul de defecte pe exem plar (fişa de 
control u) sau fişa de control pen tru  fracţiunea defectă (fişa p).
Etapele c.s.p.
1. Analiza statistică premergătoare a procesului tehnologic. Fază prem ergătoare 
introducerii c.s.c. Studiul procesului tehnologic din punct de vedere sta tic  şi 
dinamic. Etapele ce urmează a fi parcurse :
— determ inarea eşantionului şi prelevarea p robelo r;
— detectarea şi eliminarea cauzelor sistematice care produc abaterea de la 
calitatea dorită (de exemplu, uzura sculelor, oboseala m uncitorului, m ateria 
prim ă necorespunzătoare etc.) astfel incit variaţiile caracteristicii de calitate 
să  fie datorate numai unui ansam blu de cauze întim plătoare, nesistematice
(-» Verificarea caracterului aleator) ;
— prezum area unei repartiţii (legi) teoretice a v.a. X -caracteristica de calitate ;
— estim area param etrilor legii (de repartiţie) teoretice pe baza datelor eşan
tionului d e te rm in a t:
— verificarea concordanţei repartiţiei empirice cu legea teoretică prezum ată 
(stabilitatea statică a procesului tehnologic) (-> Teste de concordanţă.) ;
— stabilitatea dinamică a procesului tehnologic ca reglaj : poziţia de centrare 
a  cimpului de îm prăştiere a valorilor caracteristicii de calitate (caracterizată, 
de exemplu, prin media de selecţie sau mediana eşantionului corespunzător 
considerat) să fie m enţinută constantă (-> Teste de semnificaţie pentru medie) 
şi ca precizie : mărimea cimpului de îm prăştiere (caracterizată, de exemplu, 
prin dispersia de selecţie, s2, sau abaterea medie pătratică, s, sau am plitudinea 
eşantionului corespunzător) să fie m enţinută consta «tă. (—> Teste de semnijicatie 
pentru dispersie).
— calculul fracţiunii defecte (defective), adică raportul dintre num ărul de defecte 
sau m ateriale necorespunzâtoare prescripţiilor şi num ărul to ta l de u n ită ţi 
considerate, şi dacă ea poate fi acceptată din punct de vedere economic.
— determ inarea limitelor de control, adică limitele de variaţie ale caracteristicii 
de calitate, v.a. X, corespunzătoare desfăşurării stabile a procesului tehnologic 
şi determinării intervalului de încredere pen tru  statisticile* corespunzătoare 
v.a. X. (- t-lnterval de acceptare.) ,
2. întocmirea fişei de control. întocm irea unui form ular tip în  care sînt sinte
tizate calculele prelucrării datelor de observaţie ale eşantionului, lim itele de 
control şi se ia decizia : se continuă sau se opreşte procesul tehnologic după cum 
param etrii statistici (statisticile) ce caracterizează reglajul sau precizia se găsesc 
sau nu intre limitele de control stabilite.
ii. Efectuarea controlului statistic preventiv. Prelevarea, la intervale de timp 
fixate, a  unor eşantioane de volum fixat, în ordinea obţinerii rezulta te lor din 
procesul de fabricaţie şi prelucrarea observaţiilor conform fişei de control 
folosite.
Exemple.
1. Fişa de control pentru medie şi abatere medie pătratică ; fişă de control simul
tan  al mediei (care determ ină poziţia (centrarea) cim pului de îm prăştiere a 
valorilor caracteristicii de calitate X) şi al abaterii medii pă tra tice  (care deter
m ină mărimea cimpului de Îm prăştiere al acesteia). E ste specifică caracteristi
cilor măsurabile (cantitative), v .a. X continue (fig. 117).
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2. Fişa de control al numărului de exemplare defecte din probă (fişa c) : fişă de 
control prin atribute (calitativ) bazată pe num ărul mediu c de exemplare 
defecte găsite în k  probe examinate (fig. 118).
Controlul statistic de recepţie (Controlai loturilor de produse).
Ansamblu de metode ale statisticii m atem atice aplicat loturilor de produse, 
după ce operaţia de fabricaţie a fost term inată, cu scopul de a decide acceptarea 
sau respingerea lotului controlat.

Fig. 118 Fişă de control c.

Probabilitatea de acceptare P a a unui lot. Probabilitatea de a accepta un lot 
de produse controlat in funcţie de calitatea reală a lotului. P.a. P a este term en 
sinonim cu curba caracteristicii operative * a planului de control aplicat pentru 
verificarea calităţii lotului. (—» Curba CO.)
Plan de control. Ansamblu de reguli după care se efectuează e.s.c.. P.c. preci
zează felul caracteristicii de calitate X  : caracteristică alributivă (calitativă), 
adică v.a. discretă sau caracteristică măsurabilă (cantitativă), adică v.a. continuă ; 
modul de prelevare a unită ţilo r eşantionului studiat : volumul eşan tionulu i; 
regula de. decizie privind calitatea ele.
Nivelul de calitate admis (acceptat) (XQ A  sau AQL). Fracţiunea defectă* a 
lotului considerată ca admisibilă de către beneficiar.
AQL  se exprimă ca fracţiune defectivă sau ca num ăr de defecte pe 100 de un ită ţi 
de produs (in cazul caracteristicilor do calitate atribulive) sau num ai ca frac
ţiune defectivă (în cazul caracteristicilor de calitate măsurabile).
X.c.a. esle nivelul de calitate care corespunde unei probabilităţi de acceptare* 
Pa specificate.
Riscul furnizorului «. Termen sinonim cu riscul erorii de genul I* sau p.s. al 
unui test statistic. (-*- Riscul erorii de genul /.).
Riscul beneficiarului ¡3.. Termen sinonim cu riscul erorii de genul 11*.
Exemple
1. Planuri de tip Dodgc-liomig : planuri de control de recepţie pen tru  carac
teristici de calitate alriuulivi». calitatea loturilor de produse fiind exprim ată
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prin fracţiunea defectivă. Aceste planuri presupun verificarea 100% a loturilor 
respinse şi înlocuirea sau rem anierea produselor defective. Nu pot fi aplicate 
în cazul verificării distructive.
Planurile Dodge-Romig presupun fie eşantionare simplă (decizia de acceptare 
sau refuz este lua tă  după controlul unui singur eşantion), fie eşantionare dublă 
(decizia se ia după controlul a două eşantioane). Sînt destinate protecţiei bene
ficiarului.
2. Planuri bazate pe AQL : planuri de control pentru verificarea loturilor prin 
a tribu te  sau prin m ăsurare. Aceste planuri presupun acceptarea sau respingerea 
integrală a loturilor pe baza informaţiei obţinute din eşantionul sau eşantioanele 
verificate. Sint concepute pentru protecţia furnizorului, specificînd un risc mic 
al acestuia.
(FUNCŢIE DE) FIAMILÏTATE (in engl. : reliabililii, in fr. : fiabilité). Pentru 
o v.a. reală A', (f) f se defineşte pe dreapta reală prin relaţia

unde Fx(-) este funcţia de repartiţie* a v.a. X.
Termen sinonim cu siguranţa in funcţionare sau funcţia de supravieţuire.
Dacă v.a. X  reprezintă durata de viaţă sau de funcţionare a unui elem ent sau a 
unui sistem (ansamblu), atunci f(f) reprezintă probabilitatea de bună funcţio
nare p înă Ia m om entul x a elem entului respectiv (probabilitatea cu tim pul de 
funcţionare a elem entului să fie mai mare declt x, adică elem entul sau sistemul 
să nu se defecteze (să nu „cadă”) pînă la mom entul x).
(F.) f  este un indicator global al comportării elementului sau sistemului in tr-un 
in terval de tim p.
Ita tă  de defectare (Dată de hazard). P robabilitatea ca elementul sau ansamblul 
să se defecteze (,,să cadă”) in m om entul im ediat urm ător lui x, adică in in ter
valul (x, x +  dx), condiţionată de fap tu l că nu s-a defectat p ină la acest mom ent 
(că a funcţionat bine p înă la momentul x). R.d. (r.h.) a  v.a. X  este :

unde fx (x ), respectiv ¡ x ( x )  este densitatea de probabilitate a v.a. X , respectiv 
funcţia  de repartiţie  ; R x (x )  este (i).f în tre  (f).f  şi r.d. (r.h) există relaţia

Ex (x) =  P  (X  >  x) =  1 — Fx (x),

'x ( x )  =  ---- '
f x i x )  fx (x )  1 â lix (x )

1 — h 'x(x) PX (x) P x (x )  dx

X

R x (x )  =  e 0

Termeni sinonim i: rata căderii-, intensitate de mortalitate-, 
Exemple. 1. Fie v.a. X  ~  fx (x )  =  >.e—Ar. (legea exponenţială*). 
(F)f. este

P x (x ,  >.) =  e—Ar, x  >  0, >/> 0
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şi r.d. (r.h) este

2 .

P-

rj[(x) =  1 =  const.

Fie v.a. Ar»«/egea Weibull*. (F)f este: R x (x  '■ j3, y, rj)=exp  

7 ) > 0 ;  y  >  0 ;  x  g: y .

XVH. ANALIZA DE VARIANŢĂ (ANOVA). PLANIFI
CAREA EXPERIMENTELOR

ANALIZĂ DE VARIANŢĂ (ANOVA). Ansamblu de metode ale sta tistic ii 
m atem atice pentru  analiza datelor de observaţie (realizări ale unor v .a .) care 
depind de mai m ulţi factori cu acţiune concomitentă cu scopul de a stabili pe 
cei mai im portanţi dintre ei şi de a estim a efectele lor. Metodă de descompunere 
a variantei totale in cel pu ţin  două componente, reflectind sursele de variaţie 
induse in  experiment. (-> Corelaţia transformată a lui Fisher, R .A .*) Estim ind 
dispersia unei v.a. ţinind seamă de influenţa unui factor iar apoi in lăturînd  in
fluenţa acestuia, compararea celor două dispersii ne dă inform aţii referitoare la 
efectele factorului asupra v.a. studiate : dacă prim a dispersie este mai m are, 
atunci factorul exercită influenţă.
Generalizare a lestului t* apăru tă  din compararea a mai m ult de două medii 
ale unor populaţii normale. (Termen sinonim : analiza dispersională.) 
TRATAMENT. Termen originar din experimentele din agricultură. T. s-a 
extins pentru a desemna orice condiţii experimentale ce urmează a fi comparate. 
FACTOR. Grup de tratamente* similare. F. are un num ăr de nivele.
Nivelul (varianta) unui factor. Clasă de valori ale unui f. Termen originar din 
experimentele din agricultură. Modul de manifestare a unui f. N .f.  este uneori 
term en similar cu tratament*.
Efectul faetorului (efectul tratamentului). Termen sinonim cu efectul principal 
al f. Parte  din variabilitatea totală indusă de un f. considerînd că acţionează 
independent de alţi f. R ezultatul acţiunii f. asupra v.a. studiate.
Interacţiune. Parte din variabilitatea to tală  da to ra tă  modificărilor acţiunii 
unui f. legată de variabilitatea unui a lt f. sau unei combinaţii de a lţi f. I .  este 
efectul combinat a 2 sau mai m ulţi f. De exemplu, in tr-un plan  experim ental 
factorial cu 3 f., A , B , C, cu n  repetiţii — adică n observaţii pen tru  fiecare 
combinaţie A» B } C* — in te rv in : efectele principale ale f. : A ,  B , C ,  respectiv 
interacţiuni de primul ordin intre cite 2 f. : A B , AC, BC, precum şi interacţiunea 
de al doilea ordin ABC.
Adevărata medie v;. Media teoretică a v.a. y observate, corespunzătoare 
celulei i sau (/, j) . M.m. admite, de obicei, o descompunere lineară în : medie 
generală, efecte principale ale factorului, in teracţiuni in tre  factori. De exem plu, 
intr-un model I biţactorial A N O YA *. a.m. a celulei (i.j)  este :

Td l  =  !* +  *< +  $ t  +  7 0 -

unde u. este media generală, a,-. S3 sint efectele principale ale f. A, B  ; y tj — inter
acţiunile intre nivelele f. A şi nivelele f. B.
Celulă. Sistem de nivele* (i3......... ip) ale unui f., unde ij, 1 <  j  <  p este ni
velul fixat al t . j .
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Bloc. Sistem de gelu'e*. In aplicaţii, b. este termen sinonim cu celtdăt. •
Factor (variabilă) calitativ(ă) (variabilă indicator). F. car« işi m anifestă pre
zenţa sau absenta, indicate prin 1 sau 0.
Factor (variabilă) cantitativ(ă). F. care ia valori continue în lr-un  anum it 
inteaval.
Factor controlat. F . a cărei influenţă poate fi scoasă in evidenţă prin an a liză : 
statistică.
Factor de eterogenitate (factor neeontrolat). F. care poate să introducă In 
popu la ţia  statistică studiată în afară de variaţii întim plătoare şi variaţii siste
matice. Analiza şi interpretarea statistică a rezultatelor necesită organizarea 
experimentului astfel incit /.«?. să nu influenţeze, in mod sistematic vreunul din 
factorii controlaţi *.
MODEL LIXIAR GEiVERAL.ţ—»• Regresic; Ecuaţia de regresie: Dreapta 
de regresie] Metoda M .M .P .) . R elaţie de dependenţă liniară a observaţiilor 
efectuate in tr-im  experiment, realizări ale v.a. {;/,•} fa ţă  de param etrii necu
noscuţi, (3; în prezenţa unor erori întim plătoare ¡e<}.

unde {xji) sint coeficienţi constanţi necunoscuţi: {¡3;} — efectele factorului* j  
(param etri necunoscu ţi); v.a. {ej} sint erorile corespunzătoare observaţiei 
S i,  i — 1, . . . ,  n sau ,in notaţii matriciale :

vcrificind anumite ipoteze fundamentale* (v.a. nccoreialc, cu mediile nule şi 
dispersiile constante necunoscute) ale modelului general. (-*■ Metoda M .M .P .)  
în  m .i.g. se estimează dispersia necunoscută a2, sc estimează efectele {¡Jj| şi. 
se verifică ipoteze statistice asupra lor (de exemplu, i.n. H0 : 3 i =  . . . ¡3j>
adică nu există diferenţe semnificative între cele I  nivele ale factorului consi
derat), presupunind in plus norm alitatea v.a.
Clasificarea in.l.i). după rangul matricei X :
a) M.l.g., cazul rangului complet: r =  rang X =  p «kt numărul de param etri. 
S ituaţie specifică modelelor de regresie.
b) IW.f.fl., cazul rangului incomplet : r  =  rang X <  p  num ărul de param etri. 
S ituaţie specifică modelelor A NOVA. Se mai numesc şi modele singulare. 
Clasificarea ni.î.g. după natura valorilor |
a) Constantele {?;/,•} iau valorile 0 sau 1. file au sensul de variabile-indicalor, 
arătind  absenţa sau prezenţa influenţei diferiţilor factori asupra variabilei 
studiate. M.l.g. este un model de analiza variantei (model ANO VA) sau model 
de analiză dispersională.
b) Constantele {. vli} descriu o mulţime continuă de valori (de exemplu, tim pul t, 
tem peratura T  ete,). M.l.g. este un model de analiză de regresie. (-*■Dreaptă de 
regresie).
c) în cazul in care o parte din {xn}  sin t variabile-indicalor şi altele iau valori 
într-o m ulţim  continuă de valori, se obţine un model de analiză ae covarianţă*. 
Clasificarea m.l.g după modul in care se efectuează experimentele :
a) Model (clasificare) incrucişat(ă) (In  engl. : Cross classification.) M.l.g. in care 
fiecare nivel al unui factor apare îm preună cu toate nivelele celorlalţi factori 
din experim ent.

P

y =  X ' p ; e
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Observaţiile po t fi dispuse într-un tabel cu dublă intrare , In celula (/, j) ,  s itua tă  
la  intersecţia liniei i (nivelul i al factorului A ) şi coloanei j  (nivelul j  al factorului 
D), se înscriu K  observaţii y(]k (caz echilibrat) :

(Model bifactorial ANO VA, clasificare încrucişată, caz echilibrat).
De exemplu, se studiază recolta ob ţinu tă  folosind două tipuri de sem inţe (factor 
A  cu I  nivele), cărora li se adm inistrează îngrăşăm int chimic în J  concentraţii 
diferite (factor B  cu J  nivele), avind la dispoziţie I J K  parcele. (Fiecare din cele 
I J  combinaţii tip  de săm inţă-ingrăşăm înt se adm inistrează la intîm plare pe 
cîte K  parcele).
Răspunsul-producţia (recolta) este iJuic şi reprezintă cele K  determ inări 
corespunzătoare celulei (i, j) ,  pentru  care se adm ite reprezentarea :

Q

y m  =  [i +  «i +  P; +  f i i  +  eiik, i =  1 , . . .  ,1
j  =  1
k =  l , . . . , K

{£i]k} v -a - independente ~  JV (0, a2)

(model bifactorial A N O V A  clasificare încrucişată, caz echilibrai*.) 
b) Model (clasificare) cuibărit(ă) (ierarhic(ă). ( în  engl. : nested or hierarchical 
classification) M.l.(|. in care fiecare nivel al unui factor apare îm preună numai 
cu unele nivele ale celuilalt (celorlalţi) factor. Se spune că nivelele unui factor 
sin t cuibărite în nivelele celuilalt factor.

Observaţiile se efectuează conform urm ătoarei diagram e ;

Factor A  1 2 ...........  .........I

Factor B  în interi- | i i j i j
o rul nivelelor i i i  I I
factorului A 1 2 . . .  J x 1 2 . . .  J 2

Observaţii

i/ixi Uni •••Ui/ji 1/211 1/221 -l/a/ji 
y 112 1/122 •• -SlJjt 1/213 1/222 ••• !/2/22

Vi  11 1//21 • • - i / j / / 1
1/712 1/722 •  •  •  1h J l -

UuK !/l2£- • -l/lJ kK Vzik 1/22JT- ■ - yz J2K yiiK  y w - y i h K

3 3 - c .  680
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(Model bifactorial ANOVA, clasificare cuibărită, caz echilibrat).
De exem plu, dacă (/*;* este cea de a k-a observaţie corespunzătoare nivelului 
i al factorului A şi nivelului j  al factorului B  în interiorul nivelului i al facto
ru lu i A , pentru care se adm ite urm ătoarea reprezentare, a tunci modelul este :

Vi]k —  F  +  a i +  P i U )  +  eijkt i = l .

{e,jl} v.a. independente ~  A’ (0, c-’).

, I
, J i  
, K

Efectele «¡, fim) pot fi constante sau v.a. presupuse de obicei necorelate (mo
del bifactorial I  sau I I  A N O V A , clasificarea ierarhică cuibărită, ca: echilibrat*). 
Clasificarea m.l.g. după num ărul de observaţii din celule.
a) Modele cu o singură observaţie in  celulă : modele în care se face u n  singur ex
perim ent pentru  toa te  combinaţiile posibile ale factorilor.
b) Modele echilibrate (balansate) : modele in care se face acelaşi num ăr de obser
vaţii pen tru  toa te  combinaţiile de factori, adică modele cu un num ăr egal (con
stan t) de observaţii în celulă.
c) Modele neechilibrate (nebalansate) ; modele cu un num ăr inegal de observaţii 
în celulă, adică modele în care num ăru l de observaţii diferă de la celulă la celulă, 
pen tru  diferite combinaţii ale nivelelor factorilor.
Clasificarea m.l.g. (cazul in care coeficienţii {¿a} iau valorile 0 sau 1, modelul 
A N O V A ) după natura lui { fij} ;
a) Modelul A N O V A  cu efecte constante sau modelul I  de analiză a varianţei 
(modelul I  al lui Eisenharl) : modelul ANOVA în care {3;}l< sînt param etri- 
adică efectele tratam entelor sînt constante necunoscute, num ăru l de tra ta 
m ente I  fiind fixat.
b) Modelul A NO VA cu efecte aleatoare sau modelul I I  de analiză a varianţei : 
modelul ANOVA in care {¡3̂ } sînt variabile aleatoare, tra tam entele  fiind alese 
în mod aleator dintr-o populaţie infinită de tra tam ente similare.
c) Modelul m ixt A N O V A  sau modelul m ix t de analiză a varianţei: m odelul 
ANOVA în care o parte  din param etri sînt constanţi şi o parte  sînt variabile 
aleatoare.
Observaţii. 1. Dacă se notează cu $  — m ulţim ea tu tu ro r tra tam entelor a tunci 
modelul 1 respectiv modelul II ANOVA corespunde cazului $  =  I ,  respectiv 
I  <  $  =  co. Uneori dacă I  <  J>< oo (populaţie finită de tra tam ente) se m ai 
foloseşte denumirea de model I I I  A N O V A .
2. Folosind notaţii matriciale, modelul I ANOVA se scrie sub forma unu i 
m .l.g .:

y -- X p -f- e

E (y) =  rj =  X 'P, rangX =  r <  p
n  ■

E(e) =  0
E  (ee') =  c2 I =  (Cov ep e j ) ) ^ , ,  j <n,

u n d e :

y“ x l  =  ( f / i .  ■ . . . U n ) ' ; pPxl =  (3j, . . . ,  fiv ) ' j e » » 1 =  ( e x .........e„)',
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X Px » =  ( x n ) i< i< n . \<j sip, elementele x a  sint constantele 0 sau 1.
Exemplu. Se măsoară procentul de alcool d in tr-un  lichid omogen folosind trei 
m etode de m ăsurare, făcindu-se pen tru  fiecare m etodă cite J ((i =  1, 2, 3) 
determ inări. M ăsurătorile dau adevăratu l procent de alcool corespunzător me
todei (tra tam en tu lu i) folosite, in fluen ţa t de eroarea de m ăsurare. Se adm ite că 
■există o relaţie de dependenţă stochastică de forma :

Vii  =  [x +  a f  +  i =  1 ,  2 ,  3 ;  j  —  1 ,  . .  . J , - ,

unde Da este a  j -a determ inare o b ţinu tă  prin m etoda de m ăsurare i ; ¡j. este 
adevăratu l procent de alcool din lichid ; a j, i =  1, 2, 3 este eroarea sistem atică 
d a to ra tă  metodei i, considerată ca fiind efectul metodei de m ăsurare sau efectul 
tra ta m e n tu lu i; {<?;,-} sînt v.a. reprezentînd erorile de m ăsurare. Se im pune con-

ti
diţia  : ^  aj =  0. Cele trei m etode de m ăsurare sînt suspecte a nu fi la  fel de 

i = 1
•exacte sau că cele trei tra tam ente nu sin t omogene.
V ariaţia to tală  între observaţiile {ytj} poate fi descompusă în două componente : 
-variaţia da to ra tă  diferitelor metode de m ăsurare (variaţia  intre tratam ente) şi 
variaţia in tre cele j  ( j  =  1, determ inări făcute cu aceeaşi m etodă de
m ăsurare  (variaţia în interiorul tratam entului).
D acă sîntem interesaţi în analizarea num ai a  celor trei metode de m ăsurare, 
■ai — efectele tra tam en tu lu i sînt considerate constant (Modelul I  A N O V A , 
■clasificare simplă (unifactorială)).
D acă se aleg întîm plător I  metode de m ăsurare sau I  tra tam en te  dintr-o m ul
ţim e infinită de tratam ente similare şi cu fiecare m etodă se fac Jf , determ inări 
Sn scopul generalizării analizei, atunci observaţiile (m ăsurătorile) {y (j} pot 
adm ite reprezentarea :

Vi] =  +  a i +  e i j ’ 1 —  1» . . . ,  I  ; j  =  1» • ■ J i

în  acest caz efectele tra tam en tu lu i, reflectlnd diferenţa intre cele I  metode 
■de m ăsurare selectate, sint variabile aleatoare (modelul I I  A N O V A , clasificarea 
sim plă  (unifactorială)).
Mai general, dacă fiecare din cele I  metode de măsurare alese in tim plălor din 
m ulţim ea metodelor de măsurare posibile a fi u tilizate este folosită de .7 specia
lişti care fac K  determ inări, modelul ANOVA poate adm ite reprezentarea :

Vijk =  [a +  ac +  Pf +  eijk , i =  1, . . . ,  I  ; j  =  1......... J  ; k  =  1, . . .  K ,
în care ,u este media corespunzătoare unei metode de măsurare de referin ţă : 
a( — v.a., abaterea de la media corespunzătoare metodei i : ¡3f — abaterea 
de la media corespunzătoare specialistului j  (const.) ; {ea/c} — v.a., erori de 
m ăsurare (modelul m ixt A N O VA).
FORMĂ CANONICĂ A IPOTEZELOR FUNDAMENTALE. Form a ipotezelor 
fundamentale* (-*  Modelul linear general)* transform ate cu aju torul unei trans
form ări lineare ortogonale : î  =  Py, care pot fi scrise :

— matricea un ita te  de ordinul n),
-Qc

Z  =  ( 3 , , ■~n)

E(zt) =  ‘  <  ‘ «  '
[0, r  +  1 <  f <  n

(Cov l^n =  I (I
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unde { ţ v  . . . ,  Ir), a~ sînt param etri necunoscuţi; v.a. {i,} se obţin din v.a. 
{¡/¡} prin transform area ortogonală de m atrice P, care nu depinde de aceşti 
param etri.

IPOTEZA NULĂ ÎN MODELUL LINIAR. I.n. / l (l care se referă la vectorul 
param etrilor

H0 : p =  O sau k (vector cunoscut) 

sau la o func(ie estimabilă* in 3 :

H0 : C'P =  O sau k (vector cunoscut)

fa ţă  de i.a.

Hi :  p ^  0 sau C'P #  0 ( ^  k ).

Exemplu. în  modelul de regresie lineară simplă (-*■ Dreapta de regrcsie) :

Pi =  [X +  $ x t  +  a ,  i =  1, . . n  

vectorul param etrilor este :

P

Se pot verifica urm ătoarele ipoteze statistice : 

1) I.n.m .I. de forma:

H„ : ţt — 0

fa ţă  de i.a.

Hj : jx 5* 0

sau, în scriere matriceală :

' 3 '
( 1, 0)

) =  °

2)

C'P — 0, vjy =  1. 

H0 : 3 =  0 

: 3 #  0

C'P =  0, =  1.

sau, in scriere m atricială :
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3) Jl0 : p. =  O, |3 =  0 (simultan)

if j  : cel pu ţin  un param etru fi sau ¡3 să fie diferit de zero sau, in scriere m a
triceală :

C X)-C)
c p = 0, vfl = 2.

SUMĂ TOTALĂ A PĂTRATELOR (SUMĂ TOTALĂ DE PĂTRATE).
Suma pătratelo r tu tu ro r observaţiilor. în  no taţia  m atriceală folosită in cadrul 
modelului linear general*, s.t.p. este :

S S M  =  y 'y  =  II y II2

SUMĂ A PĂTRATELOR ERORILOR. (-*Metoda M .M .P .) Valoarea minimă 
SSe a sumei pă tratelor erorilor in tr-un model linear general, obţinută înlocuind 
valoarea param etrului P prin m .m .p.-estim atorul său p :

SSe =  4'e =  || y — X'PU2 =  y'y -  P'(Xy).

Term en sinonim cu suma pătratelor erorilor de estimare.
Observaţii

1. S.p.e. se obţine scăzind din suma totală de pătrate* S S tot produsul scalar 
al m .m .p-estim aţiei vectorului param etrilor, p şi al vectorului Xy, partea  
d reap tă  a ecuaţiilor normale*.
2. S.p.e. depinde numai de modelul linear general corespunzător şi este inde
pendentă de orice formă a ipotezei nule I l0 referitoare la valorile unor funcţii 
estim abile, ce urm ează a fi te s ta tă  în cadrul acestui model.
3. D acă v.a. y ~  AT(X'P, a2 I), atunci v.a. SSe/c 2 ~  jj*. şi este independentă 
de suma pătratelor datorată ipotezei II*. pen tru  orice formă a i.n. G .l. ve =  n — 
— num ărul param etrilor independenţi, adică n — volumul eşantionului, minus 
num ărul param etrilor independenţi din model. (-> Legea formelor pătralice de 
v.a. normale.)
4. s2=  S S ,/v t  =  SS„ este o estimaţie nedeplasată* a dispersiei necunoscute a2 :

E  (s2) =  o2

şi se numeşte media pătratelor erorilor.
SUMĂ A PĂTRATELOR DATORATĂ (PENTRU VERIFICAREA) IPOTEZEI 
NULE H 0. Suma pătratelor erorilor, SSB  (sau SSpar) calculată in cazul în care 
ipoteza nulă in modelul linear* este adevărată.
Folosind  valorile a justa te  V ale v.a. y din modelul linear general

Y =  X 'P,
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unde p este estiinatorul m .m.p. al lui P 6 f?P, se obţine :

SSB  =  Y'Y =  0 'XX 'p =  p 'X  y 
sau

SS B (SSp it) =  P'C (C' (XX')-1C)-1C'p

conform formei i.n. I i0.
Observaţii
1. S.p.i.n. I I„ este produsul scalar al m .m .p-estim atorului vectorului param e
trilor. p şi al vectorului Xy, partea dreaptă a ecuaţiilor normale.
2. Dacă v.a. y ~  i\'(X 'P, a2I), a tunci v.a. SSff/a2~X''//<=»> cînd * n- ^ » es te  
adevărată şi este independentă de suma pătratelor erorilor*.
3. Se calculează :

E (SSb ) =  p o2 +  P 'X X 'P ,

adică media v.a. SSB  este p a- plus o form ă pătra tică  in param etrii ¡3j, 1 ^ i ^ p .  
A şadar, prin compararea v .a .SSH/vB  şi SSe/ve sub forma raportu lu i S S B /vB :
: SSgjVf se obţin informaţii asupra param etrilor ¡3* diferiţi de zero.
4. Se observă că :

s s M  =  s s e +  SSB .

(-> Sum a totală a pătratelor; Sum a pătratelor erorilor; legea formelor pătralice 
de v. a. normale.)
TESTUL IPOTEZEI NULE. Testul /•’(-> Test F  al lui Snedecor — Fislier) 
pentru  verificarea ipotezei nule in modelul linear*. în  ipotezele fundamentale 
ale modelului linear şi dacă i.n. II  este adevărată, atunci v.a.

__ SS h Ivh

SSf/Ve

este v.a. —F,lf]t v<,undc SSB ~ a '-x2VB este v.a. repczentînd suma pătratelor dato
rată i.n.H* şi S S e ~  o2x2v, este v.a. reprezentind suma pătratelor erorilor (de 
estimare)*.
T.i.n. constă in : se respinge i.n. I I  cu p.s. x  dacă şi num ai dacă

F  >  Fal vH, vf .

unde Fa , V/7. ve este x-cuantila superioară* a v.a. F  cu oB , xe g.l.
Observaţii
1. T .i.n . este un test LR (lest al raportului de verosimilităţi*) cu funcţia de vero
similitate* :

r  Ji
T  (Un. ■ • •> 1/iJj ; Pi, a*) =  II II

= 1 r= l
exp

2 a2 (:Vii ~  Pi)2

(—* Model unifactorial AXO  VA.)
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2. Testarea semnificaţiei regresiei simple (—> Dreaptă de regresie) : se Verifică 
i.n. :

fa ţă  de i.a. :

i i .  : ¡3j =  O 

Hr : P, *  0.

D acă {3j ^  O, se spune eă regresia este semnificativă. 
Statistica testu lu i :

S-S'regr , 
i 1 — —— -

SSe

este o v.a. — F Jt „_2. Se poate aplica testul t*, ţin înd seama de legătura dintre 
v.a. F  şi t. (—► Legi de repartiţie.)
TABEL AXOVA. Tabel care sumează calculele necesare aplicării testului ipo
tezei nule* şi cuprinde descompunerea sumei totale a pătratelor* observaţiilor, 
indicind astfel sursele de variaţie din modelul liniar general*, g.l. corespunză
toare legilor v.a. respective şi valorile lor medii. Pe baza elementelor din t . 
AXOVA se aplică testul ipotezei nule* în modelul liniar (tab. 109).

Tabelul 109

Sursa de variaţie Suma de pă tra te  
(SS) g.i. SS £ ( s s ( .))

D ato ra tă  modelului 
a ju s ta t (de exem
plu, datorată  
regresiei)

SS/fipar) =  P v.h(= P ) SSh Ivh —

=  SS H
o2 +  —  P'XX'P

p

A baterea de la
model
(reziduală)

SS. =  y y - P 'X y ve( = n - p ) SSel^e =

= s s ;

o2

T otală y'y n — —

MODEL 1 UX1FACTOBIAL AXOVA. (în cngl. cne-uay classification, one- 
way lagout, onc-way, A X O V A .)  Model linear pentru  compararea mediilor mai 
m ultor co lec tiv ită ţi (populaţii) statistice, în ipoteza că v.a. ce caracterizează 
aceste co lec tiv ită ţi urm ează legea normală.
Model linear pen tru  studierea efectelor unui factor (tratament)* ( =  const. cu
noscute) asupra rezulta te lor experim entului.
O bservaţiile p o t fi dispuse in tr-un  tabel cu o in trare form at din I  linii şi o co
loană, in celula (i) s itu a tă  la intersecţia liniei i cu coloana considerată înscriin- 
du-se observaţiile ob ţinu te  prin  cercetarea nivelului i* al factorului. Se adm ite
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că observaţiile din celula i sin t eşantioane bernoulliene* din populaţia  acestei 
celule şi că comportă urm ătoarea descompunere :

/  abaterea de la
Observaţia =  (media generală) +  I media generală dato

\ r a t ă  tra tam entu lu  
(const.) (efectul nivelului i

al factorului) 
(const.)

;M eroarea | 
întim plătoare /  

v.a.

adică : 

fi
Vil — p. +  +  «ţf, i =  1, ■ . I ; j — 1» ■ ■ J i  n =

{«iii v-a. independente ~  N(0, a 2).

5 j  J i

în  m .u .  I ANOVA se estimează param etrii u, a,-, dispersia a 2 şi se verifică ipo
tezele nule referitoare la efectele factorului, x, şi la media generală, p  :

i.n. H oa : ax =  . . .  =  a /(= 0 )  fa ţă  de i.a. H la : a s şt a/, V i, j e {1, . . . ,  /},

respectiv

i.n. H oil : p =  0 fa ţă  de i.a. H VrL : p  şt 0 .

M. I. u. ANOVA este caz particu lar al modelului linear general*, unde : 

y =  (yn , • • - , ! h j l ; &>i, ■ ■ ■, ViJt ; ■ ■ ■ ; Un, ■ - ■ V ijjY  este vectorul observaţiilo r;

c =  (eu , . .  ., e1j i ; e21, . . . ,  e.,j^ ; . . .  ; e /,, . .  ., e jj jY  este vectorul erorilor 
a leatoare ;
P =  (îx, ax, . . ., x /) ' este* vectorul param etrilor :

X ' =  
(n, /  +  1)

/ 1 1 0 . . . .  0]

i t 0 . . . .  oi
0 1 . . . .  0)

0 1 .. . .  o j

1 0 0 . .
"  11J- J i  linii

l  i 0 0 •• . .  l J

pen tru  verificarea ipotezei nule din modelul liniar*. (De exemplu, de forma i.n.

-^oa : &i — “  ® /(~  0)

I /1X : cel puţin  un a,- şt 0, Vi =  i ,  . , , ,  I ,
fa ţă  de i.a. :
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a dirá :
/ 0 1 0 °\ / p- \ / ° \
0 0 1 0 *1 =

0

Vo o o J ^0/
C' p O

(7, 7 + 1 )  (7 +  1,1) (7, 1)

v/7— 7 <  7 +  1 =  num ărul param etrilor (cazul rangului incomplet) (—r Model 
liniar general.) Im punindu-se restricţia  suplim entară :

I
1/7 £  «, =  0

i =1

sc ooţin m .m .p-cstim atorii unici ai param etrilor (funcţiilor estimabile)* u, a.ir 
dispersiei a2 şi sc construieşte testul ipotezei nule* pen tru  m .u. AflfOVA.) 
Calculele sint sin tetizate In tab . 110, respectiv tab . 111.

Tabelul 110

Sursa SS
suma de p ă tra te  *> g.I. SS £(SS)

Efecte
principale

SSa=  %  J i(u * i-H )2' 
i

Voc =  -f -1 S S a ld  -  7) CJ2 +
£  J i ( « i - S ) 2/ ( 7 - l )
i

Erorile

*1
1! 

a

"
 W

”
w

-
II

Ve =

Y ̂ i - 1)
i

SSe

Yi

a 2

Totală ss, =
=  Y Y ('Ja ~  v ?

i j

v =  n — 1 - -

*) y ; + desemnează media observaţiilor {y^}, adică

1 'yi* “ -J7 Y ’
‘ i - t

/

,  7
7 ■—  Y  i , -  »= S  -V

» t
»j*”  desemnează operaţia de medie.



T a b e lu l  1 1 1

Sursa SS
(suma de pă tra te ) g.i. SS E(SS)

Media
generală

([*)
) 1 Y i j 7 1

=  1 s s ^

t

Erorile SSe =  £  fofi ~  0<*)2 
* i

rH
II 

,L 

* W
"

s s e

i

a-

Totală SSt — £  E ! /u ~ y i* +V
Vi =

n - J + 1
— —

X !/■'* \ 2
+ — ^ -------1

J ‘ I i J r l 1
i '

T estul F  pentru  verificarea i.n. Hm , respectiv Hoîl constă in : se respinge i .n. 
Hux. respectiv I lo;x cu p.s. a  dacă şi num ai dacă :

SSa/SSe >  ; v#j Vei

respec tiv

SS„/SSe >  Fa; l, vc,

unde F  Ve sint a-cuantilele legii F  cu v„ g.l.
Observaţii
1. Suma de pătrate S S * datorată i.n. Hoz reprezintă măsura ponderată a im- 
prăşticrii medici de selecţie in cele /  populaţii, iar SS, suma pătratelor erorilor*, 
reprezin tă măsura îm prăşticrii observaţiilor în fiecare populaţie. De aceea, SS 
se num eşte suma de pătrate Intre grupe, iar SSe se numeşte suma de pătrate in 
interiorul grupelor. SSt se numeşte suma de pătrate In jurul mediei generale.
2. M.I u. ANOVA prezentat mai sus corespunde cazului nebalansat*. D acă 
num ărul de observaţii din fiecare celulă este acelaşi, adică J x =  . . .  J j  — J ,  
a tunci se obţine modelul balansat (sau echilibrat) in care expresiile m .m .p-esti- 
m atorilor şi statisticilor F  au formă mai simplă.
3. M.I u. AN OVA se poate prezenta sub forma echivalentă :

f Uit =  $( +  e( i , i =  1, . . . .  I i  j  =  t ,  . .  ., J t 

v.a. independente ~  N (0, cs2)
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pentru  care se verifică i.n . :

/ / „ : £ , =  . . .  =  ¡3j(= ¡3, nespecificat).

M.l u AX OVA este caz particu lar al modelului linear general* (cazul rangului 
complet) cu matricea X ' de forma :

1 0 0 '
1

i  0 0 1

0 1 0
1

o i 0 1

o o i
1

o o i

J j  linii

J 2 lin ii

J j  linii

( J ,  -f  J 2 +  . . .  +  J j  =  n), rang X ' =  1 ( =  p, num ărul de param etri) pen tru  
care tabelul A N O V  A*  este :

Tabelul 112

Sursa
dispersiei

SS
suma de p ătra te g.l. SS E (SS)

în tre  grupe SSH =
=  £  J i  (Ui* -  V ?

t

vfi =  
= / - l

S S h  =
=  SSHlvH

a2 +  

* 1 i

In interiorul 
grupelor

SSe =

=  S  I j (Vfi ~  
* j

Vg =  
=  n — I

SSe =  
=  SSe/ve a2

T otală
s s t =

=  1 ]  1 ]  (Vil -  V)2 
* j

Vi =  
= / i — 1 - -

4. M.l u. ANOVA presupune egalitatea dispersiilor teoretice ale celor 1 celule 
( =  cr2, necunoscută), adică presupune adevărată ipoteza :

2 2 
«1 =  • • • =  <7/

care trebuie verificată in prealabil (de exemplu, —*■ testul Bartlett*).
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5. M .l a. AXOVA este term en sinonim cu model I de analiză unifactorială sau 
clasificare simplă.
Observaţie. Testul statistic privind egalitatea a 2 medii (dispersiile necunoscute)* 
( —>• XVI. Verificarea ipot. stat.) referitor la i.n. //„ : =  m2 este caz p a rticu la r
al lestului ipotezei nule* pentru  m .l u. AXOVA adm iţind că observaţiile, v.a. 
i/ij comportă 2 nivele şi au descompunerea :

T estul statistic  pentru  verificarea i.n. H 0 : mx — m2 coincide cu lestul i p o t e z e i  
nule* pentru  m.l u. AXOVA ţinînd seamă de proprietăţile v.a. t şi F. (—*■ Legea 
t  Studen t; Legea F  Snedecor-Fisher.)
MODEL 1 BIFACTORLAL AXOVA (CLASIFICARE ÎNCRUCIŞATĂ)
(în  engl. two-way classification ; two-waij layou t; two-way A N O V A .) Model 
linear pen tru  analiza datelor clasificate in două direcţii sau după două criterii. 
Model linear pentru  studierea efectelor a doi factori (A şi B) şi in teracţiunilor 
lor asupra rezultatelor experim entului, expuse într-un tabel cu două in tră ri, 
ale cărui linii şi coloane corespund nivelelor factorilor A, respectiv B. Celula 
(i, j )  s itua tă  la intersecţia liniei i cu coloana j  conţine observaţiile efectuate sub 
influenţa sim ultană a nivelului i a l factorului A şi a nivelului j  al factoru lu i 
B  şi reprezintă un eşantion bernoullian* din populaţia corespunzătoare acestei 
celule.
Model I bifactorial AXOVA cu o observaţie in celulă M.l I). AXOVA pen tru  
care în celula (i, j)  se face observaţia ytj, care adm ite descompunerea :

Uii =  m< +  ci}, f =  l ,  2 ; j  — 1, . . . ,  nj  

v.a. [ei]} independente ~  A'(0, a 2). 

Modelul se. încadrează in modelul linear general* avînd

y =  (Sn, Usu ■•■>112«,)'

(î =  (ntj, m2)'

(observaţia) =  (media generală) +
(const.)

efectul nivelului j  \

efectul nivelului i 
al factorului A )

(const.)

al factorului B
(const.)

4- eroarea intlm plătoare,
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ad ică  ipotezele fundamentale* sînt

Vi) =  +  a £ +  Pj +  ei]■ i — / ( =  •£) j  — • • •> J ( =  3)

f j  . ^  oii =  Pi =  O (restricţii suplim entare)
* i

{ei j} v.a. independente ~  N{O, a2) 

pen tru  care se verifică i.n.
H a  : ai =  O, V i

H S : P, =  O V ;.

Ai. I &. A N O V A  o.c. este caz particu lar al modelului liniar general* pen tru  care j 
y  =  (i/ii< • • i/iJ ; y2i. - . . , y 2j \  ■■■ ■ !//i> ■■■. g /,/i) 'este  vectorul observaţiilor ; 
P J=  ((X ; « j, . .  ., a /  ; ¡îj, . |i j ) '  este vectorul param etrilor necunoscuţi ;

X ' =  
{»;/ + /+ !)

/  1 1 0  • • • 0 1 0  ■ • 0

1 1 0  • • ■ 0 0 0  • - 1

1 0 1  ■ • • 0 1 0  • ■ 0

1 0 1  • • ■ 0 0 0  • • 1

1 0 0  • • . 1 1 0  • ■ 0

v i 0 0  ■ • • 1 0 0  .
• • * >

J  linii

J  linii

J  linii

n — I J  ■ p = / - f j - f - l  =  num ărul param etrilo r; rang X ' =  I  4- J  — 1 
{cazul rangului incomplet)*.
Tabelul A N O V A  este tab . 113.

Model 1 bifaclorial ANOVA cu număr egal de observaţii in celulă (k >  I) (clasi
ficare Încrucişată) (model echilibrat). M . I b. A N O V A  p en tru  care in  fiecare 
celulă (i, j)  se fac K  observaţii {yaic} pen tru  care se adm ite descompunerea :

(observaţia) =  (media generală) +  factorului“ !! 'J+

,  ,  , . . , , . .. /in terac ţiunea  nivelului A

+ C n > ]+ ( ■ ¡ j f j s s s i . s i T ' ) +
adică ipotezele fundamentale* sint

y u k = y  +  a j  +  Pj  +  Ytf  +  em , i  =  1, . . /  ; j  =  1,  . . .  J  ; k  =  1, . . . ,  K

£) Ş  “ i =  Ş  P l  =  Ş  T i l  =  Yi l  =  0 (restric ţii suplim entare) 
i j  i j

{«jjt} v.a. independente ~  N{0, o2)
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■şi pentru care se verifică i.n.
H a : a, = 0 , Vi 
H »  r P# =  0, Vj 
L'r : Ti# =  0 , Vij

ii i. I'ft. ANOVA e. este caz particu lar al modelului liniar general* pen tru  care :

y — ( l i n i ’ • • •. U n K  i • • • î/i j i  •••> Vi j k  ! • • •  y / j i  • • ■ > u u k )

este vectorul observaţiilor;
$  =  (p ; a OLf, Tix> • • • V/J')' este vectorul param etrilor
necunoscuţi :
X ' =  (x ji) de ordin n =  I J K  ; p =  I + J + I J + X  =  num ărul param etrilor. 
Tabelul A NO V A  este tab . 114.

MODEL IBIFACTODIAL AXOVA (CLASIFICARE IERARHICĂ (CUIBĂRITĂ)).
Model bifactorial ANOVA în care fiecare nivel al unui factor apare 
îm preună num ai cu unele nivele ale celuilalt factor. Efectele principale ale 
factorului A şi efectele nivelului j  al factorului B  in interiorul factorului A  sint 
constante.
Model I bifactorial AXOVA cu număr egal de observaţii în subgrupe (K > I ) ,  
clasificarea cuibărită (ierarhică).
AI. 1 b. A N O V A  (c.i.) cu acelaşi num ăr K  (K >  1) de observaţii in fiecare sub
clasă.
M . I b. ANOVA, clasificare cuibărită pen tru  care observaţiile adm it descom
punerea :

observaţia =  media generală +  (efectul nivelului i al factorului A )  -f- 
(const.) (const.)

+
efectul nivelului j  a l factorului'! , , .

B  în interiorul factorului A  J ‘ '■troa el> 
(const.) (v.a.)

ad ică ipotezele fundamentale* sin t :

Uilk  =  p +  a; +  P(i)i +  H j k ,  f =  l .  . . . .  I

l
j  =  1. . . . , J i , n  =  K  £  J (

t= 1
f i  .  ,  „k  =  1, . . . . ,  K

{eHk} v -a. independente ~  ¿V(0, cr2)

Ş  “ i =  0. S  PiO) =  0, Vi 
■ * i

Se verifică i.n. deform a :
H A : a.i =  0, Vi 

H b (A) ■ Pt(» =  0, Vi, j  

pe baza calculelor sintetizate in tabelul 115



Ta
be

lu
l 

IU

T /

528



529

Tabelul 115

Sursa SS
(s u m a n e  pă tra te ) g.i. SS

Factorul A y***)2
X

v,i = /  1 S S a  — SS a I^a

Factorul
B(A)

SSb (A) =
=  K  U  S  (yu* -  y> *»)2

* 3

vs y i  =
=  £  J i - A '  

i

S S B(A) =  
SS b (a )

ybu)

Erorile
s s e =

=  2  S  S  (sa *  -  Vii*Y
i j  k

ve =
— « -  J i 

i
~SSe = S S elve

Totală
SSt  =

=  £  £  £  4 * -  n»L% j  k
Vj =  n — 1 -

MODEL I ANOVA MULTIFACTORIAL FORMAL (CLASIFICARE ÎNCRUCI
ŞATĂ). Obţinerea formală a unui model I ANOVA, cazul echilibrat (balan
sat), clasificare încrucişată cu p  factori d in tr-un model I ANOVA corespunzător 
unei clasificări inferioare (cu p —1 factori). Pe baza unei reguli generale formale 
se pot estima param etrii, se po t forma sumele de pătrate şi se pot determ ina g.l. 
corespunzătoare.
N um ărul de factori este p. Fie adevărata medie a celulei ip)
pentru  care se adm ite descompunerea lineară ca suma dintre p. — media ge
nerală ; Cp efecte principale ale celor p fa c to r i; Cp in teracţiun i de ordinul 2- 
în tre cei p  factori o in teracţiune de ordinul p.

AEfectele principale ale factorilor sîn t : a i{f =  rj**. .  . • - •* — v)** • ■ ■ *»,
1 ^ t  rgjp. Interacţiunea de ordinul r(r <Jp) intre nivele ii , . . . ,  ir ale facto-- 
rilor este :

r

«  i 1 ' ‘ ' i * —  • ■ • »>**•••*  +  ( — ••*(*■-«*■ • • *’
1 ■ “  r ;=>

u n d e /;» * .. . . .* este o sumă in care fiecare termen se obţine prin  mediere
din media adevărată a celulei (i1, . . ir> ■ ■ ■> ip)• -ip lăsînd (r—j),
indici nem ediaţi. r
De exemplu, modelul I ANOVA cu 4 factori A, B, C, D, cazul ¡echilibrat 
(A f> t  experienţe în fiecare celulă (i, j ,  k,  l)) în care adevărata medie a celulei, 
(i, j ,  k, l) adm ite descompunerea :

a  n  r  n  a b  a c  . a d  , b c  , b d  , c p  , a b c , 
r ^ j i d  =  p +  ai + a j  +  a* -pa; -p ■xij +  *»fc T O - j l  -pairi a * l t  >

ABD ACD BCD , ABCD
~f* OLij l “Foc ijcl

34 -  c. 680
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Efectele principale ale factorilor şi interacţiunile verifică restricţiile supli
m entare :

a  n  c  d  na* =  a*  =  a *  =  a* =  U
A B  A c  B D  C D  r,a«* =  as* — . . .  — a*i =  a*i =  u

A n e  a u d  ai;*  =  a i;* b c da * « =  0
A B C D  A B C D

CUjk# =  • • • =  a*j'AÎ =
în  cazul în care adevărata  medie a celulei (¡, j ,  k, /) adm ite descompunerea t

i A , B , c  j  Dtiijtl =  p  +  a i  +  a ;  +  a *  +  a i

avem de a face cu un model I ANOVA, cazul adilinităţii efectelor (lipsa in ter
ac ţiun ilo r între factori).
M odelul I ANOVA cu 4 factori, cazul echilibrat este :

Ui i l cl m =  Mii-i +  ; i  =  1, . . I ; j  =  1 ,  . . J  ; k  —  1,  . . . ,  K ;

O - 1 =  1, m =  1, . . . .  M

. v. a.  independente ~  iV(0, a2) . 
l.n . referitoare la efectele principale sau in terac ţiun i de forma :

H a : a i  =  0 ; . . .  H a s  : a f /f =  0 . . .  ;Habc '■ a f ; tC =  0 . . .  etc.
iSe obţin  m .m .p-estim atorii param etrilor şi se construiesc testele F  pen tru  i.n . 
Regula generală formală. Se introduce un factor ,,fic tiv” care corespunde nu
m ărului de observaţii din fiecare celulă. Se adm ite că adevărata medie a celulei 
are o descompunere lineară şi că sint verificate restricţiile suplim entare refe
ritoare la efectele principale şi in teracţiuni, num iţi param etri „esenţiali". 
Estim atorii m.m.p. ai acestor param etri „esenţiali” se obţin ca sume dc obser- 
vaţiiletm ediate ale celulelor respective, nemediind indicii nivelelor factorului 
respectiv şi mediind indicii celorlalte nivele. Semnele term enilor din aceste 
sume se succed ca semnele din expresia g.l. corespunzătoare.
Suma pătra te lo r erorilor S S e se determ ină ca sumă a sumelor dc p ă tra te  SS  

• care se referă la combinaţiile factorilor „esen ţia li” cu factoru l „fic tiv ” .
Dacă la ipotezele fundam entale i î  se adaugă unele i.n. H, a tunci in calculul 
sumei pă tratelor erorilor SS e se adaugă sumele dc p ă tra te  corespunzătoare 
acestor ipoteze.
Suma de pă tra te  SS  cu un num ăr dc indici sc obţine ca diferenţă dintre suma 
pătra te lo r abaterilor observaţilor, v.a. ycare au indicii corespunzători nem ediaţi 
fa ţă  de media generală şi suma sumelor de p ă tra te  SS  care au indici mai puţini 
aflate deasupra ei în tabelul ANOVA.
N um ărul g.l. al unei sume de pă tra te  se calculează formal făcind produsul g.l. 
corespunzătoare tu tu ro r sumelor SS care au un singur indice. Se spune că există 
o dualitate Intre expresiile g.l., sumelor de p ătra te  şi m .m .p-estim atorii para
metrilor, succesiunea seninelor fiind aceeaşi. Această dualitate justifică forma
lizarea modelelor ANOVA.
în  modelul considerat in exemplul dat, modelul I ANOVA cu 4 factori, cu M  
observaţii in celulă se obţine formal ca model I ANOVA cu 5 factori şi o obser
vaţie în celulă.

' Tabelul ANOVA pentru exemplul dat este :
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MODEL X \\O V V  M ULTIFACT ORI AL FORMAL (CLASIFICARE IERARHICĂ)
Obţinerea form ală a unui model I ANOVA, cazul echilibrat, clasificare ierar
hică cu p — 1 factori dintr-un model I ANOVA cu p factori, cazul echilibrat,

• clasificare cuibărită.
De exemplu, modelul I unifactorial al clasificării ierarhice, se poate obţine din 
modelul clasificării încrucişate duble (modelul bifactorial I ANOVA — cazul 
•încrucişării duble) : efectele principale ale factorului B  iu interiorul nivelelor 
factorului A, rfi(i)} din cadrul modelului unifactorial I al clasificării ierarhice se 
•obţin sumind efectele factorului B  şi interacţiunile A B  după indicele j  din 
modelul bifactorial I al clasificării încrucişate : ■fiul) =  fi} +
Sumele de pă tra te  şi gradele de liberta te  corespunzătoare din tabelul ANOVA 

,pentru clasificarea ierarhică se obţin  prin  adunarea term enilor corespunzători 
din modelul bifactorial I ANOVA, clasificarea încrucişată, 
în  cazul in care nu există in teracţiun i în modelul clasificării încrucişate, se 
combină term enul A B  cu term enul rezidual.
-Calculele po t fi urm ărite in tab. 117.
Modelul bifactorial I al clasificării ierarhice se poate obţine din modelul tri- 
factorial I al clasificării încrucişate astfel : dacă toate  nivelele factorului C 
.-sînt luate  cu toate combinaţiile posibile ale nivelelor factorilor A  şi B,  atunci 
avem de-a face cu lin model I ANOVA al clasificării trip le încrucişate. Dacă 
I  J  K  u n ită ţi experimentale sîn t considerate în experim ent cu K  u n ită ţi expe
rim entale diferite pen tru  fiecare combinaţie a nivelelor i =  1, . . . , / ,  respectiv 
j  == 1, . . ., J  ale factorilor A  şi B,  se obţine modelul clasificării ierarhice duble 
cu factorul C in  interiorul factorului A.  Se mai spune că factorul C este cuibărit 
în in teriorul factorului A.
Presupunind că observaţiile adm it urm ătoarea descompunere în  cazul clasi
ficării trip le  încrucişate :

llilk l =  u. +  a,- +  pj +  Yi +  (a $)tjB +  (pT)ilC +  (pY)fk +  («3yjifk  +  '-'¿iii,

unde i =  1......... /  ; /  =  1, , .  ., J  ; k =  1, . . . ,  K  ; l =  1, . . .  L  =  num ărul
de repetiţii din fiecare celulă, efectul factorului C în interiorul combinaţiei 
A B  se obţine adunînd in relaţia de mai sus m.m .p. — estim atorii corespun
zători combinaţiilor C, AC, BC, ABC,  adică

y am  =  y k +  (*y)uc +  (?r)fk +  (a3v)ijlc
.■sau

Y(ij)k ~  (¡Jttkt P****) -ţ- (Ui*k* Pi*** U ttk t  ~r y****) -r

~f~ v*3** y**k* ■+■ y****) -+ (Uijk* Vij** Pi*r*

y*ik* “V ¡Ut** ~  iititt  +  iitty* —  a****) =  mu* va**-

.Acelaşi modei poate fi folosit pentru a obţine un model bifactorial de două ori 
cu ibărit, adică avînd efectele factorului C in interiorul lui B  in interiorul lui A. 
Modelul de două ori cuibărit este

llijU =  ¿r +  «£ +  3<iW +  Y(ii>* +
»unde

Y itf  =  y t  +  ( * Y ) «  +  ( 3 y  )jt  +

3 < o î  =  3 /  +  ( « 3  ) « •
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MODEL II ENIFACTORIAL ANOVA. (In engl. : variabil- effects model,  
variarice eomponents model). Model unifaclorial ANOVA în care. nivelele fac
torului stud iat sint considerate un eşantion de volum I dintr-o populaţie socotită 
infinită. Efectele principale ale factorului sint v.a. Se presupune că obser
vaţiile adm it o descompunere lineară ca si in cazul modelului 1 unifactorial 
A N O V A*.
Ipotezele fundam entale ale m. II u. ANOVA (cazul Reechilibrai) sint :

n -

' Vi) =  H +  « i+  ei)> f =  1, . . I ; j  =  1, . , . ,  J t ; n =  ^  J t
i

cu J <  ,? =  oo (_» Model liniar general) 

R ] . {ea} v.a. independente în to ta lita tea  lor

R }  ~  -V(0, al)

{eu} ~  .V(0, al) (a i =  o2)

De aici rezultă :
^ ar di j — aa +  ai

ceea ce justifică denumirea m. II  u. ANOVA de model pentru componentele 
dispersiei.
în  m. II u. ANOVA se verifică i.n.

H a  : a l =  0

(contribuţia celor 7 eşantioane la variab ilita tea  to tală) pe baza calculelor d in  
Tabelul A N O V A.
Tabelul A NO VA*  pentru m. II u. ANOVA d a t de tab. 118 este acelaşi cu T a
belul ANOVA din cazul modelului 1 unifaclorial AA'OVA *, singura deosebire 
fiind in calculul coloanei care dă mediile sumelor de p ă tra te  SS.
Testul i.n. I1A : se acceptă i.n. H A cu p.s. a  dacă şi numai dacă

SSA/S S e <  F a ; v„

unde Fa ; v^, ve este oc-cuantila superioară a legii *F cu va , ve g.l..
Observaţii

1. în  cazul echilibrat, J 1 =  . . .  =  J j  =  J  se obţin formulele sim plificate. 
De exemplu :

E (S S j)  =  a] +  J  a l

2. Coeficientul de corelaţie intraclase : coeficient de corelaţie intraclase care 
măsoară corelaţia intre v.a. ij(j şi tju ( j  i= j%  observaţii în interiorul aceleiaşi 
grupe (clase). E ste dat de relaţia :

Cov Olg, Vi}') al
PyH ,yij‘ ! Var i j i j - y v a r  y i}' ol +  al

3. Se pot obţine intervale de încredere pentru  p, ai, o ii al cu p.s. a  (sau nivelul 
de încredere (1 — a)) : de exemplu, intervalul de încredere pentru  p cu nivelul
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Tabelul 118

Sursa dc 
variaţie

SS
(Suma dc 
pă tra te )

g.l. SS
E(SS) 

Model I 
unif. ANOVA

Model II 
unif. ANOVA

Efect, princ. 
fact. A 
(între grupe)

SSA
(SSa—r model I  
uni)'.
A X O V A )

7 - 1 S S A =  
SS A/ ( I - 1) » « + —----- -

/  — 1

2 1 
° ‘ + 7 = î x

/  SA
x ( "  „ ) *

Erorile (rezi
duală)
(în interiorul 
grupelor)

SSe
(SSe—r model I
unif.
A XO V A)

i
=  n  -  /

~sse =  
SSel ( n - 1) a2e(=  a2) c*(=  a2)

Totală
SS t

(SSt—* model 
unif.
A X O V A )

n -  1 - -

do încredere (1 —a) 100% este :

(U*r la  ■ M  '• </»* +  la  > ( I —l ) V  S S A / 1 J )

unde la ; </_x> este a-cuantila superioară a legii i cu /  — I g.l.
MODEL î l  BIFACTORIAL ANOVA (CLASIFICARE ÎNCRUCIŞATĂ).
Model bifactorial ANO VA în care nivelele factorului A  luate cu toate nivelele 
factorului B sint eşantioane de volum 1(1 ^  £  =  oo) respectiv J (J  <  3  =  oo) 
d in  populaţii infinite.
Efectele principale şi interacţiunile dintre factori sint v.a.
Model II bifactorial AXOVA cu 1 observaţie în celulă (clasificare încrucişată
M . II b. A X O V A  pentru  care In celula (i, j )  se efectuează o singură observaţie 
;/0 care adm ite descompunerea lineară : o medie generală, n (const.) : efectele 
principale ale nivelului i al factorului A, a,(v .a.) ; efectele principale ale nivelului 
j  al factorului B, b j(\.a . ) ; erorile intîm plătoare, Cj/ţv.a.) (cazul aditio-lipsa inter
acţiunilor intre factori).
Ipotezele fundam entale ale m. II o. A X O V A  (1 o.c. ; c.f.)

Uri = I1 +  ai ■+■ bf +  etj 

v.a. {a,} ~  A:(0 ; al) independente ; 

v.a. {bj} ~  X(0 ; al) independente 

v.a. {ea) ~  A’(0, al) independente 

(Var Ha — Ca +  Ob “i“ Ge ̂
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Se verifică i.n. :
H a  : a l =  O 

H z : 4 =  O

cu aju torul unor teste F. Calculele se pot urm ări în tab . 119 care este tabelul 
AN O V A*  pentru m. II b. A N O V A  (1 o .c .; c.i.), identic cu tabelul ANOVA 
pentru  modelul 1 bifactorial A N O V A  (1 observaţie in celulă; clasificare încru
cişată)*, singura deosebire fiind in calculul coloanei E(SS).
MODEL II BIFACTORIAL ANOVA (CLASIFICARE IERARHICĂ). Model 
bifactorial ANOVA in care pentru fiecare nivel al factorului A se aleg la întîm - 
plare subgrupe (subsclecţii) de un ită ţi experimentale. Nivelele factorului 
A sint luate numai cu o parte din nivelele factorului B. A tit nivelele factorului 
A cit şi nivelele factorului B  sint eşantioane de volum fixat din populaţii 
infinite.
Efectele principale şi interacţiunile dintre factori sint v.a..
Model II bifactorial ANOVA eu număr egal de observaţii in subgrupe. AJ. l i f t .  
A N O V A  (c. ier.) în care fiecare nivel al factorului A se aleg la intim plare J  
subgrupe (subeşantioane) dintr-o populaţie infinită de nivele ale factorului B  
pe care se face acelaşi num ăr K  de observaţii.
Pentru a A'-observaţie din nivelul j  al factorului B  in interiorul nivelului i al 
factorului A se adm ite o descompunere liniară în : media generală p, (constantă) ; 
efectul principal al nivelului i al factorului A, a^v .a .) ; efectul principal a l  
nivelului j  al factorului B  în interiorul nivelului i al factorului A, b^)j (v.a.) •„ 
erorile aleatoare e<0 )*.
Ipotezele fundam entale ale m. II  ft. A N O V A  (l.o.c. ; c.i.) sin t :

U i ) k  —  P  +  « i  +  b ( t ) j  +  e U j ) k ,  1 —  . • • ’  1 <  &  —  0 0 ;
j  = l , . . . , J<3 =  co  
k =  1, . . .  K .

n . v.a. { a j  ~  A7(0, ca), independente, V/ 

v.a. { i(iW} ~  A'(0, al), independente, Vi, j  

v.a. {e(,j)t} ~  .\’(0, ce), independente, V i, j ,  k

(Var ţ!n k =  o l  +  ol +  Oe).

2 2I. n. de forma 11A : oa =  0 ; U n : c& =  0,
se verifică cu aju torul unor teste F. Calculele se fac pe baza tab . 120, Identic 
cu tabelul A N O V A , modelul I  bifactorial A N O V A , K  obs. in celulă, clasificarea 
ierarhică*, singura deosebire fiind in calculul coloanei E(SS).
MOOEL DE ANALIZĂ DE COVARIANTĂ. Caz particular al modelului liniar 
general*, folosit pentru st udiul sim ultan al mai m ultor regresări*.
Se urm ăreşte mişcarea dispersiilor mediilor de selecţie ale populaţiilor consi
derate. înlăturarea efectelor unor factori* (variabile).
Variabilă concomitentă (covariantă). Factor (variabilă) ale cărui efecte urmeazăi 
să fie eliminate prin  intermediul m.a.e.
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Model simpla de analiză de covarianţă.
Combinarea modelului I  unifaclorial A N O V A * cu regresia liniară simplă.* 
(-* Dreaptă de regres ie).
Exemple.
1. în  studierea dinamicii înălţimii unor copii clasificaţi in 3 grupe după 3 faze 
ale unei boli (factor „ tra tam en t” -3 nivele), dorim să eliminăm efectul (facto
rului) virstei, considerîndu-se mai puţin  im portant în cadrul experim entului 
întreprins.
.2. Se consideră un experiment în care două grupe de animale sînt tra ta te  cu 
.2 diete alim entare diferite. dlt d2, urm ărindu-sc influenţa lor asupra creşterii 
in  greutate a animalelor.
Pentru aceasta se po t studia greutăţile medii finale ale animalelor tra ta te  cu 
■dv  d2, folosind un model I unifaclorial A N O V A*  (factorul A —dieta alimen
ta ră , cu 2 nivele : dv  d2).
Dacă experim entatorul are la dispoziţie şi greutăţile animalelor la începutul 
■experimentului, studiul influenţei dietei alim entare asupra greutăţii poate fi 
întreprins folosind un m.a.e., eliminind efectul (factorului) g reu tă ţii iniţiale 
în  exemplul 1, se urm ăreşte eliminarea deosebirilor în Înălţime intre cele 3 
grupe, eliminindu-se efectul virstei (înălţim ea influenţată de factorul virstă), 
ipotezele fundam entale ale in.a.c. sînt cele de la modelul de regresie simplă* 
,(-*- Dreaptă de regresie ; Metoda M .M .P .) : observaţiile sint variabile aleatoare 
independente ; legea normală a lui Y pentru  valori particulare ale Iui X ; 
■dispersii egale**).
în  exemplul considerat pentru o virstă fixată, înălţimile copiilor fiecăreia din 
cele 3 grupe sint variabile aleatoare normale, avind mediile dispuse după o 
d reap tă  şi dispersii egale, adică :

fi ac-

ijfj =  a i0 -)- Pj.r,-; +  etj,  / = ! , . . . /  ( =  num ăr de tra tam en te , în
cx. considerat, 1 =  3)

{efj} v.a. independente ~  .V(0, c"e)• j  =  1. — » J j  ( =  nivelul de
•bservalii din al i-lea eşantion)

i/fj. x tj  sînt valorile lui y şi x  pentru  cea de a j -a observaţie, căreia i se aplică 
a i i-lca tra tam en t.
a ,0 — înălţim ea celei de a ;'-a grupă pe dreapta de regresie la x  =  0. 
în  m.a.e. Clac se verifică i.n. de forma :

Ho ■ E ( y f / x )  =  » i0 +  ¡ V ~

M 0 : E fiji/x) =  -ţ- 3x (drepte de regresie paralele)

Ho ’■ H(tJifx) =  a0 +  fix (aceeaşi dreap tă  de regresie)

H 0 : Efiji/x) =  (Zio (Model I unifaclorial A N O V A *  — dreapta de regresie nu 
depinde de .r, paralelă cu Ox).

Diferitele i.n. II0 se verifică cu aju torul unui test F.
METODE DE COMPARAŢIE MULTIPLĂ (INFERENŢĂ STATISTICĂ SI
MULTANĂ). Ansamblu dc metode de inferenţă statistică pentru  studiul 
unor funcţii parametrice, estimabile*, construcţia intervalelor comune (simul-

■**) Pentru fiecare tratament, mediile populaţiilor (grupelor) sînt dispuse după o {curbă de) regresie*•
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tane) de încredere şi teste statistice pentru familii de ipoteze referitoare la  
funcţii param etrice în modele liniare, perm iţind astfel comparaţii între para
m etri sau grupe de param etri.
Studiul situaţiilor create in ansam blul ipotezelor în urm a respingerii ipotezei 
nule generale, în scopul determ inării funcţiilor estimabile* care au contribuit 
la respingerea i.n.
Compararea globală (m ultiplă) a mediilor in modele A A O Y A * , în scopul depis
tării mediilor care determ ină respingerea ipotezei nule privind egalitatea lor. 
M.c.m. au fost fundam entate de J . W. Tukey (1953), H. Sclieffe (1953), 
E . Spjptvoll, M. Stoline (1973), K. R . Gabriel (1969): O .J. Durai (1961) ş.a. 
Contrast. Funcţie parametrică* i|i =  CjBj pentru  care coeficienţii {o , con-

i
stante cunoscute, satisfac condiţia y  ct — 0.

i
C. este o funcţie estimabilă*.
Spaţiul q-dimensional al funcţiilor estimabile. Spaţiul generat de q func ţii 
estimabile* lin iar independente. S.f.e. se notează cu L. în modelul I unifactoriaî 
ANOYA*, de exemplu, pentru  param etrii {,8j}, l ^ i ^ f ,  un contrast e s t e -

(1 ¿1 1 3̂ \
—  2 j Pi -  ~ r  Y i  Pf r

» = 1 y2 j=  1 J

Jj 4- J2 =  I , k =  const. (coeficienţi : 1, . . .  1 de ori, —1, . . .  —1 de f 2 ori). 
Teorema de acoperire simultană. Fie {¡3j, . . . ,  P*} param etrii necunoscuţi şi 
fie . . . .  Jjc intervale aleatoare care acoperă param etrii respectivi cu proba
bilita tea  1 — !x(, 1 ^  i <  A\
A tunci probabilitatea ca aceste intervale să acopere sim ultan param etrii cores-

k
punzâtori este cel pu ţin  egală cu 1 — y  a<, adică :

»=1

\  t= i /  *=i

unde E i este evenimentul care constă în acoperirea param etrului p  ̂ prin in ter
valul 1(, i =  1, . . . ,  k.
Metoda S a lu iH . Sclicffi. M.c.in. b azată  pe urm ătoarea teoremă :
Fie modelul liniar general,* cazul AN OVA

Q.
y •\'(X' p, c2l)

rang X ' — r.

P robabilitatea ca sim ultan pen tru  orice funcţie estimabilă* <Ji să fie satisfăcute 
inegalităţile
A  A  A

di — Sa* ^  <J> <  4- So*-, Vtji 6 L-spaţiul q-dimensional al funcţiilor esti-
+ <|i

mabile*,
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este esală cu 1 —a, unde ■
A  A

— C P este estimafia nedeplasată* a funcţiei estim abile <¿1 =  C'P 
— estim aţia nedeplasată a Var

sa — estim aţia nedeplasată a lui a2 cu v g.l., adică vs2/a 2 ~  Xv
S2 =  q-Fa; j,v  — constanta lui Scheffe.
Observaţie
Se spune că^ji este semnificativ diferit de zero în raport cu m.S. dacă in tervalu l 
(di — Scsa, di +  S oa) nu acoperă pe zero sau |iL| >  S a  a-<ji <ji
Metoda T a lui •!. W. Tukev. M.c.ni. bazată pe urm ătoarea teorem ă :

A

Fie m odelu l: (d i)  sînt variabile aleatoare independente.
(Jjj ~  N(tyt , a la2!), K  i <  l".
W i) — constante cunoscute, 1 <  i ^  k.
{Pf} — param etrii necunoscuţi, 1 ^  i ^  k

A

vs2/c 2 ~  xŞ S' nu depinde de {<|i4}, 1 ^  i ^  k- 
Cu o probabilitate egală cu 1 —a toate  funefiile parametrice* di =  C'P =

i
satisfac sim ultan inegalităţile :

< T -  9a -g'a - k ,v <  4  i  +  od -g'a; k ,v
unde

A  n  A

41 =  £  c i? i
i

9a - k,v cste a-cuantila superioară a am plitudinii studenlizale liigite*  ;

ga =  m ax ( Y  ciau  -  £  ci«i)
>6P *6N

CU

P  =  {i, 1 ^  i <  k ; c{ ^  0} ; N =  {i, 1 ^  i <  * ; ct <  0}

Observaţii
1. Pentru  modelul 1 unifactorial A2\O VA*, caz echilibrat :

[y u  =  Pi +  i =  l .  ■■ ■’ 1
-0^ j  =  l ,  . . . , J

U eff} v -a- independente — JV(0, o2)

sau scris în forma echivalentă :

(P i)l <»</

s2 este o estim aţie nedeplasată a lui a-, independentă de {¡3,-}, astfel Incit 
vs2/oa ~  Xv (v =  n — 1), m .T . se bazează pe teorema :
Cu o probabilitate de 1 — a, toate contrastele* i}i =  £  cf3 f, ^  c4 =  0,

* •
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satisfac sim ultan inegalităţile :

Ts ( - ţ  S  ' c< ')  <  + + r * ^  Ş  i c j i J »

unde :
-A ■ ţ A A 1. ■ ^
^ =  V  C|Pj ; =  yi# =  —  V  ţJij, i =  1, . . . ,  i este media a J  obser-

i J  j « t
valii din a i-a celulă :

1
T =  9a - i v cs ê constanta lui Tukcv ;

2. Compararea celor două metode pe un  domeniu comun de aplicabilitate în 
vederea stabilirii eficienţei lor relative se face prin com pararea raportu lu i pă
tratelor lungimilor intervalelor de încredere pentru  o anum ită funcţie estim a
bilă, calculate prin m etoda S, respectiv T, adică

R  =  L 2s /L 2t -

'Criteriul de eficienţă relativă a celor două metode :
Metoda T  este preferabilă metodei S dacă :

R >  1.

în  clasa tu tu ro r contrastelor =  ci ~  0 >n param etrii m odelului
i i

eficienţa relativă maximală a metodei S fa ţă  de metoda T  se obţine în clasa 
con traste lo r de forma :

pentru  care :

(  \ II 1 7a \
=  * 7 -  £  fo -  T  £  Pi * h +  h =  I -

V * 1  ¿=1 J2 ; = 1 /

f  1 1 \  ; / —1, « —/
( —  +  — ) “ ------------ 5
V 1 2 /  9 a ; I , n - I

( I ~ D

in tim p ce m etoda T  este preferabilă metodei S  pentru contraste de forma 
tţi =  kifif — 3;) i j, pentru care

1— \,n — I
-^inax =  2 (/ 1) " "

9 a ; 7, n— l

PLANIFICAREA EXPERIMENTELOR. Ansamblu de tehnici de realizare 
a unei experienţe pentru a stabili modul in care se efectuează experienţele 
asupra a p factori Xj. . . . .  xp  (factori controlaţi)* care influenţează o variabilă 
— răspuns, in vederea interpretării statistice a observaţiilor.
PLAN EXPERIMENTAL. Schemă după care sînt făcute experimentele şi 

înregistrate observaţiile, care perm ite studierea influenţei factorilor contro laţi 
asupra caracteristicii studiate, cu scopul de a estim a influenţa lor şi de a stabili 
pe cei mai im portanţi dintre ei.
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P.e. perm ite separarea a două surse de variaţie a observaţiilor : variaţia da to ra tă  
fiecăruia dintre factorii controlaţi* şi variaţiile intîm plătoare datorate  a lto r 
factori neconlrolaţi, num iţi factori de eteroţienilate*.
De exemplu, în studierea efectului diferitelor îngrăşăm inte agricole a<upra 
unei recolte de grîu, factorul controlat este îngrăşăm intul (felul ingrăşă- 
m întului, doza utilizată), iar factorul necontrolat este variabilitatea dato ra tă  
mediului (sol, climat, paraziţi, insecte, etc.).
P.e. stabileşte factorii consideraţi in experiment, numărul de nivele* al acestor 
factori, num ărul de observaţii din fiecare celulă*, alegerea aleatoare sau ex tra
gerea la întîm plare a unităţilor experim entului (obiecte, persoane, loturi de 
piese, parcele agricole etc.) din populaţia respectivă, asigurarea efectuării 
observaţiilor — prin randomizare* — astfel incit factorii necontrolaţi să nu 
influenţeze in mod sistem atic asupra unităţilor experimentului şi să modifice 
astfel efectele factorilor controlabili.
Exem ple : p.e. random izat pentru compararea a k  medii ale colectivităţilor 
statistice, p.e. in perechi random izate, p.e. in blocuri (metoda blocurilor), p.e. 
incomplete (planul pă tra tu lu i latin , planul blocurilor incomplete, planuri cu 
grupare, planuri experimentale split-plot (planuri experimentale cu factori 
controlaţi secundari =  subsidiari), p lanul pă tra tu lu i latin  incomplet, plan 
Youden, etc., p lanuri factorialc, latice, planuri experimentale ,,confounding” ). 
De exemplu, p.e. random izat pentru  compararea tim pilor medii de coagulare 
a  sîngelui unui num ăr de 24 animale alese întîm plător dintr-o populaţie de 
animale, cărora li s-au adm inistrat în mod aleator 4 regimuri alim entare A, B, 
C şi D, Se organizează un experiment cu randomizare completă*, în trucît, pe de 
o parte , unită ţile  experimentale (animale) sînt alese în tîm plător din întreaga 
populaţie de animale aflată la locul organizării experimentului cu aju torul 
unei tabele de numere intîm plătoare, iar pe de altă  parte, regimurile alim entare 
se adm inistrează aleator.
Plan experimental complet. Efectuarea experienţelor se poate după un p.e.c. 
(clasificare completă) dacă se consideră toate  cele N  =  J lr J 2, celule
sau sisteme de condiţii experimentale.
Un p.e.c. se numeşte echilibrat dacă în fiecare celulă se efectuează acelaşi număr 
de experienţe.
Plan experimental incomplet. U n p.e.i. (clasificare incompletă) este un p.e. 
în care se consideră num ai o parte de celule, precizînd to todată  modul în care 
trebuie  alese celulele în care vor efectua experienţele şi num ărul de experienţe 
sau  de observaţii din celulă.
Plan experimental „ split-plot” (p.e. cu factori controlaţi secundari). Caz special 
al p.e. cu blocuri incomplete.
în treaga cantitate de un ită ţi experim entale (toate parcelele-ploturile) pe care 
se aplică nivelele unuia sau mai m ultor factori principali este îm părţită in sub
u n ită ţi sau subploturi pe care se aplică nivelele unuia sau mai m ultor factori 
suplim entari, consideraţi factori secundari (subsidiari). Aşadar, fiecare unitate 
experim entală considerată ca un ita te  întreagă devine un bloc pen tru  subuni
tă ţile  tratam entelor.
De exemplu, se testează factorul A cu 4 nivele în 3 blocuri in p lan  cu rando
mizare completă.
Facto ru l B  (cu 2 nivele) poate fi introdus îm părţind fiecare un ita te  a Iui A în 
2 subunită ţi şi aplicindu-le cele 2 tra tam ente B.
U nităţile  factorului A sînt unităţile  întregi, iar unităţile factorului B  sînt sub
u n ită ţi sau subploturi.
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După random izare modelul este :

Bloc 1 Bloc 2 Bloc 3

a4p2a 1^2G2^ia3̂ 2
1 I 
! a2^1G1̂ 2a4̂ 1G3̂ 1 j ai^ia2^2a4^2a3̂ 1

°AaAaAaA ' Cf2^2CIl^lCf4̂ 2iî3̂ 2 !
!_______________ .1

în  cadrul p.e.s-p. random izarea are 2 faze : m ai în tîi se randomizează nivelele 
factorului principal A între toate  unităţile  experim entale (a,, . . . ,  a4) şi apoi se 
randomizează nivelele factorului secundar B  între subunităţile (2 nivele pentru  
fiecare unitate experim entală a lui A).
Fiecare p lo t-unitate experim entală poate fi considerată ca un bloc în raport cu 
B  şi ca un bloc incomplet faţă de toa tă  m ulţim ea de tratam ente.
Dacă se fac repetiţii sau replicări ale experim entului, atunci factorul repetiţie 
este considerat aleator.
Modelul de analiză asociat unui p.e.s-p. cu repetiţii este un model A N O V A  
m ixt*  cu doi factori ficşi (factor tra tam en t, factor bloc) şi un factor aleator 
(factor repetiţie).
Plan experim ental faetorial. P.e. pen tru  examinarea efectelor principale şi 
in teracţiunilor a n factori cu acţiune sim ultană asupra variabilei-răspuns stu 
diate. De exemplu, planul experim ental 2n faetorial este planul experim ental 
cu n  factori fiecare avînd 2 nivele.
PĂTRAT LATIM. Plan experim ental incom plet pentru analiza a trei factori 
A, B, C prin  folosirea unui model trifaclorial*> (p =  3) A SO  VA. cazul aditiv  
(lipsa interacţiunilor între factori), satisfăclnd urm ătoarele co n d iţii:
— cei trei factori au acelaşi num ăr de nivele m  ; experienţele se produc num ai 
in m 2 celule distincte din cele m3 celule cîte a r  corespunde planului experimental 
complet* cu factorii A, B, C ; factorii A, B, C, fiecare avlnd c it m  nivele, se 
aranjează in tr-un  tabel pă tra tic  (cu la tu ra  m) în care cele m  linii corespund 
nivelelor factorului A, cele m  coloane corespund nivelelor B, iar cele m  numere 
sau litere)**' care apar scrise în p a tra t sînt nivelele factorului C. Dispunerea 
acestora se face astfel incit pe orice linie sau coloană a tabelului pătratic  un anu
m it num ăr să apară o singură dată ;
— planul experimental constă în organizarea experim entului în blocuri, folo
sind doi factori sau două criterii de clasificare, care dau liniile, respectiv coloa
nele pă tratu lu i latin , în timp ce tratam entele care apar în interiorul tabelului 
pătratic  sînt nivelele celui de al treilea factor.
Observa[ii.
1. Organizarea experim entului după schema p.l. îşi are originea in experimen
tele din agricultură. De exemplu, se consideră experimentul în care se compară 
5 varie tă ţi de plante (factor A), utilizînd 5 densităţi diferite (factor B) şi 
5 doze de îngrăşământ (factor C -tratam ent). Organizarea experim entului după 
schema p.l. presupune îm părţirea lo tu lu i in 52 =  25 parcele (unităţi experi
m entale) şi adm inistrarea celor 5 tra tam en te  pe cîte 5 parcele astfel incit pe o 
linie un tra tam en t (o litera  din p.l.) să nu apară decît o singură dată. Recolta 
de pe fiecare parcelă este v.a. ¡/.¡¿¡t v.a.-răspuns, adm iţlnd o descompunere lin i

■*) Pentru obţinerea modelului trifactorial ANOVA -* Modelul I  ANOVA multifactorial formal, clasi
ficare încrucişată, (pentru p =  3)
**) Construcţia pătratelor latine se bazează pe teoria corpurilor Galois. Denumirea de p.l. provine de la 
folosirea literelor din alfabetul latin pentru desemnarea nivelelor factorului C .



543

ară In efectul liniei (factor .V cu nivelele I, . . . ,  V) ; efectul coloanei (factor 
B  cu nivelele 1, . . . J ) ;  efectul tra tam entu lu i (factor C cu nivelele a, . . . .  
c) plus o medie generală, sub influenţa unor eroti întîm plătoarc. P .l .  de ordinul 
o folosit este :

1 2 3 4 O
I a 6 c d e

II c d e a b

II I e a b c d
IV b c d e a
V d e a b c

2. Pentru  fixarea unui p lan de experienţe prin  m etoda p ă tra tu lu i la tin  trebuie 
ales la întîm plare un astfel de p ă tra t din m ulţim ea transform atelor, adică 
m ulţim ea tu tu ro r pătratelor la tine obţinute p rin  perm utarea liniilor şi coloa
nelor unui p ă tra t la tin  dat.
3. P ă tra t latin  standard de ordinul m  sau forma canonică a  unui p ă tra t la tin  
de ordinul m, P.l. ob ţinu t prin  perm utarea coloanelor astfel incit pe prim a linie 
sim bolurile folosite să fie ordonate natu ra l : a, b, c, d, e şi apoi prin  perm utarea 
liniilor astfel incit prim a coloana să fie (a, b, c, d, e)1.

1 o 3 4 5
i a b c d e

i i b c d e a
i n c d e a b
IV d e a b c
V e a b c d

P .l. au fost introduse dc MacMahon şi idilizate de R. A. Fischer în probleme 
privind planificarea experim entului în agricultură.
4. E x istă  m ! (m— 1) ! p.l. diferite care corespund unui aceluiaşi pătrat s tan 
dard. N um ărul p.l. din m ulţim ea transform atelor este m . ' ( m - l )  ! Înm ulţit 
cu num ărul pătratelor standard  de ordinul m.
5. Alegerea la  întîm plare a unui p.l. din m ulţim ea transform atelor este asi
gurată prin alegerea unui p.l. de ordinul m  din această m ulţim e şi apoi prin 
randomizareci* coloanelor, liniilor şi simbolurilor înscrise în tabelul pătratic. 
Random izarea se poate face folosind tabele dc numere întîm plătoarc.
6. Modelul analizei de varian ţă  pen tru  un experim ent organizat după «chema 
p.l- este modelul A X O Y A  trifaclorial echilibrat:

Uiik =  [I T  ai — a ; — a /; — er]J: (i, j ,  k) e  M

\ sînt variabile aleatoare independente şi repartizate _Y(0, er) pen tru  
orice ( i, j ,  k) e  M  — {(i, j ,  I;); 1 <  i , ./, 7: <  m],
unde este m edia generală; a> ,y.j ,a f; sint efectele prinţipale ale factorilor A , 
B, C, adică efectele liniilor, efectele coloanelor, respectiv efectele tra tam entului 
care in tră  în schema experimentală aleasă; sint erori tehnice. 
l’LAY î \  îlLOCUllî. Plan experim ental în  care unităţile experim entale sînt 
grupate în clase sau blocuri şi conform căruia unităţile experimentale dintr-un



546

bloc trebuie să fie cit mai omogene, iar între două blocuri oarecare să existe 
deosebiri.
l’lan iu  blocuri intîm plătoarc. P.b. conform căruia, în fiecare bloc, cele I  tra
tam ente sin t repartizate intim plător in rapo rt cu /  unităţi experim entale, 
în tr-u n  P.b.i. fiecare din cele I !  m oduri de repartizare a tratam entelor pe uni
tă ţile  experim entale are aceeaşi p robabilitate şi repartiţiile experienţelor în 
blocuri sint independente. P en tru  obţinerea planurilor cu blocuri intîm plâtoare 
este indicat să se folosească tabela perm utărilor intîmplătoarc.
Plan experim ental iu blocuri incomplete. P.b. conform căruia num ărul de 
un ită ţi experim entale din bloc este mai mic decît numărul /  al tratam entelor. 
Se presupune în plus că fiecare tra tam en t apare  dc acelaşi num ăr r  de ori, că 
blocurile au acelaşi num ăr de un ită ţi experim entale k  şi că nu există nici un 
tra tam en t care să apară de mai m ulte ori în tr-un  bloc. Dc aici sc deduce că 
num ărul n  de experienţe în tr-un  p.b.i. satisface condiţia

n  =  r /  =  kJ .

Plan experimental conform căruia o anum ită  pereche de „sisteme de co n d iţii”  
apare în totdeauna într-un num ăr constant dc blocuri.
Dacă notăm  că Xi4. numărul dc blocuri în care apar sistemele de condiţii i şi 
i ' ,  a tunci se deduce că pentru  un p.b.i. (cazul echilibrat), trebuie să avem

[ a dacă i ;£ i'
>ut' =  {

ţ r  daca i =  i'
unde ?, şi r  sin t constante. Se poate arăta că i

i  - 1

Modelul ANOVA de analiza datelor reale conform p.b.i este un caz particu lar 
al modelului I  A N O V A  bifactorial echilibrat*.
RA jVDOMIZARE. Procedeu de alocare întim plătoarc a unor combinaţii de 
tra tam ente pe un ită ţi experimentale care reduce sursele de variabilitate, eli
mină efectele sistem atice ale factorilor necontrolabili, în lătură neajunsurile cc 
ar decurge din erorile dc măsurare sau de citire a rezultatelor, asigură validitatea 
inferenţelor statistice făcute asupra param etrilor modulului ales pentru  analiză. 
Mai general, r. constă din folosirea unei tehnici corespunzătoare, pentru  a deter
mina repartiţia  în cadrul unei m ulţim i de elemente asemănătoare (ordonarea 
pe o dreaptă, locul unei observaţii în tr-un  tabel etc.) sau pentru  a desemna un 
anum it num ăr de un ită ţi experim entale (obiecte, persoane, experimente, etc.) 
alese la întîm plarc dintr-o populaţie supusă cercetării.
R. se poate face prin experim entul de aruncare cu moneda, prin extragerea 
unei bile sau cartele dintr-o urnă, cu aju torul unei tabele de numere întîmplă- 
toare etc.
Planificarea unui experiment trebuie să ia în considerare şi problema selectării 
factorilor, adică alegerea investigării acelor variabile care au un efect deosebit 
asupra răspunsului experienţei.
în  anum ite condiţii — independenţa observaţiilor, repartiţia  normală etc. —, 
asigurate dc tehnicile planificării experim entului (de planul experimental fo
losit), efectele factorilor asupra variabilei-răspuns pot fi determ inate prin an a
lizarea variabililăţii observaţiilor prin metodologia oferită de analiza de uarianfă*
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(analiza dispersională). în  acest scop este necesar să sc postuleze un model care 
leagă observaţiile de anum ite combinaţii ale valorilor factorilor, adică dc nive
lele factorilor*.
Randomizare parţială. în tr-u n  experim ent în care intervin mai m ulţi factori, 
r. se face num ai pen tru  nivelele unui factor şi in acest caz experim entul este 
cu r.p. sau restrictivă.
Randomizare completă. Dacă în tr-un experiment r. se efectuează as upra tu tu ro r 
factorilor, experimentul este cu r .c.
COXFOUXDIiVG. Tehnică de organizare a unui plan experimental factorial 
cu mai m ulţi factori, fiecare avînd mai m ulte nivele, tehnică care se re p e tă  in 
inai m ulte blocuri, neccsitînd un num ăr mare de unităţi experimentale. Din 
această cauză există riscul de a nu putea realiza condiţii de omogenitate sau  de 
uniform itate in interiorul fiecărui bloc.
C. constă in subîm părţirea fiecărui bloc în blocuri mai mici, care conţin numa 
o parte din combinaţiile factorilor, alese astfel incit să perm ită studiul efectelor 
principale* şi al anum itor interacţiuni*, celelalte interacţiuni de ordin superior 
fiind parţial sau to tal influenţate de diferenţele dintre blocuri. Aceste in ter
acţiuni devin una din componentele comparaţiei dintre blocuri şi se spune că 
sîn t ,,confundate” cu blocurile, în tim p ce efectele factoriale (efecte principale, 
interacţiuni) nu sînt influenţate de diferenţele dintre blocuri. Se m ai spune că 
sîn t „libere” faţă  de efectele blocurilor sau că sînt „neconfundate” cu blocurile. 
Volumul blocului este redus prin  sacrificarea exactităţii anum itor in teracţiuni 
de ordin superior.
C. a fost propusă de R. A. F isher şi dezvoltată ulterior de D. J . Finney, F . Ya- 
tes, O. K em pthornc,, J .  C. R. Li etc. în legătură cu planurile experim entale 
din agricultură.
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VARIA

X V III. ISTORICUL STATISTICII D IX  ROMAXIA

Ca şi in celelalte ţă ri din Europa, evoluţia statisticii in R om ânia cunoaşte 
aproxim ativ  aceleaşi particu larită ţi. înregistrări care prefigurează recensă
mintele au av u t loc pe terito riu l României în decurs de secole; sta tistica , ca 
disciplină, a început cu faza descriptivă, evoluind trep ta t spre statistica can
tita tiv ă  ; în  prim a perioadă, statistica a evoluat în legătură organică cu demo
grafia ; cadrul instituţional a l sta tistic ii sta tu lu i a fost creat In deceniul al şaselea 
al sec. al X lX -lea, Încă in atmosfera caracteristică a „entuziasm ului sta tis tic” , 
iar colaborarea internaţională a statisticii rom âneşti datează de asemenea din 
această epocă. Pe m ăsura dezvoltării sale, statistica ca m etodă pătrunde tre p ta t 
in diferite ştiinţe : economie, sociologie, istorie, geografie, biologie şi m edicină, 
precum şi în altele, In aşa fei incit odată cu progresul metodologic, realizat de 
calculul probabilităţilor şi statistica m atem atică, se lărgeşte şi se diversifică 
cimpul de aplicare.

1. Perioada prcstalislică
D upă unii cercetători ai istoriei statisticii [31], pe teritoriu l Daciei romane 
s-au făcu t recensăminte ale populaţiei („census” ), prim ul fiind cel dispus chiar 
de Îm păratul Traian după cucerirea Daciei şi despre care ne-au răm as re la tări 
de la U lpian ; ultim ul „census” s-a efectuat in ju ru l anului 240. Statele feudale 
de pe teritoriu l României — Ţara Românească. Moldova şi Transilvania — au 
continuat, in  forme specifice, trad iţia  ,,ccnsus”-u!ui roman : s-au p racticat 
catastife, catagrafii şi conscripţii, cărora li se adaugă urbariile şi altele. Toate 
prezintă interes sub raportu l teluricii de înregistrare şi au o certă valoare ca surse 
de cunoaştere a situaţie i demografice şi economice.
M enţiuni despre catastife datează din sec. al XV-lca. Cel m ai cunoscut este 
catastiful lui P etru  Şchiopul, din 1591, publicat de Nicolae Iorga ; se ştie de ase
menea despre catastiful lui Mihai Viteazul, din noiembrie 1599. Catagrafia 
succede catastifului, incepind din a doua jum ătate  a sec. al X V llI-lea . S-a 
p rac tica t in două forme : catagrafia religioasă şi catagrafia fiscală. Un tip  evo
luat de catagrafie a fost catagrafia regulam entară, efectuată in condiţiile Regula
m entului Organic, introdus in M untenia la 1 iulie 1831 şi iu Moldova la 1 ia
nuarie 1832.
Conscripţia, ca înregistrare, s-a practicat în Transilvania, sub diferite forme : 
fiscală — încă din sec. al XIY-loo, ca in scriere a capilor de familii contribuabile ; 
urbarială - - pentru  reglementarea raporturilor dintre feudali şi iobagi; reli
gioasă — pen tru  înregistrarea persoanelor apar ţin ind diferitelor culte ; militară  
— echivalentă cu un  adevărat recensâmint al populaţiei.
P en tru  Ţara Românească ne este cunoscută înregistrarea făcută de Constantin 
Brincovcanu, In anul 1713, pentru plata haraciului de la care nu a fost exceptată 
nici o categorie fiscală sau sociala. Catagrafia lui Constantin M avrocordat 
(1741) a fost stud ia tă  aprofundat [32] şi pub licată  ia  ce priveşte tehnica de 
înregistrare. lis te  vorba de elementele pe care le cuprinde Condica de ven itu ri
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şi cheltuieli răm asă de la C. M avrocordat din cea de-a doua lui domnie in Mol
dova (17-41 —1744) şi care este prim ul ac t în care tehnica de înscriere catagrafieă 
a populaţiei este a ră ta tă  clar. Mai pu ţin  cunoscută este catagrafia făeu tâ  de
N. M avrocordat in  1725, ta tă l lui C. M avrocordat, ca şi aceea efectuată de C. Ma
vrocordat, in 1739 sau 1740, în Ţara Românească. Se apreciază că domnitorul 
C. M avrocordat urm ărea să întocmească o lucrare descriptivă a Moldovei la 
care ar fi adăugat şi datele rezultate din catagrafia 1741, lucrare asemănătoare 
cu cele întocm ite în Europa occidentală dc statistica descriptivă şi de aritm e
tica politică.
D intre catagrafiile din Moldova, au fost studiate şi publicate cele din 1820 şi 
1831 [13], dar se păstrează în Arhivele de la Iaşi şi alte înregistrări de acelaşi tip. 
Catagrafiile dispuse de Regulam entul Organic au început să fie aplicate In 
anul 1831, in M oldova; ele aveau o periodicitate de şapte ani (1838; 1845 şi 
u ltim a 1851/52). Tehnica catagrafiilor regulamentare este m ult m ai dezvo lta tă ; 
ea a fost prevăzută [13] in cap. I I I , secţiunea IV (Chipul facerii catagrafiilor şi 
a îm părţirii dăjdiilor şi altor dări), a rt. 69—95 din Regulam entul Organic al 
Ţării Rom âneşti şi în cap. III, secţiunea IV (Chipul facerii înscrierii sau catagra
fiei), a rt. 84 — 89 din Regulam entul Organic al Moldovei şi, in fapt, sintetizează 
experienţa de secole a catagrafiilor ce s-au efectuat in Ţara Românească şi 
In Moldova.
în  Transilvania se cunosc numeroase conscripţii [27]. Se amintesc astfel con
scrip ţia fiscală din anii 1721 — 1722, care nu cuprindea deeit o parte a populaţiei, 
precum  şi conscripţia din 1750. D intre conscripţiile confesionale, prezintă un 
m are interes prim a care se referă la populaţia rom ână-ortodoxă şi greco-eato- 
iică (unită), efectuată în anul 1733 de episcopul Inochentie Micu K le in ; a doua 
este din 1750, efectuată de episcopul Petre Pavel Aron. Cea mai bine organizată 
a fost conscripţia românilor din Transilvania, efectuată de către generalul 
Buccow, în anii 1760—1782. Conscripţia din 1785, pe tim pul îm păratului losif 
al Il-îc-a, este considerată un recensăm int general al populaţiei. Semnificativ 
este fap tu l că pentru acest recensăm int au fost elaborate şi instrucţiun i în limba 
română. P en tru  prim a dată  la recensăm întul din 1785 au fost înregistraţi np 
num ai capii de familie sau persoanele de anum ită virstâ, pe porţi sau pe sesii 
iobăgeşti, ci to ţi locuitorii, indiferent de starea lor socială. Pe baza conscrip
ţiilor din Transilvania s-a p u tu t determ ina num ărul populaţiei pe naţionalită ţi 
ia diferite momente de tim p, punindu-se în evidenţă proporţia m ajoritară a 
rom ânilor in  Transilvania.
E ste  locul să precizăm că diferitele înregistrări din perioada prestatistîcâ  — 
catagrafii şi conscripţii — se efectuau in scopuri fiscale şi m ilitare. Cu recensă- 
m intul populaţiei şi al agriculturii din Ţara Românească, efectuat în anul 1838, 
se inaugurează seria recensămintelor moderne în ţa ra  noastră. Acesta este 
u rm at de recensăm întul din Moldova din anii 1859 — 1860 şi cel din Transil
vania (1851—1852).
M ultă vreme s-a afirm at că prim ul recensăm int modern al populaţiei este col 
din 1859—1860, legat de numele iui Dionisie Pop M arţian, în M untenia, şi al 
lui Ion loneseu de la B rad, in Moldova. Cercetări ample de arhivă, făcute de
G. R etegan şi I. D onat, au dus la descoperirea m aterialelor recensăm întului 
populaţiei şi agriculturii din 1838, făcu t in Ţara Românească. S tudierea aces
tu ia  le-a perm is cercetătorilor am in tiţi să afirme eă acest recensămint în tru 
neşte caracteristicile unui recensăm int modern şi să-l declare ea prim ul din 
această  categorie în istoria recensăm intelor din România.
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Sc face precizarea [13] că acest rcccnsăm int nu reprezintă o simplă catagrafie 
regulam entară; autorii săi l-au denum it „sta tistica  P rin ţipa tu lu i” , iar carac
teristicile sale s în t : a) universalitatea înregistrării — înscrierea în liste a întregii 
populaţii aflate la data efectuării pe terito riu l ţă r i i ; b) înregistrarea datelor 
pen tru  fiecare persoană; c) iniţierea şi efectuarea lui de către autoritatea de 
s ta t pe un anum it teritoriu  ; d) nu a av u t un  caracter fiscal. în  organizarea şi 
efeetnarea recensămîntului din 1838 s-au adus soluţii metodologice şi tehnice 
originale şi care devansează, în m ulte privinţe, recensămintele similare din 
Europa. Rccensăm intul a fost in iţia t de D epartam entul Treburilor d inL ăun tru  
(secţia a 3-a, biroul 1), iar tem eiul legal al efectuării lui l-a constitu it art. 151 
al Regulam entului Organic al Ţ ării Rom âneşti. Program ul de observare al 
recensămîntului a fost foarte b o g a t; un ita tea  de înregistrare a fost gospodăria, 
ar un ita tea  de observare—persoana. S-a aplicat metoda directă de înregistrare : 

cei însărcinaţi cu înscrierea au fost obligaţi „ca cercetarea aceasta să o facă prin 
chiar vederea ochilor, preumblindu-se înşile din casă în casă în to t cuprinsu l 
fieşcărui sa t” . NTu a existat un moment critic — caracteristică ce lipsea tu tu ro r 
reccnsămîntelor din acea vreme din Europa. Rezultatele recensămintului popu
laţiei şi agriculturii din 1838 s-au publicat parţia l în „Almanah al S ta tu lu i” 
pentru anul 1842, iar în întregime în „Analele parlam entare ale Rom âniei” , 
IX , partea 1, p. 1162 şi u nu . Cu această u ltim ă informaţie, figureaz.ă şi in biblio
grafiile internaţionale privind istoria recensămintelor din lume

2. Instituţii (le statistică
Primele organe ale statisticii sta tu lu i au fost înfiinţate în anul 1859, curind 
după Unirea Principatelor. Totuşi, intr-o formă elem entară, asemenea organe 
au fost prevăzute în Regulam entul Organic (Ţara Românească, 1 iulie 1831 
şi Moldova, 1 ianuarie 1832). în Ţ ara Românească, a tribu ţiile  de sta tistică  
reveneau D epartam entului Treburilor din L ăun tru  : secţia intîia se ocupa de 
statistica lunară a preţurilor produselor agricole şi industriale, secţia a doua era 
însărcinată cu statistica producţiei şi consumului, iar secţia a treia — cu sta
tistica fenomenelor demografice şi statistica ţării (populaţie, clădiri ctc.). în  
general, în perioada care a precedat Unirea Principatelor şi înfiinţarea organelor 
de statistică, a ex is ta t un mare interes pentru statistică, în condiţiile transfor
m ărilor economice ce au urm at tra ta tu lu i de la Adrianopole (1829) şi s-au efec
tu a t numeroase lucrări statistice.
A ctul de naştere al organului de sta tistică  în Ţara Românească datează din 
12 iulie 1859 : „Biroul statistic vremelnic de pe lingă D epartam entul din L ă
u n tru ” a devenit Oficiul Central de Statistică Administrativă (Legea din 3 iulie 
1859, sancţionată de D omnitorul A lexandru Ioan Cuza prin hotărîrea nr. 276 
din 12 iulie 1859). Şeful Oficiului Central de S tatistică a fost num it Dionisie 
Pop Marţian*, al cărui rol în organizarea statisticii sta tu lu i şi prom ovarea 
statisticii a fost deosebit de im portant.
în  Moldova, noul organ de statistică a sta tu lu i a luat fiin ţă la 1 iulie 1859 : 
A lexandru Ioan Cuza a  sem nat decretul pentru înfiinţarea Direcţiei Centrale 
de Statistică a Moldovei. Ca director a fost num it Ion Ionescu de la Brad*. 
Sc recunoaşte astăzi că D. P . M arţian şi Ion Ionescu de la B rad sin t ctitorii 
s ta tistic ii oficiale rom âneşti şi, de asemenea, precursori ai statisticii ca ştiin ţă 
în România. A tît în 1959, cu prilejul centenarului înfiinţării statisticii, cit şi 
in 1989 şi 1979 au fost evocate figurile celor doi ctitori şi s-a pus în evidenţă 
im portanta ior contribuţie în dezvoltarea sta tistic ii rom âneşti, 
în două studii de sinteză [33] şi [23], este înfăţişată istoria statisticii oficiale 
in perioada 1859 piuă in anul 1947.



Prim a ïucrare im portantă in iţia tă  de noile organe de statistică a fost recensă- 
in in tu l populaţiei, care s-a efectuat în anii 1859 şi 1860. In Moldova, Ion Ionesco 
de la B rad a fost curind înlocuit cu C. Xegruzzi, acestuia i-a luat locul Dim. Guşti. 
P ină in 1862, cele două in s titu ţii au funcţionat separat : la 31 iulie 1862. ele 
sin t unificate — in cadrul acţiunii generale de unificare a adm inistraţiei de 
s ta t — sub denumirea de Oficiul Central de Statistică, iar Dionisie Pop M arţian 
este num it director al institu ţie i unificate, calitate pe care o păstrează p ină la 
m oartea sa, survenită la 2 iulie 1865.
Pentru  perioada de început a in stitu ţie i centrale de statistică trebuie m enţio
nate cite va aspecte. înfiinţarea ei are loc în perioada în care în întreaga E uropă 
exista un  mare interes pentru  statistică — in 1853 a av u t loc, din in iţiativa 
lui A. Q uételet şi W. l-'arr, prim ul Congres internaţional de s ta tis tic ă —, 
ştiin ţa  sta tistică  era in tr-un  real progres de la statistica descriptivă spre cea 
can tita tivă . D. P . M arţian şi Ion Ionescu de la Brad erau buni cunoscători ai 
sta tistic ii din acea vreme şi de asemenea ai experienţei organizatorice din alte 
ţă r i  din E uropa. în  concepţia lor, statistica trebuia să fie un im portant instru 
m ent pen iru  conducerea sta lu lu i. în memoriul îna in ta t Domnitorului A lexan
dru Ioan Cuza, D. P . M arţian a form ulat astfel acest rol : „Cifrele statistice silit 
cele m ai bune argum ente, m ărturia  cea m ai autentică ce se poate produce în 
to t m inu tu l in Sfatul principelui şi a corpului legislativ şi a instrucţiei celor ce 
vor să cunoască patria  şi averile ei, fiind  baza evidenţei statu lu i şi a trebuin
ţe lo r lui. S tatistica , prin urm are, este nu num ai un aju tor al adm inistraţiei, ci 
este to toda tă  un m onum ent naţional” [22],
Să mai am intim  că noul organ de statistică era conceput ca un organ central, 
dispunind de o reţea teritorială şi cu a tr ib u ţii centralizate fa ţă  de diferitele 
departam ente şi m inistere, idee care avea să se realizeze în ţa ra  noastră abia 
după 1947. D in această perioadă de început datează o serie de lucrări im por
tan te  — recensământul 1859/60, recensăm întul stabilim entelor industriale din 
1863 şi altele — , prim a revistă de statistică („Analele statistice”), prim ul m a
nual de sta tistică  teoretică („Povăţu iri . . . ” dc Ion Ionescu de la Brad). 
E vo lu ţia  u lterioară a statisticii rom âneşti este m arcată, pentru  o bună perioadă 
de tim p, de regres, de încercări de redresare, pină la Leonida Coleseu, căruia 
i s-ar cuveni titlu l de al doilea ctito r al statisticii rom âneşti. D upă m oartea lui
D . P . M arţian, la conducerea Oficiului S tatistic  este num it I. Petrescu. în 
tim pul căruia Oficiul Central devine o simplă secţie a M inisterului de Interne. 
Se in iţiază diferite proiecte, de acte normative pentru  redresarea statisticii 
oficiale, dintre care trebuie am intite eforturile lui Al. Pencovici din anii 1871 — 
1873, legea din 29 nov. 1871 (pusă in aplicare în ianuarie 1872) prin care ia 
fiin ţă  Serviciul General de Statistică a României. Demn de m enţionat este 
fap tu l că la Congresul Internaţional de S tatistică dc la Budapesta (1876), 
A l. Pencovici relatează, in comunicarea sa, că legea din 1871 s-a inspirat din 
recom andările internaţionale ca şi din experienţa organizatorică proprie a ţării, 
în  anii 1872—1876 au fost create diferite birouri de statistică pe lingă unele 
m inistere şi in s titu ţii centrale ; in 1876 a fost creat prim ul birou dc statistică 
al M unicipiului Bucureşti —printre  primele oraşe din Europa. în  1892 a devenit 
conducător al institu ţie i centrale Constantin Ji. Crupenski* ; la 1 aprilie 1892, 
B iroul de S ta tis tică  se transform ă in D irecţia S tatisticii Generale. în această 
perioadă statistica cunoaşte un progres ; se editează „Buletinul statistic  general 
al R om âniei” . O adevărată înflorire a statisticii rom âneşti se înregistrează pe 
tim pul lui Leonida Coleseu* : se efectuează două recensăminte ale populaţiei 
(1899 şi 1912), o anchetă industrială, mai m ulte anchete agricole. L. Coleseu



s-a înconjurat de statisticieni, demografi şi economişti de valoare : I. Scărlă- 
tcscu, I. A'. Angelescu*, Ilie Georgian, cărora li se datorează rem arcabile stud ii 
şi analize ale datelor statistice. Perioada 1891—1916 nu a fost scu tită  insă de 
o serie de reorganizări şi restructurări ale statisticii centrale şi ale celei departa
m entale, printre care trecerea Direcţiei S tatisticii Generale in subordinea dife
ritelor ministere.
O dată cu desăvlrşirea sta tu lu i naţional român în 1918, statistica oficială a 
in tra t într-o nouă etapă. P rin  Decretul-legc nr. 122 din 25 ianuarie 1919, D irec
ţiunea Generală a S tatisticii trece în subordinea M inisterului Industriei şi Co
m erţu lu i şi sc organizează ca in stitu ţie  centrală, fiind form ată din : Comisia 
siuperioară de statistică şi D irecţia Generală a S tatisticii. Leonida Colcscu este 
înlocuit cu Ion Teodorescu. La 1 aprilie 1921, D irecţia Generală a S ta tis tic ii 
a fost desfiinţată. Uncie schimbări organizatorice se efectuează prin interm ediul 
B ugetului de S tat. în  1925 ia fiin ţă In s titu tu l de S tatistică  Generală a S ta tu lu i, 
subordonat Ministerului Industriei şi Comerţului. în  1929, acest in s titu t a trecu t 
in subordinea M inisterului Muncii, S ănătăţii şi Ocrotirilor Sociale. în  m artie  
1930 apare legea privind efectuarea recensăm intului general şi înfiinţarea Co
misiei pentru recensămint — preşedinte fiind num it profesorul D im itrie G uşti, 
— iar în 1933 Oficiul de demografie şi sta tistică  sanitară se contopeşte cu Comi
sia de recensăm int şi devine Institutul de Demografic şi Recensămint al Ro
mâniei. O nouă perioadă se inaugurează în 1936 (Legea din 1936, iar R egu la
m entul din 1937), prin înfiinţarea Institutului Central de Statistică, pc lingă 
M inisterul de Interne, avind ca director pe dr. Sabin M anuila*. în  1938, In 
stitu tu l Central de Statistică se scindează in : In s titu tu l demografic al României 
(Ministerul Sănătăţii şi al Ocrotirilor Sociale) .şi Oficiul de statistică economică 
(Ministerul Industriei şi Comerţului). Să mai am intim  că in 1933 s-a în fiin ţat 
Corpul tehnic al statisticienilor.
Decretul-lege nr. 488 din 1 iunie 1941 decretează Institu tu l Central de S ta 
tistică drept unicul organ al statisticii statu lu i, fiind subordonat Preşedinţiei 
Consiliului de Miniştri, cu urm ătoarea formulare : „ In s titu tu l Central de S ta 
tistică este singurul organ de statistică a sta tu lu i. Toate un ită ţile  statistice depar
tam entale cu bugetul, personalul, inventarul şi arhivele lor sc încadrează în 
Institu tu l Central de S tatistică, care trece pc data prezentului decret la Preşe
dinţia Consiliului de M iniştri". Se înfiinţează, de asemenea, Serviciul exterior, 
cuprinzînd oficianţi statistici la comune, eensori statistici la plăşi şi controlori 
statistici la judeţe. în  anii 1947 şi 1948, director general al Institu tu lu i Central 
de S tatistică a fost Anton Golopenţia*.
în  această formă organizatorică. In s titu tu l Central de S tatistică a funcţionat 
pînă la Conferinţa ministerială pentru  reorganizarea statisticii din România 
(octombrie 1947), care a formulat noi principii de organizare şi funcţionare a 
statisticii, adap ta te  noilor condiţii politice .şi economice.
în  iulie 1948, după înfiinţarea Comisiei de S ta t a Planificării, In s titu tu l Central 
de S tatistică a trecu t in subordinea noului organ central de planificare, iar în 
1950 a devenit D irecţiunea Generală a S tatisticii, in subordinea Consiliului de 
Miniştri, schimbindu-.şi, în 1951, denumirea in Direcţia Centrală de S tatistică , 
în anul 1970, D irecţia Centrală de S tatistică trece in subordinea Consiliului de 
S ta t al Republicii Socialiste România.
Succintul istoric al statisticii rom âneşti in perioada 1859—1947 pune în evi
denţă cîteva aspecte semnificative. Organizarea institu ţională a statisticii are 
loc aproxim ativ in aceeaşi perioadă cu celelalte ţă ri din Kuropa, în unele cazuri 
cu un decalaj neînsemnat. Lucrările statistice care s-au efectuat au folosit 
uneori soluţii metodologice originale, cum a fost in cazul recensăm intului popu-
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laţiei. P ină in anul 1918, au fost efectuate recensămintele din 1838, 1859/60, 
1899 şi 1912 iu Ţ ara Rom ânească şi Moldova, apoi in Principatele U n ite ; 
în  T ransilvania, recensăminte de populaţie s-au făcu t in 1850— 1851, 1857, 
1869, 18S0, 1890, 1900 şi 1910. S-au efectuat diferite alte recensăminte şi an
chete, in aşa fel incit s-au acum ulat informaţii valoroase pentru studiul popu
laţiei, economiei naţionale, industriei, agriculturii şi a lto r domenii. Pe această 
bază, cu metode apropriate, s-ar putea întreprinde un studiu sistem atic al 
istoriei populaţiei şi a economiei naţionale.

3. Statistica ca ştiinţă : concepte, metode şi aplicaţii
Prim a lucrare rem arcabilă de etnologic, geografic şi istoric şi care ar am inti 
dc statistica descriptivă este „Descrierea Moldovei” a învăţa tu lu i domnitor 
D im itrie Cantemir, îm binînd in persoana sa calităţi de om dc sta t, istoric, geo
graf, filozof, literat, muzicolog. Lucrarea a  fost solicitată iui D im itrie Cantemir 
de către Academia de Ş tiinţe de la Berlin, al cărei preşedinte era filozoful şi 
m atem aticianul G. W. Leibniz (1646—1716) şi ai cărei membru a fost ales 
D im itrie Cantemir în anul 1714. Scrisă in limba latină, eu titlu l „Dcscriptio 
an tiqu i e t bodierni status Moldaviae” , lucrarea a fost tradusă in limba germană 
in anii 1769— 1770. E a  cuprinde o parte geografică (7 capitole), o parte politică 
(19 capitole) şi o parte  eclesiastică şi literară  (5 capitole). E a are de asemenea 
o h artă  („Tabuia Geograpliica Moldaviae” ). „Descrierea Moldovei” nu este o 
sta tistică  num erică sau tabelară, ci una descriptivă. Traducerea ei în germană 
s-a făcut de A. F . Biisching (1724 —1793), profesor Ia Gottingen şi considerat 
d rep t părin te  al statisticii comparative a sta tu lu i [14] şi [16].
De o deosebită valoare este prim a monografie sanitară şi demografică, dato
ra tă  doctorului Constantin Caracas* şi in titu la tă  „Topografia Ţării Rom âneşti 
şi observaţii antropologice privitoare la sănătatea şi bolile locuitorilor ei” , 
ap ă ru tă  in limba greacă şi republicată în 1937. Această monografic [28] se 
compune din două p ă rţi, repartizate pe capitole şi paragrafe. Se începe cu pre
zentarea hotarelor ţării şi situaţia  fizică, climă şi produse, originea poporului 
rom ân. Se dă cifra dc un milion pentru  populaţia Ţării Rom âneşti, se exami
nează cauzele depopulării [29], încriminîndu-se, prin tre  altele, „politica slabă 
şi păcătoasă a guvernului Valahiei şi poziţiunea sa geografică, care o face să 
fie tea tru  de războaie continui intre puterile vecine” . Se examinează cauzele 
m orta lită ţii generale şi infantile deosebit de mare, se pun in evidenţă clasele 
şi categoriile sociale din acea vreme. Partea  a doua, denum ită „Topografia 
parţia lă  a M unteniei” , dă descrierea fizică a celor 17 judeţe, cu referiri ia starea 
sanitară . Monografia lui C. Caracaş se bazează in special pe informaţiile furni
zate de catagrafia fiscală a lui Vodă Caragea din anii 1814—1815. Se poate face 
afirm aţia că „Topografia . . . ”  este prim a lucrare de statistică descriptivă, 
îm preună cu elemente numerice, din istoria statisticii româneşti.
O a ltă  lucrare de statistică descriptivă, cu clemente de statistică numerică şi 
tabelară, „N oţiuni statistice asupra Moldovei”, este datorată  lui A'icolae Şuiu*, 
care n-a fost „num ai prim ul nostru economist, ci şi unul dintre prim ii învăţa ţi 
şi oameni politici din Principatele Române, care şi-a dat seama de marea 
im portan ţă  a statisticii ca instrum ent de cunoaştere socială şi ca pirghie în 
opera de guvernare a ţă r ii” [13], Mai m ult, se face aprecierea că Şuţu este „pe 
lingă prim ul nostru economist, prim ul statistician din Ţările Române, care 
pleacă de la o concepţie ştiinţifică despre statistică şi care foloseşte ca mijloc 
de analiză a dezvoltării economice a ţă rii noastre” . Scrisă în limba franceză 
sub titlu l „Xotions statistiques sur ia Moldavie” (1849), ea este tradusă tu
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limba rom ână şi publicată cu adăugiri de Teodor Codrescu în 1852, sub titlu l 
„X otiţii statistice asupra Moldaviei” . In colecţia Bibliotecii Academiei se află 
un manuscris d a ta t din 1837, care cuprinde consideraţii teoretice asupra carac
terului ştiinţific al statisticii şi asupra rolului statisticii în opera de guvernare 
a ţării.
l.u i N . Şuţu îi erau familiare lucrările de sta tistică  ale unor autori francezi, de 
la care îm prum ută unele concepţii, nu insă fără discernăm int critic. D upă p ă 
rerea sa, statistica face parte din grupa ştiinţelor descriptive şi nu dinam ice, 
dar „faptele pe care ea le descrie sin t variabile’’. S tatistica  este un  m ijloc de 
cunoaştere a faptelor care se raportează la „starea fizică, morală, intelectuală 
şi politică a societăţii intr-un a lt tim p şi, in tr-un a lt loc, comparate cu faptele 
d in tr-un a lt tim p şi alt loc” . Holul ei în cadrul sta tu lu i este astfel definit de
N. Ş u ţu  : „Concepută pe o scară largă sta tistica  devine cea m ai bună busolă 
în arta  guvernanţilor ca şi a guvernaţilor”  şi mai departe : „abia prin statistică 
ştiinţa guvernării va apuca pe un drum  m ai sigur, mai rapid şi m ai conciliant, 
iar guvernele vor ciştiga mai m ultă încredere în ele şi m ai m ultă au torita te  
asupra publicului” . Lucrarea lui N. Şuţu , „N oţiuni statistice” , p rez in tăun  
m aterial inform ativ bogat asupra stării de lucruri din Moldova la mijlocul 
veacului al X lX -lca, însoţit de o analiză m ultilaterală.
O concepţie originală asupra sta tistic ii o intîlnim  în lucrările lui Dionisic Pop 
M arţian, expusă in studiile publicate în „Analele statistice şi economice” , dar 
m ai ales de Ion Ionescu de la B rad, în lucrarea sa „P ovăţu iri pentru  facerea 
catagrafiei Moldovei, precedate de oarecare clemente de sta tistică” , publicată 
la Iaşi în anul 1859.
Ion Ionescu de la B rad preia o definiţie a statisticii, aceea dată  de Moreau de 
Jonnes, po triv it căreia „statistica este ştiin ţa faptelor sociale confirm ată prin 
term eni num erici” . Ca atare, regăsim cele două clemente ale s ta tis tic ii: carac
terul social şi expresia numerică ca tră să tu ră  specifică. în  cap. II al „Povă- 
ţu irilo r. . . ” , Ion Ionescu de la B rad se ocupă de probleme de m etodă recunos- 
cind d o u ă : a) m etoda naturală  sau de expoziţiune, înţelegînd prin  aceasta 
observarea sta tistică  şi centralizarea datelor, şi b) m etoda de inducţiunc (arit
metica politică), care constă în „a  dobîndi rezultate prin  a ju to ru l îndem înă- 
rilor ce dă calculul” . Idei interesante formulează Ion Ionescu dc la B rad în 
legătură cu metoda sondajului. „Povăţuirilc  . . . ” prezintă un marc interes şi 
pen tru  calităţile de organizator al recensăm întului populaţiei, de care dă dovadă 
Ion Ionescu de la Brad. A ceastă lucrare trebuie considerată ca prim ul m anual 
de sta tistică  teoretică din ţara  noastră. Merite im portante are Ion Ionescu de 
la B rad şi prin  folosirea statisticii in lucrările sale cu caracter monografic [13]. 
E ste  vorba de trei monografii de judeţe (Dorohoi, Mehedinţi, Pu tna), publicate 
în tre anii 1866 şi 1869, ceea ce îndreptăţeşte afirm aţia că Ion Ionescu de la 
B rad este un  precursor al metodei monografice în studiul vieţii social-economice 
din ţa ra  noastră.
Concepţii în legătură cu statistica sau aplicaţii ale acesteia la studiul fenome
nelor social-economice se întilnesc Ia gînditori de seamă din sec. al X lX -lea. 
în  operele lui Nicolae Bălcescu, statistica — datele şi metodele ei — este folo
sită pe scară largă [13].
A lexandru Papiu Ilarian (1828—1877), ju rist şi istoric, partic ipan t la revoluţia 
din 1848, mai tirziu profesor la U niversitatea din Iaşi, a folosit pe scară largă 
statistica în lucrările sale, cum ar fi „Isto ria  rom ânilor din Dacia Superioară”  
(1851 şi 1852). Georgc Bariţiu  (1812—1893), istoric, ju ris t şi om politic, condu
cător al revoluţiei din 1848 şi fondator al „A strei” , preşedinte al Academiei
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Rom âne, a valorificat cu ta len t datele statistice comparative in lupla pentru  
afirm area drepturilor rom ânilor din Transilvania [13]. U n a lt om de ştiin ţă, 
Petre S. Aurelian (1833— 1909), economist şi agronom, om politic, a dat rem ar
cabile studii economice (,,Terra nostra. Scliiţe economice asupra Rom âniei", 
B ucureşti, 1880), cu folosirea largă a datelor statistice [13].
Toate acestea vădesc clim atul in stau ra t în legătură eu statistica, cu im portanţa 
ei, tend in ţă  generală caracteristică şi celorlalte ţări din Europa.

4. Statistica românească şi cooperarea internaţională
în  1853 se inaugurează seria congreselor internaţionale de statistică*, continuată 
cu Congresele internaţionale de demograf ie şi igienă* şi apoi cu activ itatea Insti
tutului Internaţional de Statistică la care statisticienii din România au adus 
o rem acabilă contribuţie [20].
Cele opt congrese internaţionale de statistică au avu t loc astfel : 1853 (Bruxelles), 
1855 (Paris), 1857 (Yiena), 1860 (Londra), 1863 (Berlin), 1867 (Florenţa), 1869 
(H aga), 1872 (Petersburg). Urmează apoi sesiunile Comisiei Perm anente de 
S ta tis tică  : 1873 (Viena), 1874 (Stockholm), 1876 (Budapesta). 1878 (Paris), 
în tre  1876—1885 au av u t loc Congresele Internaţionale de igienă şi demografie. 
In s titu tu l In ternaţional de S tatistică, fondat la 24 iunie 1885 la Londra, a 
ţ in u t 14 adunări generale pînă la prim ul război mondial.
P rim a participare in ternaţională este cea a lui Dionisie Pop M arţian, la Con
gresul de la Viena (1857), ca observator, fiind in acea vreme student la U niver
s ita te a  d in  V iena; se pare că profesorul său, Lorcnz von Stein, i-a înlesnit 
această  participare. în  schimb, la cel de-al V-lea Congres Internaţional de S ta
tis tică  (Berlin, 1863), Dionisie Pop M arţian a lua t parte ca delegat oficial şi 
a p rezen ta t o comunicare asupra lucrărilor de statistică din Principatele Ro
m âne. La Congresul din F lorenţa (1867) au partic ipat Gr. Bengescu şi Gr. Vul- 
tu rescu , acesta din urm ă prezentind o comunicare. U n m om ent im portan t 
este  Congresul de la H aga (1869) Ia care au lu a t parte Ion Ionescu de la Brad 
ş i A l. Pcneovici. La Congresul de la St. Petersburg (1872) au partic ipa t Al. L a- 
hovari şi Al. Pencovici. Aici s-a decis înfiinţarea unei comisii perm anente in ter
naţionale de sta tistică , care a ţin u t patru  sesiuni. La cea din Viena (1873) a 
p a rtic ip a t Al. Pencovici; la cea de la Stockholm (1874) — Al. L ahovari şi 
Al. Pencovici, la cea din Budapesta (1870) — Al. Pencovici şi C. E xarcu. 
D upă înfiin ţarea Institu tu lu i In ternaţional de S tatistică, delegaţii rom âni au 
început să participe la sesiunile acestuia ; la sesiunea a treia de la Viena (1891) 
au p a rtic ip a t T. G. D juvara şi Gr. P . Olănescu ; la Berna (1895) partic ipă Gr. P . 
O lănescu şi C. Crupenski, la St. Petersburg (1897) iau parte N . Basilescu şi 
G r. P . Olănescu, la Budapesta (1901) a partic ipat Gr. P . Olănescu. De la se
siunea a noua, de la Berlin (1903), participarea rom ână devine şi m ai im por
ta n tă  : la acest congres iau parte  Gr. P . Olănescu, G. D. Creangă* şi Leonida 
Golescu care prezin tă comunicarea : „Popnlaţiunea României în ultim ii 25 de 
a n i” . La sesiunea din Londra (1905), L. Golescu prezintă com unicarea: 
„C u ltu ra  cerealelor In principalele ţă ri din lnm e” ; la sesiunea din Copenhaga 
(1907), ţa ra  este reprezentată de G. D. C reangă; la cea din Paris (1909) participă 
L. Colescu şi G. D. C reangă; la sesiunea a X lII -a  de la H aga (1911) ii întîlnim 
din nou pe L . Colescu şi C. Crupenski, iar la sesiunea a XIV-a de la Viena (1913), 
L . Colescu prezintă o comunicare cu problemele organizatorice şi rezultatele 
rccensăm întului general din România (1 ian. 1913).
Specialiştii rom âni au partic ipa t şi la Congresele internaţionale de igienă şi 
demografie. La cel de la Geneva (1882) a partic ipa t dr. I. Felix* ca şi la cel
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de )a Haga (1884) ; la Congresul din Viena (1887) iau parte  dr. I. Felix, dr. V. Ba- 
beş şi alţi 12 delega ţi; la cel din P aris (1889), dr. I. Felix este ales preşedinte 
de onoare şi prezidează alături do L. Pastcur, E. Levasseur şi alţii. La Congresul 
din Londra (1891), dr. I. Felix , dr. V. Babeş şi a lţi delegaţi rom âni p rezin tă  
referate. Să mai am intim  de participarea specialiştilor din R om ânia şi la con
gresele internaţionale de agricultură şi alte reuniuni internaţionale, ca şi faptul 
că un ii din ei au fost membri ai diferitelor societăţi ştiin ţifice. Astfel, N. Şuţu 
a fost mem bru al Societăţii regale de s ta tis tică  din Londra, calita te  pe care 
a avut-o mai tîrziu  şi Ion lonescu de la Brad, Leonida Colcscu a fost mem bru 
al Societăţii de S tatistică din Paris. In afară de L. Colescu, C. Crupcnski, 
Or. Olănescu au m ai fost membri ai Institu tu lu i Internaţional de S ta tis tică , 
de asemenea, D im itrie Sturza (1833—1914), Ion Teodorescu (1880 —1950), 
Eugen Grifiorc. Neculcca (1876—1953), iar din 1935 a devenit m em bru al 
Institu tu lu i Internaţional de S tatistică acad. Octav Onicescu.
D in succinta prezentare a partic ipării s ta tistic ii rom âneşti la m anifestările 
internaţionale putem  să apreciem interesul ca şi contribuţia statisticienilor 
rom âni la cooperarea internaţională, la schimbul de idei şi de experienţă in 
munca sta tistică .
E ste  locul să am intim  că statistica din Rom ânia se poate lăuda cu o revistă  de 
statistică, întem eiată încă din 1860, anum e „A nalele S tatistice” , în fiin ţa tă  de 
Dionisie Pop M arţian ; prim ul num ăr se deschide cu un articol al acestuia, 
unde intîlnim  — prin tre  altele — afirm aţia : , , statistica este pentru  guvern 
ceea ce sînt pen tru  om cele cinci s im ţu ri” . în  revistă se publicau date  sta tistice  
şi studii de economie. D upă m oartea lui Dionisie Pop M arţian, „A nalele Sta
tis tice” apar ca publicaţii separa te ; in 1869, revista şi-a încetat ac tiv ita tea , 
în  1918 a fost re luată  apariţia  „A nalelor economice şi sta tistice” , dar publicaţia 
nu mai era legată de activ ita tea  Organului Central de S tatistică. încetarea 
apariţie i ei are loc în 1947.

5. învăfămintul statistic
La difuzarea cunoştinţelor dc sta tistică  şi la progresul acesteia ca ştiin ţă , un 
aport im portant se datorează învăţăm întului statistic . D upă studiile dc istorie 
a sta tistic ii [15] şi [13], prim ul curs s-a p reda t Ia Academia M ihăileană de la 
Iaşi, în fiin ţa tă  în 1835 de către George Săulescu, sub denum irea de „D rep tu l 
şi s ta tis tica” (1837). Reform a învăţăm întulu i, aprobată de Mihai Gh. Sturza 
(1846) prevede pen tru  învăţăm întul mediu „geografia nouă şi sta tistica  în toa tă  
a lor întindere în general şi a P rincipatelor in special” . Sînt sem nalate unele 
cursuri de sta tistică  în gim nazii. Cert este că odată cu organizarea unei facultăţi 
juridice la Iaşi, se propune un curs de statistică. E l este încredinţat lui A lexan
dru P ap iu  Ilarian pe care acesta îl deschide la 24 februarie 1856. Manuscrisul 
cursului se află la Academie [19]. Cursul este de „ s ta tis tic ă  şi d rep t penal” , 
în  M untenia, un curs liber de sta tistică  este ţin u t de Dionisie Pop M arţian. Se 
m ai menţionează că la Seminarul teologic „Y eniam in Costakc” dc la Iaşi, se 
preda un curs de „ is to rie  sta tistică  laică şi bisericească” . La Colegiul N aţional 
din Iaşi se preda un curs dc istorie, geografie şi statistică, încredinţat in 1863, 
pentru  scurtă vreme, lui B. P . H aşdeu.
Statistica începe să devină obiect de predare la şcolile comerciale. Un moment 
im portant în istoria sta tistic ii ca disciplină de invăţăm int este m arcat de înfiin
ţarea, in anul 1913, a Academiei de înalte  S tudii Comerciale şi Industriale. Se 
introduc un curs de sta tistică  (in special economică) şi unul de m atem atică 
financiară aplicată, teoria şi tehnica asigurărilor. Cursul este încred in ţat lui
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Starrislas Cihoski*, care predase sta tistica  şi la Şcoala Superioară de Ş tiin ţe 
de S tat şi publicase manualul „S ta tis tica  generală. Metodologic sta tistică” 
•(1910). D upă lucrarea lui Ion Ionescu de la B rad (Povăţuiri . . . .  1859), acesta 
este ccl de-al doilea manual sau curs de statistică tip ă rit in Rom ânia. După 
m oartea lui Stanislas Cihoski, cursul de sta tistică  de la Academia de Înalte 
Studii Comerciale şi Industriale a fost con tinuat de Ştefan Stăncseu (1925). 
Cursuri ce sta tistică  se introduc la facultăţile  de drept, de obicei sub denumirea 
de „F in an ţe  şi sta tistică” . Profesori în perioada interbelică au fost Aristide 
Basi'escu (Bucureşti), Gh. Leon (Cluj), Ion Mircea Xonu (Iaşi), Sigmond Andrei 
•(Oradea). La Academia de Înalte  Studii Comerciale şi Industriale din Cluj, 
În fiin ţa tă  in 1919, sta tistica  este p redată  de N. G hiulea şi D. D. Ilaşigan. Se 
m a i semnalează un  eurs de sta tistică  la Institu tu l de ş tiin ţe  adm inistrative din 
1928, ţin u t de Ii. C. Decusară, care avea să publice m ai tirziu : „E lem ente 
•de statistică. Partea I. S tatistica teoretică şi aplicată” , B ucureşti, 1943. 
în  perioada interbelică, care a însem nat o pu tern ică dezvoltare a sta tistic ii şi 
o  am plă extindere a aplicaţiilor în varia te  domenii, se constituie şcoala rom â
nească de teoria p robabilită ţilo r şi sta tistică  m atem atică, în fiin ţa tă  de acad. 
Octai> Onicescu* secondat de fostul său student, acad. Gheorghe ¡\Iihoc* şi con
tinuată  apoi de o sirălucită pleiadă de m atem aticieni, probabilişti şi s ta tis ti
cieni — pină în zilele noastre. Prim ele cursuri regulate de teoria probabilităţilor 
.acad O. Onicescu le inaugurează în 1924, ia Facultatea de Ş tiin ţe  a U niversi
tă ţii din Bucureşti. Cu prilejul Rccensăm intuiui General din 1930, se înfiinţează 
Comisia rccensăm intuiui, prezidată de D im ilrie G uşti, cu care prilej se ho tă
răş te  întemeierea unei şcoli de sta tistică , condusă de O. Onicescu, secretar 
iiin d  Paul Sterian. Procesul verbal din 30 m ai 1930 stabilea titu larii cursurilor :
O . C. Georgcscu*, N . St. Georgescu-Roegen*, Gh. Mihoc, I. Moruzzi şi M. Sa- 
niclevici, cei mai m ulţi m atem aticieni şi actuari. Cursul de demografie a fost 
încred in ţat lui Lconida Colescu, de la care ne-au răm as două cursuri scrise 
<1930 şi 1932). D in  1935, Şcolii de S ta tis tică  i sc a lă tu ră  dr. Gh. Batiu care va 
p reda statistica demografică. Şcoala colabora strîns cu In s titu tu l de S tatistică, 
a l cărui director a devenit dr. Sabin Manuiîa. în  1941 se înfiinţează Institu tu l 
ele S tatistică, A ctuaria t şi Calcul in cadrul F acu ltă ţii de ş tiin ţe  a U niversităţii 
■din Bucureşti, director fiind acad. Octav Onicescu în  prezenţa rectorului 
U niversităţii, acad. Horia H ulubei, are loc inaugurarea festivă a noului 
in s titu t, în ziua de 24 noiembrie 1941. P o triv it sta tu tu lu i [11], m ateriile  de 
învăţăm în t silit urm ătoarele : 1. Elem ente de m atem atică pen tru  statisticieni 
<Prof. N. Ciorăuescu) ; 2. Calculul probabilită ţilo r (Prof. O. Onicescu) ; 3. S ta
tistica  m atem atică şi metodologia sta tistică  (N. St. Georgescu-Roegen) ; 4. 
B iom ctrie şi demografie (dr. Sabin M anuila); 5. S tatistica economică (Paul 
S terian  şi Rom an Moldovan) ; 6. S tatistică şi rea lita te  naţională (A. G olopenţia 
sşi Mircea B iji); 7. Tehnică şi organizare statistică (dr. D. C. Georgescu) ; S. 
Econometrie (N. St. Georgescu-Roegen); 9. M atematici actuariale (prof. Gh. Mi
jloc) ; 10. M atematici financiare (Şerban G heorgbiu); 11. Tehnica asigurărilor 
p riva te  şi organizarea lor (Al. Pantazi şi V. Protopopescu) ; 12. Tehnica asigu
rărilo r sociale şi organizarea lor (I. A rgeşanu); 13. P rincip ii şi tehnica organi
zării şi con tab ilită ţii pen tru  secţia dc ac tuaria t şi sta tistică  (Al. Pantazi) ; 
14. Calculul grafic şi num eric (prof.. Gr. C. Moisil) ; 15. Maşini şi organizarea 
birourilor de calcul (ing. C. Petrescu) şi 1G. A plicaţiile analizei in calcul (N. Tec- 
dorescu). Marea m ajorita te  a cadrelor didactice erau absolvenţi ai unor p res ti
gioase un iversită ţi din F ran ţa , Germania, S.U.A. şi Italia. D urata  cursurilor 
•era de un a n ; cursanţii erau licen ţia ţi. Regulam entul prevedea trei sec ţii;



1 . Secţia de statistică ; 2. Secţia de ac tuaria t şi 3. Secţia de calcul. Program ele 
analitice erau la nivelul progreselor ştiinţelor respective. Institu tu l a funcţionat 
p înă în 1947.
Din perioada am in tită  datează două lucrări care îşi păstrează im portanţa 
pină a s tăz i: N. St. Gcorgescu-Bocgen, ...Metoda statistică. E lem ente de sta
tistică  m atem atică”, cu o prefaţă  de O. Onicescu. Institu tu l de S tatistică 
Generală a S tatului, Bucureşti, 1933, 507 p. şi Gh. Milioc, , ,T ra ta t de m ate
m atici actuaria lc” , Bucureşti, 1943, 315 p. -j- Anexe.
Să consemnăm că în tre cclc dona războaie mondiale statistica pă trunde în 
numeroase discipline, fiind folosită de rem arcabili oameni de ştiin ţă .
A plicaţii ale calculului p robabilităţilor şi sta tistic ii m atem atice au loc in actua
ria t. Matematicienii actunri N. Praporgescu şi M. Sanielevici întocmesc prima 
tabelă de m ortalita te  a populaţiei României pe baza recensământului populaţiei 
din 1899. A lte tabele sint întocm ite de acad. Gh. Mihoc. Se cuvine am in tit 
faptul că în m atem atica actuarială, de caic a beneficiat m ult demografia şi 
asigurările, au lucrat : acad. O. Oniccscu, acad. Gh. Mihoc, Alexandru Pantazi, 
Şcrban Gheorghiu.
t 'n a  din contribuţiile cele mai im portante la progresul sta tistic ii, l-au adus 
Şcoala dc medicină socială de la Cluj, ca şi cea de la Bucureşti, precum  şi cele 
trei in stitu te  de igienă şi sănătate publică din Bucureşti, Cluj şi Iaşi, precum şi 
Şcoala de antropologic de la  Bucureşti, legate de numele savanţilor medici 
Iuliu Moldovan, Gheorghc Banu şi Francise I. R ainer. luliti Moldooan (1882— 
1966), doctor docent al Facultă ţii de Medicină din Yiena, profesor la U niver
sitatea din Cluj şi membru al Academiei Rom âne, fondatorul , .Buletinului 
Eugenie şi Biopoiitic” (1927) şi director al Institutului de Igienă şi Sănătate 
Publică din Cluj, a prom ovat metodele de sta tistică  în cercetările de medicină 
socială, antropologie şi biologie. Conceptele şi metodele statistico-m atem atice 
ale lui F r. Galton şi K. Pcarson, ale lui R . Pearl şi J . L. Reed sint folosite pe 
scară largă. Lucrările sale , , Igiena N a ţiu n ii” (1925) şi „In troducere la etno- 
bioiogie şi biopolitică” (1944), ca şi cele ale elevilor şi colaboratorilor săi sint 
o dovadă in acest sens.
Gheorghc B anu  (1889— 1957), medic igienist, cu specializare in F ran ţa  unde a 
lucrat cu prof. Y. L evaditi, profesor la Facultatea de Medicină din B ucureşti, 
în tem eietoru l,, Revistei de Igienă Socială” (1931), a dat dc asemenea un puternic 
im puls sta tistic ii şi demografiei. în  rem arcabile studii precum : , »Probleme 
sanitare ale populaţiei rurale din R om ânia” , în monografia clasică „S ănăta tea  
poporului rom ân”, E d itu ra  Fundaţiilor, 1935, în „M edicina socială ca ştiin ţă . 
Eugenia. D em ografia” (5 voi. Casa Şcoalelor, 1944) şi altele, statistica i-a  servit 
să facă aprofundate cercetări de medicină şi igienă socială. Cea mai im portantă 
lucrare este, după afirm aţia dr. V. Săhlcanu [35], „Biologia poporului rom ân” . 
Francise 1. Rainer (1874—1944), profesor de anatom ie la facultăţile de medicină 
din Iaşi şi B ucureşti, întem eietorul Ins lilu tu lu i de Antropologie din Bucureşti 
(1940), a  efectuat cercetări antropologice pcpulaţionale ia solicitarea lui 
D im itrie G uşti (din 1927), iniroducînd prelucrarea statistică riguroasă a m ate
rialelor de observaţie, după cum atestă  „E nquêtes  anthropologiques dans trois 
villages des Carpathes” (1937). Totodată, a in iţia t cercetări biom etrice şi sta
tistice in morfologia microscopică. Această orientare a fost continuată de acad. 
Ştefan M. Milcu (n. 1903).
D intre discipolii şi colaboratorii prof. Iuliu Moldovan trebuie am in tit Petru 
Râmneamţu*, al cărui manual „E lem ente de biom étrie medicală şi sta tistică  
v ita lă” (1939) este prim ul dc acest gen in literatura  românească.
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U n alt domeniu im portant în care sta tistica  a fost larg aplicată este sociologia 
şi mai ales Şcoala monografică de la Bucureşti. Dimitric Guşii (1880 — 1955) 
şeful şcolii, acorda o atenţie deosebită statistic ii, considerind-o d rep t metodă 
indispensabilă pentru studiile sociologice. în  lucrările sale, , ,Problema socio
logiei. Sistem şi m etodă” (1940) ş i , , îndrum ări pentru  monografiile sociologice” 
<1940) rolul sta tistic ii în cercetarea socială este bine reliefat. Discipolii şi 
colaboratorii prof. D. C.usti erau cunoscători tem einici şi au folosit statistica 
în  cercetările lor, aşa cum se observă din opera prof. H . H . S tahl (n. 1901), 
A . Golopenţia* şi T raiau H erseni (1907—1980).
ConţinuInd trad iţia  din sec. al X lX -lea, economiştii d in tre  cele două războaie 
au  făcut statisticii un loc im portant în studiile lor. Virgil Madgearu (1887—1940), 
profesor de economie politică la Academia de înalte  S tudii Comerciale şi Indus
triale, a dat exemple rem arcabile de folosire a statisticii în lucrările sale : „C urs 
de  economie politică” (1938) şi mai ales în „E vo lu ţia  economiei rom âneşti după 
războiul m ondial” . V ictor Slăvescu (1891 — 1977), profesor la Academia de 
îna lte  Studii Comerciale şi Industriale, membru al Academiei Rom âne, a reac
tualizat figurile unor economişti şi statisticieni ca N. Şuţu, Dionisic Pop 
M arţian.
P e  lin ia  inaugurată de A. D. Xenopol, N. lorga şi V. Pârvan, care au realizat 
şi im portante studii de demografie istorică p rin  aplicarea metodelor statistice, 
istoricii din perioada interbelică au contribuit sensibil la lărgirea cadrului de 
apliijare a statisticii. Se cuvin am in tiţi în acest sens Alexandru Lapedatu 
(1875—1954), fost preşedinte al Academiei Rom âne, m edievist. Ion Lupaş 
(1880—1967), profesor de istoria nouă a Rom ânilor şi de istoria Transilvaniei, 
Silv iu  Dragomir (1888 — 1962). ale căror studii privind istoria rom ânilor fac 
apel la metodele statistic ii. Demografia istorică şi istoria populaţiei au fost 
ilu stra te  de Ştefan Meteş (1887—1977), cu rem carcabile studii („E m igrări ro 
m âneşti din Transilvania în secolele X I I I —X X , B ucureşti, 1971) şi de David 
Prodan (n. 1902), academ ician, profesor la U niversitatea din Cluj, in special 
cu studiile privind im igraţia, iobăgia, structura socială („T eoria im igraţiei 
rom ânilor din Principatele Rom âne în Transilvania în veacul al X V II-lea” , 
S ib iu , 1944, şi „U rbariile  Ţării Făgăraşului” , voi. I, 1970).
'C ontribuţii im portante la aplicarea metodelor statistice au şi psihologii şi peda
gogii. Florian Ştefănescu-Goangă (1881 — 1958), profesor la U niversitatea din 
Cluj, a în fiin ţa t Institu tu l de psihologie experim entală, aplicînd metode sta- 
tistico-m atem atice. Elevul său, Nicolae Mărgineanu (1905—1980), cu studii de 
specializare în Germania, F ran ţa  şi S.U.A., a  contribu it la introducerea m eto
delor statistico-m atem atice in psihologia şi psihotehnica românească („ E le 
m ente de psibom etrie” , 1937, „A naliza  factorilor psih ici” , 1938, „Psihologia 
persoanei” , 1938, re tipărită  sub titlu l „C ondiţia  um ană”).
U n loc deosebit îl ocupă Gheorghe Zapan  (1897—1976), psiholog şi psihotch- 
n ician , doctor in m atem atici la U niversitatea din Berlin, profesor universitar. 
A  lărgit domeniul de aplicare a metodelor statistico-m atem atice în psihologia 
experim entală, psihotehnică şi pedagogic. I se datorează conceptul de entropie 
taxiologică şi o originală concepţie despre cibernetica Învăţării şi a ac tiv ită ţilo r 
umane. („A plicarea teoriei lan ţu rilo r cu legături complete în procesul învă
ţă r i i” . în  „R ev ista  de Pedagogie” , nr. 7, 1971 ; „C ibernetica pedagogică” , în 
, .R evista de Pedagogie” , nr. 7 — 8, 1969 ; „M odelarea m atem atică a ac tiv ită ţilo r 
um ane şi a proceselor evolutive” , în „R ev ista  de Pedagogie” nr. 5,1966).
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Sc poate face inclieierea că intre cele două războaie mondiale, a u t  sub raport 
teoretic şi metodologie, cit Şi al aplicaţiilor sale. statistica clin R om ânia se situa 
la un nivel comparabil cu cel al ţă rilo r dezvoltate.

G. S ta t i s t ic a  ro m â n e a sc ă  c o n te m p o r a n ă
în  perioada 1944—1984, in condiţiile profundelor schimbări politice, sociale 
şi economice, statistica a cunoscut o dezvoltare deosebită, a t i t  pe plan insti
tu ţional, cit şi sub raport teoretic şi metodologic şi ol cadrului de aplicare. 
A fost creată o puternică in stitu ţie  centrală a sta tistic ii sta tu lu i, cu a tr ibu ţii şi 
sarcini im portante. Din 1950 denumirea Institu tu lu i Central de S tatisicâ se 
schimbă [1], pen tru  a trece apoi din 1951 la denum irea actuală de D irecţia 
Centrală de Statistică. în  1970, in s titu ţia  trece in subordonarea Consiliului de 
S ta t [3], A ctualul act norm ativ care prevede organizarea şi funcţionarea sta
tisticii este D ecretul Nr. 152 din 24 m artie 1970 (Bui, Oficial nr. 34 din 14 aprilie 
1970) şi care capătă putere de lege in acelaşi an. D irecţia Centrală (le Sta
tistică este , .organ central al adm inistraţiei de sta t, înfăptuieşte politica p a rti
dului şi statului in domeniul sistemului informaţional statistic” (art. 1). b'uncţia 
ei de bază se defineşte astfe l: ..D irecţia Centrală de S latistică asigură infor
marea conducerii de partid  şi de sta t cu privire la îndeplinirea planului de stat, 
dezvol tarea vieţii social-economice, ritm urile şi proporţiile din economie, folo
sirea mijloacelor m ateriale şi resursele de muncă, in vederea luării de. decizii 
pentru conducerea economiei naţionale şi a fundam entării programelor ei de 
dezvoltare” (art. 2).
A tribuţiile  D irecţiei Centrale de S tatistică sint foarte largi : organizează 
sistemul inform aţional statistic  de s ta t şi departam ental, elaborează sistemul 
dărilor de seamă statistice de s ta t şi coordonează metodologic dările, de seamă 
statistice departam entale, efectuează recensăm inte şi alte lucrări statistice 
im portante, asigură şi păstrează fondul naţional de date statistice. D irecţia 
Centrală de S tatistică dispune de o reţea de organe teritoriale — direcţiile jude
ţene. de statistică, inclusiv direcţia de sta tistică  a M unicipiului Bucureşti —, 
are in com ponenţa sa un Centru electronic de calcul, do ta t cu calculatoare şi 
a lte  maşini moderne. D irecţia Centrală de S tatistică publică , .A nuarul statistic  
al Republicii Socialiste R om ânia” , diferite anuare pe domenii — cum este, de 
p ildă. A nuarul demografic —, rezultatele recensăm intelor populaţiei şi altele. 
De asemenea, D irecţia Centrală de S tatistică  editează, din 1952, , ,R evista 
de S tatistică*” .
A ctiv itatea ştiinţifică şi de cercetare se efectuează în Consiliul ştiinţific-metodo- 
logic, în fiin ţat in 1954. O im portanţă deosebită pentru dezvoltarea sta tistic ii 
ea ştiin ţă  au consfătuirile ştiinţifice de statistică organizate de D irecţia Centrală 
de S tatistică : 1961, 1962^ 1963, 1964, 1965, 1968, 1969, 1977, 1980, 1984 ale 
căror lucrări sint publicate în volume.
C aracteristic pentru sistemul inform aţional slatislic  actual este folosirea cu 
precădere a sistemului dărilor de seamă statistice de sta t, in tra t în vigoare la 
1 ianuarie 1949 [38]. Rolul recensămintelor a fost considerabil redus, excepţie 
făcînd reccnsămintul populaţiei. D intre anchetele statistice am intim  cercetarea 
bugetelor de familie — anchetă prin  sondaj, in iţia tă  in 1948 — şi care asigură 
inform aţii m ultilaterale privind nivelul de tra i a l populaţiei. De cea m ai mare 
im portan ţă  este crearea Centrului electronic al D irecţiei Centrale de S tatistică 
care asigură prelucrarea autom ată a datelor. D irecţia Centrală de S tatistică 
participă ia activ ita tea  internaţională statistică : la Comisia de statisticăO .N .U .,
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la Conferinţa Statisticienilor Europeni, F.A .O .. U .X.E.S.C.O., O .M .S.; (le 
asemenea, este mem bră a Comisiei de S tatistică a C .A .E .R .  
învăţăm in tu l statistic pus pe baze noi, în 1948, s-a dezvoltat şi s-a diversificat. 
Au fost create catedre de statistică la Academia de S tudii Econom icé; dis
cipline ca statistica m atem atică, statistica teoretică, statistica economică, 
statistica industrială, agricolă şi altele au in tra t in planurile perm anente de invă- 
tăm în t in învăţăm intul economic — A .S.E . şi facultăţile economice ale univer
sităţilor din ţa ră . Cursuri de statistică — intr-o formă sau a lta  — se predau şi 
in învăţăm in tu l universitar, medical, politehnic, agricol.
Cercetarea ştiinţifică in domeniul statisticii a înregistrat o extensiune şi o d i
versificare remarcabile, îm preună cu lărgirea cadrului de aplicare a metodelor 
statistice şi matematice.
Şcoala românească de teoria p robabilităţilor, fondată dc academ icienii O ctav 
Onicescu şi Gheorghe Mihoc in deceniul al patru lea, a cunoscut o im presionantă 
dezvoltare în ultimele trei decenii. Cea m ai valoroasă realizare a fondatorilor 
şcolii rom âneşti de teoria p robabilităţilor a fost introducerea, în 1935, a unui 
nou tip  de dependenţă stohastică, „dependenţa cu legături com plete” care 
generalizează extensiv dependenţa m arkoviană. Tot ei au adus contribuţii, 
remarcabile la teoria lanţurilor markoviene. Contribuţiile recente se referă la 
funcţiile-sum ă, procesele M arkov cu param etru  continuu şi sistemele aleatoare 
cu legături complete.
în  această activ ita te , un  rol im portant îl au : catedra de teoria p robab ilită ţilo r 
dc la F aculta tea  dc ¡Matematică a U niversităţii Bucureşti şi Centrul de S tatistică 
M atematică. P rin tre  realizările im portante ale ultim ei in s titu ţii se num ără' 
organizarea ultim elor cinci ediţii ale Conferinţei internaţionale de teoria p roba
bilităţilor de Ia Braşov (1968,1971,1974,1979,1982). Bibliografia privind teoria 
p robabilităţilor şi statistica m atem atică num ără cîteva zeci de tra  ta te , manuale 
şi monografii şi sute de studii, comunicări şi memorii, publicate in ţa ră  şi în 
stră inătate . P rin tre  domeniile în care statistica m atem atică a fost aplicată pe 
scară largă s in t : agrobiología, unde trebuie consem nată rem arcabila ac tiv ita te  
a acad. Nichifor Ceapoiu (n. 1911), fiabilitatea şi controlul statistic  al calităţii, 
ilustrate de numeroşi cercetători, biologia, medicina etc.
S tatistica teoretică şi economică a u rm at aceeaşi evoluţie ascendentă. Genera
ţiilor mai vechi (prof. R . Moldovan (n. 1911) ; prof. M. B iji (n. 1913)) li se ală
tu ră  cohorte numeroase de statisticieni — cadre didactice şi cercetători — care 
au îm bogăţit substanţial statistica. S tatistica populaţiei şi demografia sint 
şi ele beneficiare ale progresului general.
Reviste cum s in t : „R evista de S ta tis tică” , ed ita tă  de D irecţia Centrală de 
Statistică, „Rcvue Roumainc de M athématiques Purés e t Appliquées” şi „S tud ii 
şi Cercetări M atematice” , editate de Academia Republicii Socialiste România, 
„Cercetări şi studii de calcul economic şi cibernetică economică” , ed ita tă  la 
Academia dc Studii Economice, contribuie eficient la progresul sta tistic ii ro
m âneşti.
în  condiţiile in care asistăm la o lărgire considerabilă a cadrului de aplicare 
a metodelor m atem atice, la apariţia  de noi discipline şi Ia afirm area principiului 
inter- şi m ultidisciplinarităţii în ştiin ţă , statistica continuă să deţină un  loc 
proem inent in peisajul ştiinţei rom âneşti.

33 — C. 680
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voi. I, 1942, p. 303.
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23. IORDACHE. V., Cadru! instituţional al statisticii in România (I) şi (II)f 
în ..R evista de S tatistică"’ nr. 3 şi 4, 1969.

24. MARŢIAN', Dionisie POP. Recensiunea clin 1SG0, in „Analele sta tistice” 
an I, n r . 2, 186, p. 39—109.

25. MIHOC, Gli..Dezvoltarea statisticii matematice in România, in „R evista de 
S ta tis tică” ur.}5—6, 1960.

26. MIHOC, Gli., Probability, mathematical statistics, operaţional research, in 
Xoesis, T ravaux du Comité Roum ain d ’H istoire e t de Philosophie des 
Sciences I, Editions de l ’Académie de la République Socialiste de Roum a
nie, Bucarest., 1973, p. 323—329.

27. MOLDOVAN, L ., Conscripţii şi recensăminte in Transilvania (sec. X V I I — 
X I X  ). (Metodologie si valoare documentară, în „R evista de S ta tis tică” 
nr. 8, 1970.

28. N EG R U , I., Despre valoarea primei monografii medicale a M unteniei ( 1S30)  
şi autorul ei Doctorul Caracas, in „M unca Sanitară"’ nr. 8, 1966, p. 504.

29. N EG R U , I., Doctorul Constantin Caracaş (1773— 1828 )  despre cauzele 
depopulării Munteniei la începutul secolului al X IX -Iea  in „M unca Sani
ta ră ” nr. 10, 1967, p . 624.

30. NEG RUZZI, C., Lucrări statistice făcute in anii 1859— 1S60, Iaşi, 1861, 
335 p.

31. RETEG A N , G., De la census-ul roman la recensămintele moderne ale popu
laţiei în „V iaţa economică” nr. 2 (126), 4 (128), şi 6 (130), 1966.

32. RETEG A N , G., Dezvoltarea demografiei româneşti in perioada 1859— 1916? 
in „S tud ii de sta tistică” , Lucrările celei de-a şaptea consfătuiri ştiinţifice 
de statistică 11—14 iunie 1969, vol. II , D irecţia Centrală de S ta tis tică , 
B ucureşti, 1972, p. 2040 -2 0 5 6 .

33. R ETEGA N , G„ Fragmente mai semnificative dintr-o istorie a instituţiei 
centrale de statistică, în „R evista de S ta tis tică” nr. 6, 1980.

34. SĂHLEANU, V., Evoluţia gindirii statistice, in „R evista de Filozofie“ 
nr. 5, 1979, p. 569—574.

35. SĂHLEANU, V., Începuturile medicinii sociale in România : G. JBanu, 
A pimondia, B ucureşti, 1979.

36. STOICA, Gli., Începuturile statisticii oficiale româneşti, în „R evista de; 
S ta tis tică” nr. 1, 1969.

37. T R EB IC I, V., Zece ani de muncă ştiinţifică in statistică (1917 — 1957) ,  
in „R evista de S ta tis tică” nr. 12, 1957.

38. TR E B IC I, V., Zeceani de la introducerea sistemului dărilor de seamă statis
tice in România, in „R evista de S ta tis tică” nr. 1, 1959.

39. TR E B IC I, V., M ică enciclopedie de demografie, E d. ştiinţifică şi enciclo
pedică, Bucureşti, 1975.

X IX . PE RSO N A LITĂ ŢI

A C H E N W A L L , Gottfried (1719—1772). S tatistician  german, reprezentant de 
frun te  al sta tistic ii descriptive, profesor la U niversitatea din G ôttingen. A 
înlocuit denumirea disciplinei de „teoria s ta tu lu i” cu cea de sta tistică . E senţa 
concepţiei sale a fost form ulată a s tfe l: sta tistica  „este cunoaşterea aprofun
dată  a situa ţie i (status) respective şi comparative a fiecărui s ta t” , „ ş tiin ţa  care 
indică to t ce se găseşte efectiv într-o colectivitate politică, într-o ţa ră , in tr-un 
loc oarecare” . în  istoria statisticii este uneori num it „ ta tă l sta tis tic ii” , avîn- 
du-se în vedere în special fap tu l că el a pus în circulaţie expresia de „ sta tis
tică” .
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Op. : „S taatsverfassung der heutigen vornehm sten Reiche” , 2 Auf!., G öttingen, 
1752 (apăru tă  pentru prim a dată  in 1749 sub titlu l „Abriss der Staatsw issen
schaft der europäischen Reiche” ).

AN G ELESC U , Ion Nicolac (1884 — 1930). Econom ist şi om politic român. 
D octor în ştiinţe economice al U niversită ţii din München. Profesor şi rector al 
Academiei de înalte Studii Comerciale şi Industriale din B ueureşti(1924— 1929). 
Fondator (1927) şi preşedinte al A sociaţiei Econom iştilor din Rom ânia, 
fondator (1918) şi coeditor al revistei „Analele statistice şi economice” .
A folosit datele statistice şi metodele sta tistice  în analiza proceselor economice 
şi demografice. S tudiul său asupra m işcării na turale  a  populaţiei în anii 1904 — 
1905 (publicat în  1915), precedat de o privire retrospectivă pe anii 1860—1913, 
este printre primele încercări de analiză  a fenomenelor demografice în raport 
cu  factorii economici.

Op. : „H istoire économique des R oum ains” , Tome 1, Geneva (f. an ); „A vu ţia  
naţională a Rom âniei” , Bucureşti, 1915; „E volu ţia  economică a ţă rilo r rom â
neşti” , Bucureşti, 1918.

B A Y E S , Thomas (1702 — 1761). Pasto r englez, devenit celebru postum  prin  
două studii de probabilităţi (memorii) care au creat domeniul p robabilită ţilo r 
subiective (-» X II  Formula lui B ayes) şi aşa-num ita „inferenţă bayesiană” . 
în  prim ul memoriu a exam inat seriile S tirling (de Moivre) In (z !) ; cel de-al 
doilea, care i-a adus celebritatea, se in titu lează ”An Essay Towards Solving 
a  Problem in the Doctrine of Chances” (prin ’’chance” B. înţelege probabili
tă ţi) . Ideile sale au fost dezvoltate de a lţi probabilişti şi statisticieni ; contri
bu ţia  sa a fost apreciată de Boole, J .  M. K cynes, de R . A. F isher şi a lţii. Infe
renţa bayesiană sau statistica bayesiană este un  demers al inferenţei statistice*, 
care se bazează pe teoria probabilităţilor subiective. O dezvoltare im portantă 
.a acestei teorii este legată de teoria deciziei şi aplicaţiile ei în economie, m arket
ing etc.

Op. : Cele două memorii publicate postum  (1764) în ’’Philosophical T ransac
tions of the Royal Society of London” , reeditate în 1963 : ’’Facsimiles of Two 
Papers by Bayes” .
Despre B. : M.C. Demetrescu, „A naliza bayesiană” , în „R evista de S ta tis tică” 
nr. 2, 1970.

B E R N O U L L I, Jakob (Jacques) (1654—1705). M atem atician elveţian, unul 
din clasicii teoriei p robabilităţilor, dintr-o celebră familie de m atem aticieni. 
Profesor de m atem atică (1687) la U niversitatea din Basel, rector al acesteia ; 
membru al Academiei de ştiinţe din Paris (1699). A fost influenţat de Leibniz 
şi calculul infinitesimal. A pus bazele calculului variaţional, îm preună cu fratele 
său mai mic I. Bernoulli. A utor al celebrei teoreme a legii num erelor m ari. 
Lucrarea sa principală „Ars conjectandi” , apăru tă  postum  (1713), cuprinde 
patru  părţi : în partea întii comentează tra ta tu l lui H uygens, „Despre calcule 
în jocurile de noroc” (apăru tă  în 1657) ; partea a doua expune teoria combi
nărilor şi perm utărilor ; a treia — serii de jocuri, a pa tra  este consacrată dife
ritelor probleme legate de calculul p robabilităţilor — legea numerelor m ari, 
repartiţia  binom ială. în  anexă se ocupă de „jeu de paum e” (un fel de joc de 
tenis).
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Op. : „A rs conjectandi, opus posthum um  : acced, de seriebus infinitis etc.”, 
I3asel, 1713. Prim a ediţie a operelor complete a ap ă ru t în 2 voi., la Geneva 
(1744).

B E R X Ş T E IX , Scrghci Natanovici (1830—1968). M atem atician probabilist 
sovietic. S tudii universitare : Sorbona (1898—1902) şi la Gôttingen (1902— 
1903) : doctorat în m atem atici la U niversitatea din Paris, avîndu-1 în comisie 
pc II. Poincaré (1904). Membru al Academiei de Ştiinţe a U .R .S.S. (din 1929), 
profesor la U niversitatea din Moscova ; in anii 1932—1968 a lucrat la Institutul 
de M atem atică ,,Y\ A. Steklov” din Moscova. L aureat al Prem iului de Stat. 
Domenii : teoria ecuaţiilor diferenţiale, teoria funcţiilor, teoria probabilită
ţilor. Încercări de a sintetiza şcoala franceză a p robabilităţilor cu şcoala rusă 
(Cebişcv, Leapunov, Markov).
A dezvoltat formula lui Laplaec cu privire la probabilitatea binomială, a perfec
ţionat formula lui Cebişcv („Inegalitatea lui Cebişcv”), a generalizat inegali
ta tea  lui Kolmogorov. S-a ocupat de aplicaţii ale teoriei probabilităţilor în
sta tis tică  şi biologie.

Op. „Sobranîe socinenia” , vol. I (1952), vol. I I  (1954), vol. I I I  (1960) şi vol. IV 
(1964), E d itu ra  „N auka” , Moscova.

BORI'.L, Em il (1871—1956). P robabilist francez. Absolvent al École Normale 
Supérieure, doctor în m atem atici (1893) ; profesor Ia École Normale Supérieure, 
la  Facu lta tea  de Ştiinţe a U niversităţii din Paris. F ost preşedinte al Societăţii 
de M atem atică din F ran ţa , al Societăţii de S ta tis tică  din P a ris ; membru al 
Academiei de Ştiinţe din F ran ţa , mem bru de onoare a! Institu tu lu i Interna
ţional de S tatistică. Domenii : teoria mulţim ilor, teoria funcţiilor, geometrie, 
istoria şi filozofia ştiinţei, psihologie şi economie politică, mecanica sta tistică; 
prim ul care a form ulat „teoria jocurilor psihologice” , cu 7 ani înaintea lui
J .  v, Neumann. Contribuţii fundam entale la teoria probabilităţilor, de care a 
început să se ocupe din 1915 ; a d a t un tr a ta t  clasic de teoria probabilităţilor 
şi aplicaţii. Circa 300 lucrări ştiinţifice. P rin tre  elevii săi : Ai. Frcchet*.

O p: „Leçons sur les fonctions de variables réelles e t les développements en 
séries de polynômes” , G authier—Villars, Paris, 1905 (numeroase reeditări); 
„E lém ents de la théorie des probabilitiés” , H erm ann, Paris, 1909 (mai multe 
e d iţii) ; „T raite du calcul des probabilités e t de ses applications” , G authier— 
Viliars, Paris , 4 volume, 1925, 1926, 1934, 1939.
Despre B. ; M. Fréchet, „Em ile Borel. V iaţa şi opera” (prefaţa, acad. O. Oni- 
cescu), E d itu ra  ştiinţifică, Bucureşti, 1972.

B O R T K IE W IC Z , Ladislaus von (1868—1931). S tatistician, m atem atician şi 
econom ist german, născut în Rusia. S tudii la Gôttingen, cu W. Lexis*. Profesor 
la L 'niversitatea din Berlin. C ontribuţii în teoria probabilităţilor, actuariat, 
sta tistică  m atem atică, demografie şi sta tistică  economică. A redescoperit legea 
numerelor rare (S. D. Poisson) ; a propus o nouă in terpretare a dispersiei, in 
stud iu l indicilor a propus corelaţia. Membru al Ins titu tu lu i Internaţional de 
S ta tis tică  (1913), al Academiei Suedeze de Ştiinţe.

Op. : „D as Gesetz der kleinen Zahlen“ , Leipzig, 1898 : „D ie Iterationen. Ein 
Beitrag zur W ahrscheinlichkeitstheorie", Springer, Berlin, 1907; „Zweck 
und S truk tu r einer Preisindexzahl“ , in „Nordisk S tatistik  T idskrift“ *, B. 2, 
1923; B. 3, 1924; B. 4, 1925).
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B O W L E Y . sir Arlliur Lyon (18(39 — 1957). S tatistician, m atem atician, econo
m ist şi demograf englez. S tudii Ia Cambridge, prieten cu Alfrcd Marshall a 
cărui influenţă a resim ţit-o. Profesor la London School of Economics (din 1895),. 
unde a predat cursuri de statistică. .Membru al lui Royal Socicty (1922); director- 
al Institu tu lu i de S tatistică ale U niversităţii din Oxford. S tudii privind dina
mica salariilor şi preţurilor, contribuţii la teoria sondajului, parlicipm d !a fa i
moasa dispută in legătură cu sondajul propus de statisticianul norvegian An- 
ders N. K iaer (1838—1919) ; a aplicat sondajul la studiul clasei m uncitoare din 
A nglia; estim aţii asupra venitului n a ţio n a l; studii de conjunctură pentru 
London and Cambridge Economic Service; studii de demografie. A făcut parte 
din grupul care a prezentat, in 1924, Institu tu lu i In ternaţional de S tatistică 
’’R eport on tlie Reprcsentative Method in S tatistics“ , care a d a t ciştig de ;auză 
metodei sondajului. A utor al unor manuale de statistică de largă circulaţie.

Op. : “Elem ents of S ta tis tics” , 1901; “An E lem entary M anual of S tatistics” , 
1910; “ The M athematical Groundwork of Economics : an Introduction Trea- 
tise” , 1924; ’’Studies in tlie N ational Incorne : 1924—1928” , în , ,Economie 
Jo u rn a l”.

B U R K H A R D T , Felix  (1888—1973). M atem atician, sta tistic ian  şi demograf 
din R . D. Germană. S tud ii de m atem atici şi sta tistică  la universităţile din 
Leipzig şi F rank fu rt/\Ia in . Profesor de m atem atici şi statistică la U niversitatea 
Tehnică din Dresda. D irector al statisticii populaţiei la Oficiul de S ta tis tică  al 
Saxoniei. Membru al Institu tu lu i Internaţional de Statistică.
A publicat peste 250 lucrări. P înă in 1945 a ed ita t ..Deutsches Statistisches. 
Z en tra lb la tt” , coeditor la „A rchiv fur M atematischc W irtschafts—uud Sozial- 
forschung” ; coeditor Ia „Biom etrische Z eitschrift” şi la „M etrika“ . In ternatio 
nale Zcitschrift ftir theoretische und angevvandte S ta tis tik ” .

C A R A C A Ş , Constantin (1773—1828). Medic şi demograf rom ân. S tud ii In 
F aculta tea  de Medicină din Viena. Medic şef al oraşului B ucu reşti; a în f iin ţa t 
spitalul , .F ilantropia” (1815); s-a preocupat de introducerea m ăsurilor de asis
ten ţă  sanitară şi igienă publică. în  1800, la num ai doi an i de la descoperirea 
vaccinului lui E d . Jenner, introduce vaccinarea antivariolică. A întocm it prim a 
monografie cu caracter medical şi demografic din ţara  noastră, sub denum irea 
de „Topografia Ţării Rom âneşti şi observaţii antropologice priv itoare la sănă
ta tea  şi bolile locuitorilor e i” (1830), in limba greacă, în care, folosind datele 
catagrafiei fiscale a lui Caragea Vodă (1814—1815), face o descriere am ănun
ţită  a Ţării Rom âneşti, a celor 17 judeţe, analizează cauzele depopulârii popu
laţiei, m ortalita tea  generală şi infantilă, pe clase sociale, prezin tă date asupra 
num ărului populaţiei pe judeţe şi pe oraşe ete. Monografia s-a b ucu ra t de apre
cierea Iui N . Iorga (1919).

Op. : „Topografia Ţ ării Rom âneşti şi observaţii antropologice privitoare la 
sănătatea şi bolile locuitorilor e i” (1830), tradusă de G. Sion şi republicată 
de P . P . Sam arian : „O demografie sanitară a M unteniei de Constantin 
Caracaş” . T ip. Bucovina, B ucureşti, 1937.

C E B lŞ E V , P a f nuli Lvovici (1821—1894). M atem atician rus, profesor la U n i
versitatea din Petersburg , mem bru al Academici de Ş tiinţe din P etersburg  
şi al a lto r academii. E ste  fondatorul şcolii m atem atice din Petersburg , care a 
dat personalităţi ca A . A. Markoa* şi A. M . Leapunov*. C ontribuţii rem arcabile
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ia teoria probabilităţilor, la teoria aproxim ării funcţiilor prin  polinoame. A utor 
a l inegalităţii care îi poartă  numele ; a dem onstrat teorema centrală in teoria 
probabilităţilor, prin m etoda mom entelor, construind o teorie generală a poli- 
noamelor ortogonale, dezvoltate şi de V. S. Nemcinov*. A dat forma cea mai 
generală legii numerelor m ari. P rin tre  prim ii a aplicat m atem atica în lucrări 
practice. A exercita t o puternică influenţă asupra evoluţiei teoriei probabili
tăţilor.

Op. : „E lcm cntarnoc dokazatelstvo odnogo obşcego predlojenia v  teorii vero- 
iatnostei” , 184G ; ,,0  dvuh teoremah otnositelno veroiatnostei” , 1877. Toate 
studiile au fost grupate  în „Polnoie sobranie socinenii” , voi. 1 — 5, M oscova- 
Leningrad, 1944—1951.

C 1H O SK I, Stanislas (1868 — 1924). Econom ist şi statistician  român. Profesor 
la Academia de înalte S tudii Comerciale şi Industriale, unde a p redat s ta tis
tica. R ector al Academiei (1918—1924). Cursul său „S tatistica  generală” 
(1910) este prim ul curs modern de sta tistică  în învăţăm întul superior din 
Rom ânia.

Op. : „S ta tis tica  generală. Metodologie s ta tis tică” , Atelierele grafice SOCEC 
B ucureşti, 1910, V II -f- 192 p.

C1U PRO V, Aleksandr Aleksandrooici (1874—1926). S tatistician , m atem atician 
şi economist rus. Profesor de sta tistică  la Secţia de economie a  In s titu tu lu i 
Politehnic din Petcrsburg. S-a ocupat în special de teoria corelaţiei, căreia i-a 
adus im portante contribuţii ca şi teoriei stab ilită ţii valorilor statistice tipice. 
A încercat o sinteză a principalelor curente ale statisticii tim pului său : a şcolii 
germane (W. Lexis şi L. v. Bortkicwicz) şi a sta tistic ii engleze (Fr. G alton 
şi IC. Pearson).

Op. : „Ocerki po teorii s ta tistik i” , 1909 ; „Osnovnîie problemî teorii korelaţii” , 
1926.

CO C H RAN , William Gemmell (1909—1980). M atematician, statistician  am e
rican de origine engleză. A stu d ia t m atem atica Ia U niversitatea din Glasgow 
şi statistica la Cambridge, cu W ishart ; a lucra t cinci ani la S taţiunea E xperi
m entală din Rotham sted. în  S.U.A., a fost profesor şi cercetător la diferite 
universită ţi : Iowa (cu G. Cox), la Princeton, la N orth  Carolina, la Johns 
H opkins (Biostatistics D epartm ent in the School of Hygiene and Public 
H ealth), iar în tre anii 1949—1957, la U niversitatea din H arvard . Unul din cei 
m ai repu taţi specialişti în tehnica sondajului şi planificarea experimentelor, 
îm binind strălucit teoria cu practica. Preşedinte al lui Institu te  of M athema- 
tical S tatistics ; preşedinte al lui American S tatistical Association, al Insti
tu tu lu i Internaţional de S tatistică (1967—1971); membru al lui N ational 
A cadem y of Sciences (1974). A lăsat circa 100 lucrări ştiinţifice cu referire la 
analiza dispersională, analiza regresiei, h i-pătra t, sondaj, planificarea experi
mentelor, teoria statisticii.

Op. : “ The usc of the analysis of various in énum ération by sam pling” , 1939 ; 
“ Experim ental Design” , 1950 (în colab. cu G. M. Cox) ; “ Sam pling Techni
ques” , 1953; coautor cu G. W. Snedecor la lucrarea clasică : “ S tatistical Me- 
thods” , 1967.
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COLESCU, Leonida (1872 —1940. S tatistician, demograf şi economist rom ân. 
Studii la U niversităţile din Paris şi M ünchen; doctor in ştiinţe -economico şs 
financiare. în tre  anii 1899—1922, director general al Serviciului S tatisticii 
Generale a S ta tu lu i; preşedinte al Consiliului Superior al S tatisticii. Profesor 
la Şcoala dc S tatistică, înfiin ţată in 1930, unde a predat demografia, claborind- 
prim ul curs de demografie in lite ra tu ra  rom ână. A organizat şi a condus recen
săm intele populaţiei din 1899 şi 1912, A ncheta industrială 1901 — 1903 : a ed ita t 
B uletinul sta tistic  al Rom âniei 1899—1922 şi a în f in ţa t ,.Bibliograf ia economică 
rom ână” , 1910. Membru al Institu tu lu i Internaţional de Statistică (1.9101 ; a 
partic ipat ia sesiunile acestuia cu comunicări. Sub conducerea sa, institu ţia  
centrală de statistică a statului a cunoscut o puternică înflorire, fiind considerat 
cel dc-al doilea c titor al statisticii după Dionisie Pop M arţian. A publicat re 
m arcabile studii statistice şi demografice, in special pe baza celor două recen
săminte.

Op. : „R eecnsăm inlul general al populaţiunei României. R ezultate definitive 
(1899). Precedate de o iniroducţiune cu cxplicaţiuni de L. Colescu". Insti
tu tu l de arte  grafice „H m incscu” , vol. 1 şi l i .  Bucureşti, 1905 (reeditat de In
s titu tu l Central de S tatistică, 1944) : „A ncheta  industrială a R om âniei". 2 voi., 
Bucureşti, 1904; „S ta tis tica  ştiutorilor de carte din România întocm ită 
pe baza rezultatelor definitive aie recensăm întului general al populaţiei din 
19 decembrie 19t2” (reeditată de Institu tu l Central de S tatistică, 1947); 
„L a  population de la Roumanie. Résumé démographique présenté à la session 
dc l’In s titu t In ternational dc S ta tis tique” , Berlin,‘1903 ; „D icţionarul sta tis
tic  al României” , 2 vol., Bucureşti, 1914; „R ecensäniintul. populaţiei”  
— tr a ta t  practic  întocm it după cursul ţin u t în  1930 la Şcoala de S ta tis tică , 
Bucureşti, 1930; „Curs de demografie” după notiţele şi prelegerile prof. 
L. Colescu, te x t de M. .Maxim, B ucureşti, 1932 (litografiat).

C O X R IX G , Hermann (1606—1381). S tatistic ian  german, unul dintre pre
cursorii statisticii descriptive. Profesor la U niversitatea din H elm stedt. în  
concepţia sa, descrierea statu lu i cuprindea p a tru  părţi : causa matcrialis (po
porul, păm întul, producţia) ; causa finalis (scopul statului şi mijloacele pentru 
a-1 a tin g e); causa formalis (forma de s ta t şi de guvernă mint) ; causa efficicns 
(puterea politică, suveran, guvern, a rm ată , adm inistraţie).
Influenţa lui Conring a fost im portan tă  ia constituirea statisticii descriptive şi 
a continuat pină la începutul sec. al X IX -lca, prin reprezentanţi ca L. v. ScliiO- 
zer şi a lţii.
Operele sale au fost publicate de Gabel în 1730 la B raunschw eig(7 voi.)

C R E A N G Ă , Gheorghe D. (1874—1940). Uconomist şi statistician rom ân. Doctor 
in  ştiin ţe  economice şi financiare al U niversităţii din Berlin. Profesor de finanţe 
şi sta tistică  la  U niversitatea din Iaşi (1912 — 1920), A folosit statistica in ana
liza economică, in special in ce priveşte proprietatea rurală şi ţărănim ea, ple- 
dind pen tru  îm proprietărirea ţăranilor.

Op. : „P roprie ta tea  rurală şi chestiunea ţărănească” , Bucureşti, 1905 : „P ro
prie ta tea  ru rală  in R om ânia” , Bucureşti, 1907.



‘G liU P E X S K I, Constantin !.. (1860—1935). S tatistician  şi economist rom ân. 
Conducător al institu ţie i centrale de sta tistică  din România (din 1892), a m arcat 
începutul unei perioade de înflorire a statisticii. Membru al Institu tu lu i In te r
naţional de S tatistică (din 1895), a partic ipa t la sesiunile acestuia cu comu
nicări ştiinţifice.

JJ A RM O  IS , Georges (1888—1960). M atem atician şi statistician francez, elev 
a l lui Emile B ord . Profesor la In s titu tu l de S tatistică  al U niversităţii din Paris 
şi director a l acestuia din 1946, după retragerea lui M. H uber. Membru al In 
s titu tu lu i Franţei, preşedinte al Ins titu tu lu i Internaţional de Statistică. Contri
bu ţii la analiza factorials propusă de C. Spearman* ; a inven taria t exemple 
paradoxale de legături stohasticc.

■Op. : ..S tatis tique m athém atique” , Paris, 1928; „S ta tis tique  et applications” , 
Paris, 1934; S tudii in „L es M athém atiques e t la Psychologie” .

D I V I S I A ,  François (1898—1964). S tatistician , inginer şi economist francez. 
S tud ii là École Polytechnique şi la École X ationalc des Ponts e t Chaussées. 
Membru al Institu tu lu i Internaţional dc S tatistică (din 1933); preşedinte al 
Société de S tatistique de Paris (1939), m em bru la Academia Nazionale dei 
L in ed  (Roma), din 1950. Profesor dc economie politică şi socială la École Poly- 
tehnique. A publicat studii de econometric şi statistică („Indicele luil-’r. 
D iv id a ”).

•Op. : ..L ’indice m onétaire e t la théorie de la m onnaie” , 1925 şi 1926 ; „L 'épar
gne et la richesse collective” , 1928; „T raitem ent économétrique de la mon
naie. l'in térê t, l’emploi” , Librărie Dunod, 1962.

ED G EW O RTH . Francis Ysidro (1845 — 1926). S tatistician , m atem atician şi 
economist englez. Profesor de economie politică la Oxford (1891) şi la Londra. 
Membru al Iui Royal Society: editor, îm preună cu J . M. Keynes, al pub li
caţie i ” Thc Economic Journal” (1891 —1926). A fost influen ţat de concepţia 
“bavesiană. C ontribuţii la teoria indicilor unde a propus un ir,dice ce-i poartă 
numele, la aplicarea statisticii m atem atice în economia politică. Numeroase 
studii publicate iu ’’Journal of the Royal Statistical Society” .

On. : "M athem atical Psychics. An Essay on the application of m athem atics 
In  flu  Moral Sciences” . 1881 ; “Defense of Index-N um bers” , in “The Economic 
.Journal”, - vol. VI. 1896; “ Methods of representing S tatistics of Wages” (in 
colab. cu A. !.. Bosvley), in “ Journal of the Royal Statistical Society“ . 1902.

F.XGEI-, Ernst (1821 — 1890). S tatistician  şi inginer german. Studii la École 
■des Mines (Paris) ; influen ţat de anchetele lui Frédéric Le P lay. A condus 
biroul dc statistică al Saxonici(Dresda) şi al Prusiei. A in iţia t şi s tud iat bugetele 
de fan .Sie. stabilind o regularitate num ită  astăzi „legea lui E ” şi care constă 
in  aceea că pe măsura creşterii veniturilor scade proporţia cheltuielilor pentru  
a lim entaţie , altfel spus, elasticitatea ven itu rilo r în raport cu cererea pentru  
alim ente este subunitară. Această lege, ca şi reprezentarea grafică („curba 
lui R” . cam a fost. num ită  mai tirziu) a fost stud iată  şi dezvoltată, p rin tre  a lţii, 
<le .1. M. Keynes. Este considerat unul din precursorii econometriei. A p a rti
c ipa t activ  la congresele internationale de sta tistică  şi a contribuit la perfec
ţionarea metodelor de anchetă şi Ja com parabilitatca internaţională.
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Op. : „P roductions—undConsum ationsverhäUnissedes Königreiches Sachsen” , 
in itia l in limba germană (1857) şi apoi in Bulletin de l’In s titu t International de* 
S ta tis tique , 9, Xr. 1. Supl. 1. (1895) : ..Das Rcchnungsbuch der Hausfrau und 
seine Bedeutung im W irtschaftsleben der N ation”, Berlin, 1882.: ..Ile r K osten- 
w ert des Menschen” , Berlin, 1883.

F A  R R , William  (1807—1887). S tatislic ian , demograf şi medic englez, studii 
de medicină : a profesat medicina piuă in 1838 ; in 1839 a fost angaja t la "R e - 
gistrar General’s Office” in calitate de slatistieian  (“ Oompilar of A bstracts” ). 
unde a lucrat piuă inl880. A în fiin ţa t, in cadrul acestei in s titu ţii, departam entul 
de sta tistică  pe oare î-a condus. A avu t o im portantă contribuţie la organizarea 
congreselor internaţionale de sta tistică , a Institu tu lu i In ternaţional d. S ta
tistică  şi la dezvoltarea metodelor statistice in speciial cu aplicaţie la demografii* 
şi sănătatea publică. A perfecţionat metodele de întocm ire a tabelelor de- 
m ortalitate.

Op : “ On thc Construetion of Life Tables. illustrated  by a new Life Table of the* 
H ealthy D istricts of England”, Londra, 1859; ‘‘English reproduction table” . 
Londra, 1880 ; “A nim al R eports of the R egislrar General ol B irths; D eaths 
and Marriagcs in E ngland” (sub redacţia lui F ) :  “Vital statislics, a memorial 
volume of selections from the reports and w rittings of W illiam Ea.rr” , edited 
by Nocl A H umphreys, Londra, 1885.

F E L IX , Jacob (1832—1905). Medic, demograf şi sta tistic ian  rom an. Profesor 
la U niversitatea din B ucureşti: medic-şef al oraşului; decan al F acu ltă ţii de- 
Medicină. Membru al Academiei Române. A fost membru al diferitelor societăţi 
de medicină, igienă şi s ta tis tică ; a partic ip a t ia congresele internaţionale de 
igienă şi demografie. A stud iat aspectele demografice şi sanitare aic populaţiei 
României pe bază de dale statistice.

Op. : , ,Despre alim cntaţiunea poporului rom ân” , 1SG1 ; „T ra ta tu l de igienă şi 
politică san itară” , 2 voi., 1870 şi 1889. „D espre mişcarea pc.puîaţiuniî 
R om âniei” , 1 8 8 0 ;,,Geografia medicală a R om âniei” , 1897.

F E R M A T , Pierre de (1601 — 1665). M atem atician francez, precursor al teoriei 
p robabilităţilor, îm preună cu 11. Pascal (1632- 1662). A dezvoltat, înain tea lui 
Dcscartcs, teoria coordonatelor. C ontribuţii la dezvoltarea geometrici, a fizicii. 
Consideraţiile privind probabilită ţile  au fost generate de jocurile de noroc, ca 
„Îm părţirea  m izei” , probleme puse de cavalerul de Mere şi care a solicita l părerea, 
unor m atem aticieni, p rin tre  care B. Pascal.
Lucrările lui F. sin t cuprinse in „V aria opera m athcm atica” (1079).

l 'IS U E R , Iruini/ (1867—1947). S tatislic ian , m atem atician şi economist am e
rican. Profesor de m atem atică, apoi de economie politică la U niversitatea d in  
Vale. A introdus m atem atica in econom ic; unul din Întem eietorii econometriei. 
Inventator in domeniul cartelelor perforate şi fondator al Corporaţiei K e- 
mington R and, Inc., specializată in fabricrarca maşinilor de calcul. Contribuţii 
la teoria monedei şi la teoria indicilor, unde a propus un  indice ce-i poartă  
numele.

Op. : “ M athcmatica] Investigalions in llic Theory of \  aiue and Priccs” , 1892 ; 
“ The Purchasing Power of Moncy” , 1911 ; “The Best Form of the Index Number ” ,
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1921 : “The Making of Index N um ber. A Study of their Varieties, Tests, and 
'R eliability” , 1922.

F IS H E R , sir Ronald Aylmcr (1890—1962) M atem atician, statistician , gene
tician englez. S trălucit reprezen tan t al şcolii anglo-saxone de sta tistică  m ate
m atică. continuator al lui K. Pcarson. A dezvoltat tehnica sta tistică  şi aplica
ţiile  acesteia în biologie. In tre anii 1919—1933 a lucrat la celebra “ Rotham sted 
E xperim ental S tation” , in s titu t de cercetări agricole unde s-au aplicat cele mai 
mutfe metode de statistică m atem atică. In 1933 i-a succedat lui K. Pcarson ca 
•profesor la U niversitatea din Londra : membru al lui R oyal Society (1929) : 
in 1947 a în fiin ţa t The Biométrie Society : din 1957 pină în 1962, preşedinte 
de onoare al Ins titu tu lu i Internaţional de S tatistică. în  1912 a propus metoda 
verosim ilităţii m axim e; numeroase alte contribuţii fundam entale la teoria 
sondajului, a cstim aţici statistice, a planificării experim entale, a analizei dis- 
persionale. A exercitat o influenţă profundă asupra evoluţiei statisticii m ate
matice.

Op. : "S ta tistica! Melhods for Research W orkers” . 1925: “ Tlicory of Statisticul 
E stim ation”, 1925, care a cunoscut numeroase ed iţii; “ The Genetical Theorv 
of N atural Sélection” , 1930 ; “ The Design of E xperim ents” : “ Statistical 
Tables for Biological Agricultura! and Medical Research” (in colab. eu F. Yates), 
1938 ; “ S ta tis tica l Methods and Scientific Inference“ , 1956.

F O R T U N A T I, Paolo (1906 — 1980). S tatistician  şi demograf ita lian . Studii 
ia U niversitatea din Padova (licen ţia t in statistică. 1927) ; profesor de sta tistică  
la  U niversitatea din Palermo, a condus Institu tu l de S tatistică de la U niver
sitatea din Bologna tim p de 35 ani. Membru al Ins titu tu lu i In ternaţional de 
S ta tis tică  ; al U niunii Internaţionale pen tru  Studiul Ş tiin ţific  al Populaţiei; 
ul Societăţii de S tatistică din Paris. E dito r şi fondator al rev is te i, , S tatistica” . 
Fost preşedinte al Societăţii Italiene de S tatistică. Preocupări de metodologie 
•statistică, in special în domeniul variab ilită ţii : de asemenea, aplicaţii statistice 
la  economie. A publicat studii de demografie generală şi de demografic istorică. 
A  dezvoltat unele din metodele lui C. G ini, al cărui discipol s-a considerat.

Op, : „T.ezioni di demografia” , Scuola di S tatistica dell’U niversită di Padova, 
1931 ; „S ta tis tica  e politica economica” , in ..S ta tis tica” iir. 2, 1943. Fcrrara. ; 
,,Sulle distribuzione massim anti délia v ariab ilità” in : Actes de la 28e session 
de ¡ 'In s titu t In ternational de S tatistique. Roma, 1954; „S ta tis tica  e ricerca 
scientifiea” , in „S ta tis tica” nr. 3, 1958, Bologna ; „C ontributi alic riccrche 
sulle relazioni t r a ie  misurc deliu variabilità  con riferim ento alic riccrche cec- 
nomiche“ , Roma. 1960; Considcrazioni sugli schcmi di Parcto e di Gini a 
proposito di rnisura della disuguagliauza” , in ..S ta tis tica” nr. 3, 1971. Bologna, 
1971.: „Tecnica conoscitiva statistica e astrazione determ inata” , in „S ta tis 
tica” nr. 3, 1976, Bologna, 1076.

F R É C IIF .T , Maurice ( 1878—1073). M atem atician, statistic ian  francez. P ro
fesor la École Normale Supérieure. Membru al Academici de Ş tiin ţe  din F ran ţa , 
■membru al Institu tu lu i In ternational de S tatistică  (din 1931) şi membru de 
onoare (din 1959), membru de onoare al Institu tu lu i A ctuarilor Francezi. 
C on tribu ţii la noţiunea de variabilă aleatoare, studiul tu tu ro r formelor de con
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vergenţă, studiul probabilităţilor în lanţ, teoria spaţiilor abstracte. în  cadrul 
Enciclopediei calculului probabilită ţilo r a publicat două cărţi.

Op. : „ In teg ra la  abstractă a unei funcţii abstracte de variabilă ab strac tă” . 
Curs universitar, 1948—1949. „ I .e s  espaces abstra its  eu. sta tis tiq u e /th éo riq u e  
et même appliquée” .

F R lS C II. Raqnar (1,894—1973). S tatistician , economist şi economctrician nor
vegian. Profesor la U niversitatea din Oslo. în tem eie to r al ecou orné tri ei : Îm
preună cu Charles F. Roos şi Irving Fisher a creat Econometric Society < *930). 
în  1969 a fost distins cu Prem iul Nobel (ştiin ţele economice)’ pen tiu  lucrările 
sale consacrate modelelor dinam ice necesare analizei proceselor -economice. 
Membru al Institu tu lu i Internaţional de S tatistică  (din 1937). S-a ocupa* de 
teoria cererii, teoria producţiei, estim area ecuaţiilor teoriei economice, analiza 
regresiei, modele econometricc.

Op. : "P itfa lls  in  the S tatislical Construction of D em and and Supply Curves”, 
Leipzig, 1933: "S ta tis tica ! Confluence A nalysis by Means of Copipleie R é
gression Systems” , Oslo, 1934. Despre F. : K . J . Arrow, “ The work of R agnar 
Friscii econom ctrician”, în ..Econom etrics” , 28, 1969, p. 175—182.

G ALTO X, sir Francis (1822—1911). S tatistician , m atem atician , genetician 
englez. S tudii de m atem atică la Cam bridge; văr cu Gh. Darwin. îm preună 
cu K. Pcarson eslc considerat întem eietorul şcolii anglo-sa/xone de sta tis tică  
m atem atică. Fondator al biom ctrici : in 1901, îm preună cu K. Pcarson. în te 
meiază revista ..B iom otrika”, in cuprinsul căreia s-au publicat cele mai im por
tan te  studii de statistică m atem atică. A fost in fluen ţa t de Q uetelet. Membru 
al lui Royal Society. Cercetări in dom eniul ered ită ţii, antropome'-riei, psibo- 
metriei. A adus contribuţii Ia teoria corelaţiei şi regresiei (term enul ii apar
ţine) : a introdus term enul de “ eugénies” , in te rp re ta t adeseori gresii. F uncţia  
lu iG ., „ogiva lui G.” se num ără de asem enea prin tre  contribuţiile  side.

Op. : “ H creditary Genius : An Inquiry  in to  its  I.aws and Conséquences” . 
1869 ; “ înquirios Into H um an Faculty  and its D evelopm ent” , 1883 ; ’’N atura! 
Inheritance”, 1889, considerată ca cea m ai im portantă.

G AU SS, C ad Friedrich (1775—1855). M atem atician, fizician şi astronomi 
german. Considerat d rep t ..p r in ţ al m atem aticienilor”  şi pus alături de A rh i- 
mede şi Newton pen tru  contribuţia sa la dezvoltarea m atem aticii. Profesor 
la U niversitatea din Goliingen. A dat num eroase dem onstraţii riguroase şi 
complete in d iferite ram uri ale m atem aticii. E ste  cunoscut mai ales prin îm tiida  
celor mai mici pă tra te , de m are u tilita te  in prelucrarea datelor experimentale,, 
prin  contribuţii la teoria erorilor ; a defin it legea normală a repartiţie i num ită  
Şi curba norm ală Gauss-Laplacc ; a  găsit formula erorii probabile a mediei 
(1809).

Op.-. “ D isquisitiones arithm eticae”, 17Ü9—1S01.

GEORGFSCU, Dumitru C. (1904 — 1974) — medic, statistic ian  şi riemsPsii" 
român. Doctor în m edicină la F acu lta tea  de Medicină din Bucureşti 11939) : 
licen ţia t în drept, subdirector general la Institu tu l Central de S tatistică (piuă
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in 1948) : a organizat şi efectuat cercetări statistice, recensăminte,, anchete. 
Cercetări ştiin ţifice la Institu tu l de Oncologie din Bucureşti (1949—1971). 
S tudii de demografie şi de sta tistică  sanitară.

Op. : „P opu la ţia  R om âniei” , In s titu tu l Central de S tatistică, 193S (in colab- 
cu S. Manuila) ; „M ortalita tea  p rin  tum ori maligne” , Institu tu l Central de 
S tatistică, 1939 ; „L a  fécondité différentielle de la population de la R oum anie” , 
Institu tu l Central de S tatistică, 1940; ‘•Territorial V ariations of th e  
M ortality from M alignant Tumors in  R .P .R .” (in cola!).), A cta Un. Inst- 
Cancer, 20, 3, 652—655, 1964.

GEORGESCU-FOEGEN, Xicholas (n. 1906). S tatistician . m atem atician ş i  
economist am erican, de origine rom ână. L icen ţia t în m atem atică al U niversităţii 
Bucureşti (1926), avind p rin tre  profesori pe acad. O. Onicescu. Doctor at 
U niversită ţii din Paris, Institu tu l de S latistică  (1930), avind ca profesor pe 
G. Darmois. Cursuri postdoctorale la U niversita tea  din Londra, cu K arl P ear- 
son, precum  şi la U niversitatea H arvard , cu J . A. Scluimpcter. 
în tre  1932—1946, profesor la Şcoala de S tatistică din Bucureşti condusă de 
acad. O. Oniccscu, apoi la In s titu tu l de S tatistică , Calcul şi A ctuaria t : de ase
menea, a  lucrat la Institu tu l Central de S tatistică. Profesor la U niversitatea 
V anderbilt (S.U.A.), in tre anii 1947—1976. Profesor em eritus (1971) al acestei 
universită ţi. Membru al Institu tu lu i In ternaţional dc S tatistică  (1970) şi al 
diferitelor academ ii şi in s titu ţii in ternaţionale. C ontribuţii la teoria probabili
tăţilor, sta tistica  m atem atică, cconomctric, economic m atem atică, economie. 
Prim ele studii au fost publicate în „ Jo u rn a l de la Société de S ta tis tique  dc 
P aris” , în „B iom etrika” . D upă părerea acad. Gh. Mihoc, G.R. este prim ul 
cercetător român care a publicat lucrări originale in domeniul sta tistic ii m ate 
m atice. A introdus o in terpre tare  nouă a economiei, p rin  aşa-num ita „biocco- 
uom ie".
Op. : „L e probleme delà  recherche des composantes cycliques d’un phénom ène” »' 
în ..Journal de la Société de S tatistique de P aris” , 1930:,, Metoda statistică- 
E lem ente de sta tistică  m atem atică” , cu o p refa ţă  de. Octav Oniccscu. In s ti
tu tu l de S tatistică Generală a S tatu lu i. B ucureşti, 1933, XV -ţ- 507 p. : 
„Enciclopedia Rom âniei” 1939—1943. S tudii de G .P. : Inventarul agricol al 
Rom âniei. Comerţul exterior a! Rom âniei. Costul v ieţii în R om ânia. A vuţia 
naţională a Rom âniei : “The E ntropv  I.avv and the Economic Process” . H a r
vard U nivcrsity Press, Cambridge. Mass. 1971, trad . in rom. : „Legea entropiei 
şi procesul economic” . Guvint înain te al autorului. Studiu in troductiv  A. lancu, 
Gh. Mihoc, B. Zaharescu, E d itu ra  politică, B ucureşti, 1979. 688. p.

G IN I, Corrado (1884—1965). S tatistic ian , demograf, economist şi sociolog 
italian. Profesor la U niversitatea din R om a: in tre 1926 — 1932 a condus In
stitu tu l Central de S tatistică al Italiei. A în fiin ţa t revista „M etrou” (1920) şi 
„G enus” , revista Comitetului italian pen tru  studiul populaţiei. Membru de 
onoare al Academiei Române (1938), al a lto r academ ii, doctor honoris causa 
al U niversităţilor din Geneva şi H arv a rd ; membru de onoare al Institu tu lu i 
Internaţional de S tatistică. C ontribuţii la biom etrie, antropologie, sta tistică , 
demografie. A creat noţiunile de indici dc conexiune, homofilic, cograduarc 
concentrare („raportu l lui G ini”) ;  contribuţii la teoria dispersiei, a asoc ia ţ ie i^

l



574

intre două variabile, a mediilor şi diferenţei d in tre  acestea. A efectuat compara
ţia  internaţională in legătură cu avu ţia  naţională şi venitul naţional.

Op. : „M emorie di metodologia sta tistica” , vol. l.„V ariab ilită  econcentrazione”, 
1912 ; „  Quelques considérations au sujet de la construction des nombres indices 
des prix  et des questions analogues” (..M etron” . 1924) : ,,Sur la théorie de la 
dispersion et sur la vérification et l’u tilisation  des schémas théoriques ; ,,Le 
m edie” , 1958 ; „L a logica nclla sta tis tica”, 1962.

G O LO PE N ŢIA , Anton  (1909 — 1951). Sociolog, statistician şi demograf român- 
Studii la U niversitatea din B ucureşti: licen ţia t In drept (1930), licen ţia t in 
filozofie (1933), studii la Berlin, H am burg şi Leipzig (1935—1936); doctor în 
filozofie al U niversităţii din Leipzig (1936) cu teza „Die Information des S taa ts- 
iüh rung  und die überlieferte Soziologie” („Inform aţia conducerii de s ta t şi 
sociologia trad iţională”). A sistent la catedra de sociologie, etică şi politică a 
U niversită ţii din B ucureşti (1936—1939), condusă de prof. D im itrie Guşti, 
în  perioada 1940 — 1948, la In s titu tu l Central de S tatistică ca inspector general, 
■director al Oficiului de S tud ii, director general. Preocupări referitoare Ia va
loarea sociologiei tradiţionale, la raportu l dintre teoria sociologică generală şi 
cercetările sociologice concrete. Colaborator a lui D im itrie Guşti la cercetări 
monografice şi studii sociologice regionale. A partic ipa t şi a condus înregistrări 
sta tistice  (recensăminte, anchete inventarieri).

Op. : „R olul actual al sociologici” , în „Sociologie Românească” , an If, no. 1 
ian.-febr. 1937; „S tarea cu ltu ra lă  şi economică a populaţiei rurale din 
România ” , în „R evista de igienă socială” , an 10, nr. 6, 1940 ; „60 de sate 
rom âneşti cercetate de echipele studenţeşti în vara anului 1938” . Anchetă 
sociologică condusă de A. Golopenţia şi dr. D . C. Georgescu, In s titu tu l de 
ştiinţe sociale al României, Biblioteca de sociologie, etică şi politică. Socio
logia României, 4, Bucureşti, 1942 ; „Dîm bovnicul — o plasă din sudul ju d e ţu 
lui A rgeş” (cu Mihai Pop), In s titu tu l de ştiinţe sociale al României, Buc., 1942; 
„ Populaţia Republicii Populare Române Ia 25 ianuarie 1948. R ezultatele p ro 
vizorii ale R ecensăm intului” (îm preună cu dr. D. 0. Georgescu), în „Probleme 
economice” , nr. 2, m artie 1948 şi ca E x tras  , In s titu tu l Central tic S tatistică, 
B ucureşti, 1948.

G O SSET, William Sealy (1876—1937). M atematician şi statistician  englez, 
cunoscut sub pseudonimul „ S tu d en t” ; reprezentant de frun te  al şcolii anglo- 
saxone de statistică m atem atică. A condus laboratorul unei fabrici dc bere, 
a jungind chiar „şef dc fabricaţie a  berii” , la  firma P ark  Royal, îm prejurare 
care i-a determ inat să aplice metodele sta tistic ii matem atice. Un rol im portant 
in dezvoltarea sa l-a avu t intilnirea cu K. Pearson (190.3), care i-a oferit posi
b ilitatea de a lucra Ia Laboratorul biométrie de la U niversité College din Londra, 
şi cu R . A. Fisher (1922), la celebra ’’R otham sted E xperim ental S ta tio n ” . 
D upă caracterizarea Iui R . A . Fisher, G. este „F arad ay  al S ta tis tic ii” , pen tru  
in tu iţia  şi ingeniozitatea sa. Cele mai m ulte studii Ie-a publicat în „B ioinetrika” . 
Contribuţiile sale se referă la teoria sondajelor de volum redus, la legea de re
parti;;.? a mediilor, teoria erorii probabile a mediei, a erorii probabiliste a coefi
cientului de corelaţie. R epartiţia  „S tu d en t” este una din repartiţiile funda
m entale.



Op. : “ The Probable F rro r of a Mean” , 190S (testul t S tu d en t); “ The Probable 
E rro r of a  Correlation Coefficienl", 1908.
G R Ă U N Ţ , John  (1620 — 1674). S tatistician şi demograf englez. îm preună cu 
IV. Pdtij*, întem eietor al şcolii de „aritm etică politică". în lucrarea sa din 1662r 
considerată ca prim ă lucrare ştiinţifică de demografie, a valorificat o mare 
can tita te  de informaţii statistice, determ inind cele mai im portante regularităţi 
şi legităţi in domeniul fenomenelor demografice : m ortalitatea ca funcţie de 
v irstă şi sex, echilibrul dintre sexe ia naştere : a întocm it prim a tabelă de m orta
lita te  a populaţiei. Considerat întem eietor al demografiei.

O p.: “N atural and Politicul Observations upon the Bills of M ortality Chiefly 
w ith Referencc to the Government, Religion, Trade, Growth, A ir, Diseases 
ctc. of the City of London” , London, 1662.

H IN C IN , Alcksandr Iakovleoici (1894—1959). M atematician probabilist so
vietic. A stu d ia t la Facu lta tea  de fizico-matem atică de la U niversitatea din 
Moscova. Profesor de teoria probabilităţilor la U niversitatea din Moscova. 
Membru corespondent al Academici de Ştiinţe a U.R.S.S. îm preună cu 
A. X. Kolmogorov a găsit, in 1925, condiţiile necesare si suficiente ale conver
genţei seriilor ai căror term eni sint mărim i aleatoare independente.
C ontribuţii im portante : demonstrarea legii logaritm ului ite ra t pen tru  schem a 
Bernoulli. teoria însumării variabilelor aleatoare independente, dezvoltarea 
teoremei lui Leapunov, teorema ergodică a lui H incin, mecanica statistică, 
teoria inform aţiei şi, m ai ales, contribuţia la construirea bazelor teoriei pro
ceselor aleatoare staţionare.

Op. : K hincin, A. I., Gnedcnko, B. V., “An E lem entary Introduction to the 
Theory of P robability ', New York, 1962 (trad . după originalul în rusă : „E le - 
m entarnoe vvedenie v  teoriiu veroiatnostei” , ed. a V-a, 1945).

IIO TE LLJN G , Harold (1890—1973). M atem atician, statistician şi economist, 
m atem atician american. S tudii la U niversităţile din W ashington şi Princeton. 
Profesor de economic la Columbia U niversity  (1931), la U nivcrsity of North 
Carolina a t  Chapel Hill (1946), unde a organizat D epartam entul de sta tis tică  
m atem atică. în 1929 a lucrat cu R . A. Fisher la celebra ’’R otliam sted Agricul- 
tu ra l S tation" din Anglia. Membru al Institu tu lu i Internaţional de S tatistică 
(din 1948), al Academiei Naţionale de Ştiinţe a S.U.A., la Accademia Nazionaie 
doi I.incei (Roma), mem bru de onoare al lui Royal S tatistica! Society. Preşe
dinte al lui Kconometric Society (1936—1937). Contribuţii la generalizarea 
testului S tudent, Ia analiza factorială, teoria corelaţiilor economice, distribuţia 
coeficienţilor dc corelaţie a rangurilor Spearman.

IO N ESC U  D E LA  B R A D , Ion (1818—1891). Agronom, economist şi s ta lis- 
tician român. S tudii in F ran ţa . Profesor la Academia M ihăileană (1842). în tre  
1 iulie şi 28 octombrie 1859 a condus Direcţia Centrală de S tatistică a Moldovei 
şi a p regătit Recensăm intul populaţiei şi agriculturii din 1859—1860. A e la
borat „P ovăţu iri pentru facerea catagrafiei Moldovei” , care este şi prim ul curs 
de sta tistică  (1859). A partic ip a t la congresele internaţionale de sta tistică . 
Precursor ai cercetării monografice din România. îm preună eu Dionisie Pop- 
M arţian, c tito r al statisticii rom âneşti.
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Op. : „P ovăţu iri pentru facerea catagrafiei Moldovei. P recedată de oarecare 
elem ente de sta tis tică" , laşi, 1859; „A gricultura rom ână din judeţu l Doro- 
ho i” , Im prim eria statu lu i. Bucureşti, 1866; „A gricultura rom ână din 
ju de ţu l M ehedinţi” , Im prim eria sta tu lu i, Bucureşti. 1868; „A gri
cu ltu ra  română din judeţu l P u tn a” , Im prim eria stalu lu i, B ucureşti 1869 ; 
„R apport du délégué officiel du gouvernement roum ain au septième Congrès 
International de Statistique sur les progrès statistiques accomplis en Roumanie 
depuis le dernier Congrès de Florence ju squ ’à celui de La Haye, 1869” .

10X E SC U . Ilaralambie M. (1909—1974). M atematician, statistician  şi ac tuar 
român. A u rm at cursurile F acu ltă ţii de Ştiinţe a U niversităţii din B ucureşti, 
licenţiat in m atem atici (1930), doctor in m atem atici la U niversitatea din 
Bucureşti (1948), cu teza „Schema T ancer generalizată şi ecuaţiile liniare trans- 
gresive cu limite variabile” ; doctor docent in  ş tiin ţe  m atematice.
A  fost statistician  şi actuar expert Ia Casa Centrală a A sigurărilor Sociale, unde 
îi funcţionat piuă în 1948, cind a trecu t la Academia de Studii Economice, 
unde a fost profesor şi şef al catedrei de m atem atici p ină  la sfirşitul vieţii. 
A partic ipat la m anifestări ştiinţifice din ţa ră  şi din stră inăta te , prezcntînd 
com unicări şi ţinind conferinţe ştiinţifice.
Domenii principale abordate : ac tua ria t, teoria probabilităţilor, statistica m a
tem atică, programare m atem atică, cercetări operaţionale, fiind unul din pro
m otorii metodelor m atem atice moderne cu aplicaţii în economie. A utor a 
numeroase manuale şi tra ta te  de teoria p robabilităţilor şi de sta tistică  m a te 
m atică, destinate invăţăm intului universitar, unde a ac tiva t aproape tre i 
decenii. A utor şi coautor la numeroase lucrări de economic m atem atică. In 
ac tua ria t a dat studii în legătură cu teoria rezervelor m atem atice in asigurări 
sociale ; aplicaţii ale m atem aticii actuariale în  demografie şi ocrotirea sănătăţii. 
A  publicat (in colab. cu Gh. Mihoc) prim a monografie consacrată p rogra
m ării liniare, allele consacrate teoriei grafurilor şi cercetărilor operaţionale.

Op. : „A supra rezervelor m atem atice din Asigurările Sociale” , în B uletinul 
A sigurărilor Sociale, 1945. ; „Calcule num erice” , 1954 : „Curs de m atem atici 
pen tru  statisticieni şi economişti”  (in colab.), 1956; „Teoria m atem atică în 
operaţiunile financiare” , vol. I şi II (in colab. cu Gh.Milioc’ş.a.), 1960: „S ta tis 
tica m atem atică ''. 1902 ; „.Matematici superioare” , vol. I şi II, 1963. (in colab.) ; 
„Bazele m atem atice ale program ării liniare” (iu colab. cu Gh. Mihoc), 1965; 
„Teoria grafurilor cu unele aplicaţii in economie", 1969 ; „Problem e ale cer
cetării operaţionale", 1972.

K E X D A I.L , sir Maurice (1907 — 1983). M atem atician şi sta tistic ian  englez, 
reprezentant stră lucit al şcolii anglo-saxonc de statistică m atem atică. S ta tis 
tician la Ministerul agriculturii al Angliei, şeful catedrei de sta tistică  de Ia 
Loudon School of Economics (1949—1961), preşedinte al lui R oyal S ta tis tica l 
Society, membru ai Ins titu tu lu i Internaţional de S tatistică , preşedinte de 
onoare al acestuia. D irector al Anchetei Mondiale a F e rtilită ţii (1972—1980), 
cea mai am plă anchetă demografică, desfăşurată sub auspiciile O.N.U. şi exe
c u ta tă  de In s titu tu l Internaţional de Statistică, anchetă pen tru  care K . a p rim it 
Medalia Păcii O .X .l . (1980). C ontribuţii la statistica neparam etrică, au to r de
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m anuale şi tra ta te  de statistică m atem atică. Numeroase lucrări de statistică. 
Op. : In colab. cu Yule, G. U., “An Introduction to the Theory of S tatistics” , 
1911, Griffin, ed. X IV , Londra, 1960 (in rom. „Introducere In teoria sta tis
tic ii” (după ed. X IV ), Ed. ştiinţifică, Bucureşti 1969 ; “D ictionary of Statistical 
Term s” (in colab. cu W. R . Buckland), Boyd and Oliver, Edinburg, 1966 ; 
“ Time-Series” , Second E dition, Griffin, Londra, 1980 ; “M ultivariate Analysis” , 
Second E dition, Griffin, Londra, 1980 ; “ Rank Corrélation M ethods” , ed. IV. 
Griffin, 1981 ; “The A dvanced Theory of S tatistics”  (in colab. cu A. S tu a rt); 
“D istribution theory” , vol. I I ; „Inference and relationship” , vol. I I ;  “Design 
and analysis, and time-series”  (in colab. cu J .  K eith  Ord), Griffin, ed. IV, 
vol. II I , 1983.

K IA E R , Anders Nikolai (1838—1919). Statistician norvegian. A condus 
Biroul Central de S tatistică al Norvegiei (1867—1913). Meritele sale principale 
în sta tistică  sin t legate de aplicarea cercetărilor prin sondaj, fiind prim ul care 
a folosit-o la studiul repartiţiei populaţiei după venit şi avere şi a Încercat să 
o teoretizeze, in ciuda unor critici vehemente din partea  a lto r statisticieni ai 
vrem ii. Metoda a fost d iscu tată  in m ai m ulte sesiuni ale Institu tu lu i In terna
ţional de S tatistică şi acceptată cu greu, cu sprijinul unor statisticieni ca
A . L. Bovoley şi C. Gini (—*• şi I I I .  Ancheta statistică).

Op. : „O bservations e t Expériences concernant les dénom brem ents repré
sen tatifs” , in Bull, de l ’In s titu t International de S tatistique, vol. 9, Livraison 2, 
176—183 (1895—1896); „Die represăntative U ntersuchungsm ethode” , in 
Allgemeines Statistischcs Archiv, vol. 5, 1 — 22, 1899.
Despre K . : W. K ruskali and Frederick Mosteller : “R eprésentative Sam- 
pling” , IV : “ The H isto ry  of the Concept in S tatistics” , 1895—1939, in „ In te r
national S tatistical Review” , 48, 1980.

KJNG, Gregory (1648—1712). Economist şi statistician englez, reprezentant al 
şcolii de aritm etică politică. Precursor al econometriei ; a analizat relaţia dintre 
p re ţu l griului şi abaterile de la recolta normală de grîu ; a efectuat comparaţii 
internaţionale privind venitul naţional şi cheltuielile Angliei, F ran ţe i şi Olandei. 
Din analiza cererii a stabilit o relaţie num ită astăzi „legea lui Gregory K ing” . 
E stim aţii privind populaţia şi venitul naţional.

Op. : “N ational and Political O bservations and Conclusions upon the S tate  and 
Conditions of E ngland” , 1696.

KOLMOGOROV, Andrei Nikolaeviei (n. 1903). M atematician sovietic. Membru 
a l Academiei de Ştiinţe a U .R .S .S ., mem bru de onoare al Academici Republicii 
Socialiste România şi al a lto r academii. Membru de onoare al In s titu tu lu i In ter
naţional de Statistică. A adus contribuţii fundam entale la m ulte ram uri ale 
m atem aticii şi in special Ia teoria probabilităţilor, fiind au toru l axiom atizării 
acesteia şi unul din creatorii statisticii neparam etrice. A folosit metodele teoriei 
funcţiilor de variabilă reală la axiom atizarea teoriei p robabilităţilor, îm preună 
cu A . / .  H incin* şi a dezvoltat teoria proceselor Markov. A in fluen ţat consi
derabil teoria probabilităţilor ; p rin tre elevii şi colaboratorii săi se num ără acad.
B. V. Gnedenko.
Op. : “Foundations of the Theory of P robability” , New York, 1956 (apărută 
prim a dată  in 1933, in limba germ ană); „Osnovniie poniatiia teorii vero iat- 
nostei” , Moscova-Leningrad, 1936.

8 7—c. 680
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LA N G E , Oskar (1904— 1965). Economist, statistician şi sociologpolonez. Doctor 
tn economie ; profesor Ia U niversitatea Jagellonă din Cracovia. C ontribuţii la 
teoria economică a socialismului, la econometrie, la statistica teoretică. A aplicat 
metodele matem atice la studiul fenomenelor economice. P rin tre  prim ii a for
m ulat cibernetica economică. Lucrările sale au fost traduse in numeroase limbi. 
Membru al diferitelor asociaţii şi in stitu ţii internaţionale.

O p.: „Teoria sta tistic ii” , Curs un iversitar (1. polonă), 1952; "S la listica l 
E stim ation of Param eters in Markov Process“ , 1955 ; „Economia politică” 
(1. polonă) vol. I, 19,59 ; “ Introduction to  econometries” , ed. 2, Pergamon Press, 
London, 1962; „Decizii optim e” , 1962. (in rom. „Decizii optim e. Bazele pro
gram ării” , E d. ştiinţifică, Bucureşti, 1970) ; „Cibernetica economică” , 1965 
(in rom. „Introducere în cibernetica economică”, Ed. ştiinţifică, Bucureşti, 1967) ; 
în  1964, cu prilejul Împlinirii virstei de 60 de ani, volum ul omagial : “ On poli- 
tical Economy and Econometries. Essays in honour of Oskar Lange” .

L A P L A C E , Pierre-Simon marquis de (1749—1827). M atematician, astronom şi 
fizician francez. Discipol al lui D ’Alembert. Membru al Academiei Franceze 
(1816) ; a fost m inistru de interne in tim pul Consulatului lui Napoleon Bonaparte. 
Contribuţii la mecanica cerească, fiind num it „al doilea Newton” . A ilu stra t 
aproape toate domeniile m atem aticii cu lucrări fundam entale. Un clasic al teoriei 
p robab ilită ţilo r; s-a ocupat de jocurile de noroc dezvoltlnd unele idei ale lui 
A . de Moivrc şi Lagrange ; s-a ocupat de inferenţa bayesiană, de funcţii gene
ratoare . A reform ulat legea repartiţie i normale, form ulată de A . de Moivre 
in 1733 şi de asemenea a introdus teorema lim ită centrală in domeniul probabi
lităţilor. A plicaţii originale în demografie ; estim aţii privind populaţia F ran ţe i 
şi form ularea unei noi m etode de întocm ire a tabelei de m ortalita te .

Op. : „Théorie analytique des probabilités” , 1812 ; „E ssai philosophique sur 
les probabilités" , 1814.

L A S P E Y R E S , Etienne (1834 — 1913). S tatistician  şi economist germ an, 
profesor la universităţile  din Basel, Riga, Karlsruhe. A publicat studii In 
„Jah rbücher für Nationalökonomie und S ta tis tik” (editor Bruno H ildebrand), 
în  statistica p reţurilor a form ulat un indice (1864) care îi poartă num ele, 
avind, alături de indicele Paascbe, o largă utilizare.

Op.: „H am burger W arenpreise 1851 — 1863 und die californisch-australischen 
Goldentdeckungen seit 1848” , 1864; „D ie Berechnung einer m ittleren 
W arenpreissteigerung” , in Jahrbücher für Nationalökonomie und S ta tis tik” , 
vol. XVI.

L E A P U N O V , Aleksatidr Mihailovici (1857—1918). M atematician rus, membru 
al Academiei de ş tiin ţe  din Petersburg ; elev al lui P. L . Cebîşeo*. C ontribuţii 
la teoria probabilităţilor. A dem onstrat teorem a lim ită centrală în condiţii 
mai generale decît predecesorii săi şi a folosit pen tru  prim a dată  metoda func
ţie i caracteristice care a devenit o achiziţie im portantă a teoriei moderne a 
probabilităţilor.

Op. ; „Izbran îie  trud î” (sub redacţia acad. V. I. Smimov), Leningrad, 1948.
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L E  X IS , Wilhelm (1837—1914). S tatistician, economist, m atem atician şi demo
graf german. Profesor la universităţile din Strasbourg, Freiburg şi Göttingen, 
unde a  predat ştiinţele politice. E ditor al monumentalei „H andw örterbuch
der Staatswissenschaften” .
Contribuţii la statistică : teoria fenomenelor de masă, analiza dispersiei, omo
genitatea statistică, sem nificaţia testelor („crite riu l de divergenţă L .”) ; mai 
tîrziu, R . A. Fisher a analizat legătura dintre h i-p ă tra t şi criteriul L. Contribuţii 
im portante in demografie („graficul lui L .”). A exercitat o mare influenţă 
asupra statisticienilor.

Op. : „E inleitung in die Theorie der Bevölkerungsstatistik” , 1875 : „Z ur Theorie 
der Massenerscheinungen in der menschlichen Gesellschaft”, 1877 : „U b er die 
Theorie des S tab ilitä t statistisches R eihen”, 1879: „U ber die W ahrscheinlich
keitsrechnung und deren Anwendung auf die S ta tis tik”, 1886.

L O T K A , Alfred James (1880 — 1949). M atematician, statistician  şi biolog 
american. A condus (din 1924) secţia m atem atică a societăţii “ Metropolitan Life 
Insurance” . A scris 6 cărţi şi 95 de studii, inarcind începutul epocii moderne a 
demografiei. A anticipat unele idei ale ciberneticii : a in terp re ta t cibernetic 
comportam entul fiinţelor vii. A introdus noţiunea de populaţie stabilă şi sta
ţionară, a in terp re ta t populaţia ca agregat cu procese de reînnoire, noţiune fun
dam entală în demografia m atem atică.
De asemenea, cu L. J . Dublin, a formulat „ ra ta  intrinsecă (adevărată) a creş
terii naturale” .

Op. : "O n the true  ra te  of natu ral incrcase of a Population” (în colab. cu 
L. J . Dublin), 1925 ; „Theorie analitique des associations biologiques”, part. X, 
“ Principes ', part. II, „A nalyse démographique avec applications particu
lières à l’espèce hum aine”, Paris, 1934—1939.

M A C K E N R O T H , Gerhard (1903—1955). Statistician, demograf şi economist 
german A studiat psihologia, filozofia şi economia po litică: studii de speciali
zare la universităţile din Stockholm, Londra şi Cambridge; doctor in ştiin ţe 
politice. Profesor la universităţile din Marburg şi Kiel. Contribuţii la m eto
dologia statistică şi aplicaţiile ei în  demografie şi economic. A utor de tra ta te  de 
statistică şi demografie. în  tra ta tu l său de demografie (“Bevölkerungstheorie”, 
1953) încearcă o amplă sinteză a demografiei cu sociologia. Intr-o viziune mo
dernă. A dezvoltat teoria „com portam entului generativ” şi a „structurilor 
generative”, de mare actualitate.

O p.: „Methodenlehre der S ta tis tik”, Göttingen, 1949: „Bevölkerung und 
W irtschaft”, studiu in H. f. Soz. Wiss., 1, Göttingen, 1950 ; „Bevölkerungslehrc” . 
Theorie, Soziologie und S ta tis tik” , Springer—Verlag, B erlin—Göttingen — 
Heidelberg 1953 : „Die generative S truk tu r von Bevölkerungen und Sozial- 
schichtcn” , studiu in Weitw. Archiv, 75, 1955, Hamburg.

M A H A L A X O B 1S , Prasanta Chandra (1893 — 1972). M atematician, statistician  
şi economist indian. A contribuit la înfiinţarea Institutului Indian de S tatistică 
(1931) : a  proiectat şi realizat Ancheta N aţională prin  Sondaj (N.S.S. — Na
tional Sample Survey), In 1950. Fost preşedinte al Comisiei de S tatistică a
O.N.U., Consilier onorific al guvernului indian. Membru al lui R oyal Society 
(1945), al Iui Econometrie Society (1951), membru de onoare al lui Royal Sta-



tistical Society (1954), preşedinte de onoare al Institutului Internaţional de 
Statistică (1957—1972): membru corespondent al Academiei de Ştiinţe a
U .R.S.S. (1958). Organizator de in stitu ţii şi anchete statistice. A publicat 
cinci cărţi şi peste 200 de studii. C ontribuţii la teoria sondajului cu eşantioane 
m ari, la taxonomic (“ Mahalanobis D istance”), la analiza factorială. Crea
torul şcolii de statistică din India, cu numeroşi discipoli de valoare in ternaţio 
n a lă ; contribuţia sa este considerată drept „epoca de aur a  statisticii din 
India” (C. Rao).

M A N U IL A , Sabin (1884—1964). Medic, statistician şi demograf am erican, de 
origine română. Doctor în medicină la U niversitatea din Budapesta (1919). 
S tudii dc specializare la U niversitatea Jobns Hopkins din Baltim ore (S.U.A.), 
în 1926. A ctiv itate didactică şi de cercetare la Cluj, sub îndrum area prof. Vic
to r Babcş : şef de lucrări la Catedra de igienă şi igienă socială la Cluj, şef de 
secţie la Institu tu l de igienă şi sănătate publică al Facultăţii de medicină din 
Bucureşti (1927—1946). Cursuri de biometrie la Facultatea de Medicină şi la 
Institu tu l de sta tistică , calcul şi actuaria t al U niversităţii din Bucureşti. A 
organizat şi condus lucrările Reccnsăm intului general din 1930, ale cărui rezul
ta te  au fost publicate în 9 volume. D irector general al Institu tu lu i Central de 
S tatistică (pină în 1947). A ctiv itate internaţională : vicepreşedinte al sesiunii 
Comisiei Internaţionale pentru  Studiul Populaţiei (1932 şi 1933): mem bru al 
Comisiei Populaţiei la Societatea N a ţiu n ilo r; membru al Institu tu lu i In ter
naţional de S tatistică. A fost ales membru corespondent al Academiei Române 
(1938) la propunerea lui D im itrie G uşti, care l-a caracterizat ca fiind „o rgan i
zatorul statisticei ştiinţifice din R om ânia” .
A* publicat studii privind statistica sanitară a Rom âniei, structura pe naţio
nalită ţi a populaţiei României, fertilita tea  diferenţială, funcţiile statisticii în 
sta tu l modern.

Op. : „Populaţia  R om âniei” , Institu tu l Central de Statistică, 1938 (in colab. 
cu D. C. Georgescu).

M A R K O V , Andrei Andrcevici (1866 — 1922). M atematician rus. Profesor Ia 
U niversitatea din Petersburg. membru al Academiei de Ş tiin ţe  din Petersburg. 
Contribuţii deosebite la teoria probabilităţilor, definind pentru prim a dată 
şirurile de variabile dependente care ii poartă  numele şi stau la baza teoriei 
moderne a proceselor stohastice. N oţiunea de lan ţ SI. a deschis un cîmp im portant 
de cercetări cu aplicaţii în cele mai diferite  domenii. Şcoala românească de teoria 
probabilităţilor a dezvoltat m ult acest concept modern.

Op.: ;Iscislenie veroiatnostei” , 1910: „Izbraniie trudi. Teoria cisel. Teorii» 
veroiatnostei” , Moscova, 1951.

M A R Ţ IA N , Dionisie Pop (1829 — 1865). S tatistician şi economist român. 
Studii de economie şi statistică la U niversitatea din Viena, cu I orenz von 
Stein. A fost prim ul şef al Oficiului Centrai de Statistică din M untenia (1859) : 
după contopirea celor două in s titu ţii de sta tistică  din Moldova şi M untenia 
(1862), M. este num it director al Oficiului Central de Statistică, calitate pe care 
o deţine pină la m oartea sa.
A organizat rece nsăm întul din 1859—1860, recensămîntul stabilim entelor 
industriale din 18 63. Spirit organizator, sub conducerea sa, in stitu ţia  centrală
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de sta tistică  a efectuat im portante lucrări. A în fiin ţa t prim a revistă de sta tis
tică din R om ânia: , , Analele statistice. Pentru  cunoştinţa p ărţii m untene din 
R om ânia” (I860), publicaţie trim estrială. A publicat studii, a sistem atizat date 
statistice pe care le-a publicat in „A nalele statistice” . M. a partic ipa t la Con
gresul Internaţional de S tatistică din 1863 (Berlin) eu o comunicare asupra 
lucrărilor de statistică din P rincipatele Române. Considerat drept c tito r al 
statisticii româneşti.

M1HOC. Ghegrghe (1906—1981). M atem atician, statistician  şi actuarrom ân. 
L icen ţia t în m atem atici al U niversităţii Bucureşti (1928) ; doctor in ştiin ţe 
statistice şi actuariale al U niversităţii din Roma (1930), doctor în m atem atici 
al U niversităţii Bucureşti (1934); doctor docent în ştiin ţe  matem atice. Asistent 
la Facultatea de ş tiin ţe  a U niversităţii Bucureşti (1930—1943). Conferenţiar 
(1943— 1946) ; profesor şef de catedră din 1946 pină in 1976. R ector al U niver
sită ţii BucureşLi (1963—1968), director al Centrului de S tatistică Matematică 
a l Academiei R .S .R . (1963—1976). D irector general al D irecţiei Centrale de 
S ta tis tică  (1948—1951). Academician (1963), preşedinte al Academiei R epu
blicii Socialiste România (din m artie 1980 pină la încetarea din viaţă).
Membru al Ins titu tu lu i Internaţional de S tatistică (1969), al Societăţii Inter
naţionale de Biometrie (1970).
Lucrări de teoria p robabilităţilor şi sta tistică  m atem atică, a publicat peste 30 
de tra ta te  şi monografii. A introdus, îm preună cu acad. O. Onicescu,. noţiunea 
de lan ţ cu legături complete şi metoda funcţiei caracteristice in studi ul proceselor 
markoviene. Contribuţii la ac tuaria t şi demografie (a întocm it tabele de morta
lita te  pentru  populaţia României), studii de teoria siguranţei, controlul statistic 
a l calită ţii, program are stobastică.

Op. : „Calculul p robabilită ţilo r” , 1939 (în colab. cu O. Onicescu) ; „ T ra ta t de 
m atem atici actuariale” , 1943; „Calculul probabilităţilor şi aplicaţii” , 1956 (in 
colab. cu O. Onicescu şi C. T. Ionescu T u lcea);, .Lecţii de statistică m atem atică”, 
1957 (in colab. cu O. Onicescu); „M atem atici aplicate în sta tistică” (în colab. 
cu V. Urseanu), 1962; „Sondaje şi estim aţii statistice. Teorie şi ap licaţii” 
(in colab. cu V. Urseanu), 1977; „ Procese stochastice. Elem ente de teorie şi 
ap lica ţii” (in colab. cu C. Bcrgtbaler şi V. Urseanu), 1978 ; „Modele de analiză 
s ta tis tică” (in colab. cu V. Urseanu şi E . U rsianu), 1982.

M IS E S , Richard von (1883—1953). M atem atician şi inginer german. Profesor 
de mecanică şi m atem atici ap lica te ; în 1933, profesor la Is tanbu l; In 1939, 
profesor la H arvard. A În fiin ţa t, in 1921, Zeitschrift für angew andte M athe
m atik  und Mechanik — prim a de acest gen din  lume. S-a preocupat de mecanică 
şi geometrie, analiză şi teoria probabilităţilor şi statistica m atem atică. A intro- 
dusconceptul de,.colectiv” , a t r a ta t  noţiunea de probabilitate ca lim ită a frec
venţei, astăzi depăşită de axiom atizarea datorată lui Kolmogorov.

Op.: „Fundam entalsătzc der W ahrscheinlichkeitsrechnung” , 1919: „G rund
lagen der W ahrscheinlichkeitsrechnung” 1919 : Opera sa, reed ita tă  de soţia sa. 
H ilda Geiringer, “ M athematical Theory of Probability  and S tatistics” a fost 
publicată  în 1964, la New York.

M O IV R E , Abraham de (1667—1754). M atem atician englez de origine franceză. 
Membru al lui Royal Society. C ontribuţii im portante la teoria p robabilită ţilo r; 
a  form ulat legea norm ală, forma lim ită  a term enului binomial, funcţia genera
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toare de p robabilitate. Are contribu ţii şi la ac tuaria t şi la demografic (speranţa 
de v ia ţă  şi probabilitatea de supravieţuire).

Op. : “The D octrine r.f Chances : or, a Method of Calculating the Probabilities 
of E vents in P lay” , 1718 : “A nnuties upon Lives : or. the Valuation of Annuities 
upon Any N um ber of Lives, as also, of Reversions” , 1725.

N E M C IN O V , Vasili Scrgheevici (1894 — 1904). Statistician şi economist so
vietic. Membru al Academiei de Ş tiin ţe  a U .R .S.S., membru al Institutului 
Internaţional de Statistică. A lucrat vreme îndelungată la D irecţia Centrală de 
S tatistică a U .R .S.S.. in cadrul căreia a efectuat calcule economice, considerate 
astăzi clasice. A adus contribuţii la statistica m atematică, dezvoltind polinoa- 
mele lui Cebîşev. Prom otor al aplicării metodelor m atem atice in econom ie; 
în 1958 creează Laboratorul de aplicare a metodelor m atem atice în economie, 
devenit mai tirziu Institu tu l de Economie M atematică al Academiei de Ş tiinţe 
a U .R.S.S. I.aureat al Prem iului Lenin.

Op. : „Selskobozeastvennaiia sta tistika s osnovaini obşcei teorii” , 1946 ; “Poli- 
nomi Cebişeva i matem aticeskaia sta tistika” , 1946 : “ Ekonom iko-m atem ati- 
ceskie metodî i m odeli” , 1962.

N E Y M A N , Jerzy (1894—1981). M atem atician şi statistician  am erican de ori
gine poloneză. Membru al Institu tu lu i In ternaţional de S tatistică  (din 1918) ; 
preşedinte de onoare al acestuia. Membru al diferitelor academii şi in s titu ţii 
ştiinţifice. Domeniul de predilecţie : testarea ipotezelor statistice, îm preună cu
E. S. Pearson*. A plicaţii in teoria sondajelor. Profesor la D epartm ent of Sta
tistics U niversity  of California, Berkeley.

Op. : “ On the Problem of the most efficient tests of statistical hypotheses” 
(in colab. cu E. G. Pearson), in Phil. Trans. Roy. Soc. 231, 289—337, 1933; 
“ On the two different aspects of the representative method — the method ot 
stratified sampling and the method of purposive selection” , in Journal of the 
Royal Statistical Society, vol. 97, 558 — 606, 1934; “ Lectures and Conferences 
in Mathematical Statistics and P robability” . U.S. D ept, of Agr., W ashington, 
1952 ; “ Jo in t Statistical Papers of J .  Neyman and E . S. Pearson” , University 
of California Press Berkeley and Los Angeles, 1966.
Despre N. : Bartoszynski, I,, and Klonecki, W ., “ Proceedings of the Sympo
sium to honour Jerzy Nevm an” , held in Varsaw, April 3—10.1974, Varşovia, 
1977.

ONJCESCU, Octav (1892—1983). M atematician, statistician , m ecanician şi 
filozof român. L icenţiat în m atem atică şi filozofie al U niversităţii Bucureşti 
(1913); doctor in  m atem atică al U niversităţii d in  Roma (1920) cu teza „Sopra 
gli spazi einsteinicni a gruppi continui di transform azioni”, susţinută in faţa 
comisiei prezidate de T. Levi-C ittâ şi avînd ca membri pe G. Castelnuovo
V. Volterra. Profesor la Liceul m ilitar „M ănăstirea Dealu” . Carieră didactică 
universitară din 1922 ; profesor de m ecanică teoretică şi apoi de calculul pro- 
b abilităţilor. Creator al Şcolii româneşti de teoria probabilităţilor, a ju ta t de 
fo s tu l său student, Gheorghc Mihoc. În 1930 a în fiin ţa t şi condus Şcoala de 
S tatistică, transform ată, in 1941, in Institu tu l de S tatistică, A ctuariat şi Calcul 
de pe lingă U niversitatea din Bucureşti. Preşedinte al Comisiei Centrale a recen- 
sămîntului din 1941. în  anii 1948—1962, profesor de mecanică şi titu lar la ca
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tedra de calculul p robabilităţilor de la U niversitatea Bucureşti. D in 1962, pro
fesor consultant. A in iţia t şi a condus o serie de seminarii ştiin ţifice, p rin tre  
care cel de la D irecţia Centrală de S tatistică (1965), avînd ca obiect aplicarea 
metodelor statistico-m atem atice în economie. Membru corespondent al A cade
miei Române (1933); membru titu la r (1965). O. a fost unul din in iţia to rii 
creării U niunii Interbalcanice a M atematicienilor (1934). D in 1968 a fost unul din 
rectorii Centrului Internaţional de ştiin ţe  mecanice din Udine (Italia). Membru 
al Institu tu lu i Internaţional de S tatistică (1935), membru de onoare al acestuia 
p ină la m oarte: membru al altor in s titu ţii şi asociaţii internaţionale. Membru 
al Consiliului Ş tiin ţific — Metodologic al D irecţiei Centrale de Statistică. Contri
bui ii teoretice în special la teoria probabilităţilor p rin  crearea teoriei depen
denţei cu legături complete (în colab. cu acad. Gheorghe Mihoc), teoria funcţiilor 
holotropc, teoria m ecanicii invariantive, statistica inform aţională ( ,,energia 
inform aţională O.”), econometria inform aţională (îm preună cu M. C. Botez). 
A utor al unui interesant model dcmoeconomic, care îip o a riă  numele.
D in vasta sa ac tiv ita te  ştiin ţifică  şi didactică publicată, m enţionăm  cîteva din 
domeniul teoriei probabilităţilor şi statisticii.

Op. : „Théorie générale des chaînes à liaisons complètes”, 1938 ; „Calculul 
p robab ilită ţilo r”, 1956; „L ec ţii de statistică m atem atică” (in colab. cu Gh. 
Mihoc). 1957 Teogia p robabilităţilor şi ap licaţii” , 1963 ;,, Numere şi sistem e 
aleatoare” , 1964; „M ecanica” , 1969; „M ecanica sta tistică” (in colab.), 1971; 
„M ecanică invariantivă şi cosmologie” , 1974 ; „P robab ilită ţi şi procese alea
toare” , 1977; „M ecanică invarian tivă” , 1976; „E lem en te  de statistică infor
m aţională cu ap licaţii” (în colab.), 1979.
Despre O. : Papers in Honour o f Oclav Onicescu on his 90th birlhday, Studies 
in  P robability  and R elated Topics (Eds. M. C. Demetrescu, M arius Iosifescu), 
E d itrice  Nagard, Rom a, 1983; V. Trebici, Academicianul Oclav Onicescu şi 
ştiin ţa  econon icâ, in „R evista  economică” nr. 16, septembrie 1983.

P A A S C H E , Hermann (1851—1925). Econom ist şi statistician  germ an; s-a 
ocupat de sta tistica  p reţurilor, elaborînd, în 1874, un indice ce-i poartă  numele 
(—r Indice Paasche ), care se deosebeşte de indicele Laspeyres* p rin  sistemul de 
ponderare.

Op. : , .Über die Preisentwicklung der letzten Jah re  nach der H am burger P re
isnotierung” , în „Jahrbücher für Nationalökonomie und S ta tis tik ” , 1874 ; 
„S tud ien  über die N atu r der Geldwertung und ihre praktische Bedeutung in 
den letzten  Jahrzehnten  auf G rund statistischen D etailm aterials entnommen 
der S tad t Halle a /S ”, Jen a , 1878.

P E A P S O N , Egon Sharpe (1895—1980). M atematician şi statistician englez, 
fiul lui K . Pearson*. S tudii la Cambridge. Profesor de statistică la U niversitatea 
din L ond ra ; şef al D epartam entului de S ta tis tică ; profesor em erit în 1960. 
Membru al Institu tu lu i Internaţional ele S tatistică ; fost preşedinte al lui R oyal 
S tatistical Society; membru de onoare al Institu tu lu i A ctuarilor. E d ito r al 
revistei „B iom etrika” (1936—1966). Contribuţii la probleme de testare a ipo
tezelor statistice îm preună cu J . Neyman*, în cadrul colaborării lor în perioada 
1928—1938, care a av u t ca urm are studii apărute în cinci reviste. Ideea a fost 
sugerată de o controversă între E . Borel* şi J .  B ertrand în legătură cu testele 
ipotezelor. Prim ul rezu lta t au fost erorile de gradul 1 şi de gradul 2 în testarea



ipotezelor, dezvoltat apoi în alte studii (de exemplu, testul X). S tră lucit repre
zen tan t al şcolii anglo-saxone de sta tistică  m atem atică. (—► K . Pearson, 
R . A . Fisher, VV. S. Gossel (Student).)

Op. : Pearson, E . S. and Neyrnan, J .  , “On the Problem of the most efficient 
tes ts  of statistical hypotheses’’, in Phil. Trans. Roy. Soc. 231, 289 — 337, 1933; 
Pearson, E . S. and H artley , H . O., “ Bioinetrika Tables for S ta tistic ians” , 
voi. 1, ed. 3, Cambridge Univ. Press, 1966; “Selected Papers of . . .  U ni
versity  of California Press, Berkely, 1966 ; “Memories of the Im pact of F isher’s 
W ork in the 1920 s” , in „International S tatistical Review” , vol. 42, N um ber 1, 
A pril 1974; “ Jo in t S tatistical Papers of J .  Keyman and E . S. P earson” , U ni
versity  of California Press, Berkely and Los Angeles, 1966 ; Pearson, E . S. and 
K endall, M. G. (eds.), “ Studies in the H isto ry  of S ta tis tics and P robability", 
Griffin, Londra, 1970.
D espreP . : Je rzy  N eym an,“Egon S. Pearson" (1895— 1980). “An appreciation” 
in  “ The A nnals of S ta tis tics” , vol.9, No. 1, Ja n u a ry  1981.

P E A R SO N , Karl (1857—1936). M atem atician, statistician  şi biolog englez. 
Profesor la universităţile din Cambridge şi Londra. Unul din întem eietorii 
şcolii anglo-saxone de statistică m atem atică. A întem eiat, Îm preună cu F r. Gal- 
ton şi W. F . R . Weldon, “B iom etrika. A Jou rnal for the S tatistical S tudy  of 
Biological Problem s” (1900), pe care a condus-o pină la m oarte, după care a 
fost preluată de fiul său, E. S Pearson*. A e d i t a t : “A nnals of Eugenics” din 
1925, ca publicaţie a L aboratorului de Eugenie. A adus contribuţii la toate capi
tolele statisticii matem atice şi a lărg it cadrul ei de aplicaţie : teoria repartiţiilo r 
statistice, momente, corelaţii, h i-pătra t, teoria erorilor, funcţiile beta şi gamma 
şi altele. Influenţa sa a fost considerabilă; după unii, P. este „întem eietorul 
ştiin ţei sta tistic ii” .

O p.: “ The G ramm ar of Science” , 1892; “C ontributions to the M athem atical 
Theory of E volution” , 1894—1896; “ Tables for S tatisticians and B iom etri- 
cians” , 2 vol. 1914 ; “On the Relationship of H ealth  to  the Physical and Psychi
cal Characters in School Children” , 1923.

P E T T Y , sir William  (1623—1687). Econom ist şi statistic ian  englez; întem e
ietor al şcolii de aritm etică politică, îm preună cu J .  G răunţ. Medic, profesor 
de anatom ie la U niversitatea din Oxford, inven tator, om de afaceri, a dat 
dovadă de o ingeniozitate extraordinară. D upă aprecierea lui K . Marx, P . 

este „întem eietorul economiei politice moderne, unul din cei mai geniali şi mai 
originali cercetători ai economiei“  şi „într-o oarecare m ăsură in v en ta to ru l sta
tisticii“ .
în  lucrarea sa, „A ritm etica politică“  (1676) se cuprind bazele sta tistic ii. A 
efectuat calcule asupra populaţiei, com erţului exterior, avuţiei naţionale. Con
tribu ţii im portante şi la  demografie.

O p .: „A  Treatise of Taxes and C ontributions“ , 1662 ; “ Political A rithm etick , 
or a  Discourse concerning the E x ten t and Value of L ands, People, Buildings“ , 
1676 ; “ Five Essays in Political A rithm etick“ , 1687.

PO ISSO N , Simeon Denis (1781—1840). M atem atician francez. Profesor de 
mecanică Ia Paris. A adus contribuţii im portante la  fizica m atem atică, hidro
mecanică, electrostatică. în teoria probabilităţilor, a  descoperit repartiţia



iilkJ-1-.: ."il MB trnmm*

585

care !i poartă  numele , care se m anifestă în cazul evenim entelor rare („legea
P .” , „procese P.). De asemenea, a generalizat teorem a lui Bernoulli cu privire 
la  legea num erelor m ari, creînd cu acest prilej şi term enul ca atare „loi de 
grands nom bres” . C ontribuţii şi la  demografie.

Op. „Recherches sur les probabilités des jugem ents, en m atière criminelle et 
en m atière civile, précédées des règles générales du calcul des probabilités”, 
1837.

Q U E T E L E T , Lambert Adolphe Jacques (1796 — 1874). Statistician, matema
tician, astronom belgian. A contribu it la  crearea Comisiei N aţionale de Statistică 
a Belgiei (1841), al cărei preşedinte a fost pină la m oarte. A aplicat teoria pro
bab ilităţilor la studiul fenomenelor sociale. în  concepţia sa, sta tistica  era o 
„fizică socială” . A introdus noţiunea de „om  mediu” , controversată de-a lungul 
tim pului. Un mare m erit îl are Q. în organizarea Congreselor internaţionale de 
sta tistică  (1853) şi ac tiv ita tea  de asigurare a com parabilităţii internaţionale. 
Teoria „om ului m ediu” a fost re lu a tă  de sociologul M. Halbwachs, de Corrado 
Gini, M. Fréehet. Cu prilejul centenarului m orţi sale (1974) s-au reed ita t lucră
rile sale şi s-au organizat sesiuni ştiinţifice, punîndu-se in evidenţă rolul şi con
tr ib u ţia  excepţională a lui Q. la  progresul statisticii.

O p.: „Instructions populaires sur le calcul des probabilités” , 1928; „Sur 
l ’homme e t le développement de ses facultés ou essai de Physique sociale” , 
1835 ; „ L ’anthropologie ou mesure des différentes facultés de l’homme” , 1871.

R É N Y I ,  A lfred  (1921—1970). M atematician, statistician m aghiar. Studii la 
U niversita tea  din Szeged, specializare la  U niversitatea din Leningrad, cu prof. 
Linnik. D irector al Institu tu lu i de M atem atică al Academici de Ştiinţe din 
R . P . U ngară ; profesor la  U niversitatea din B udapesta şi şef de catedră la teoria 
p robabilităţilor. A publicat circa 220 de cărţi, studii şi memorii privind analiza 
complexă şi reală, teoria num erelor, teoria probabilităţilor, teoria informaţiei, 
statistica m atem atică, teoria graiurilor. Membru al diferitelor societăţi ştiinţifice. 
Vicepreşedinte al In s titu tu lu i In ternaţional de S tatistică (1965 — 1969).

Op. : “ Foundations of P robability  Theory” . Holden D ay. San Francisco, 1970; 
“ P robability  Theory” , N orth-H olland, A m sterdam , 1970.
Despre P. : P. Revesz, "T he work of Alfred Rényi. II. “ The work in probability 
theory” , în „M at. Lapok” , 21 (1970), p. 211—231 : A. Rénvi : „D ialog des
pre calculul probabilităţilor”. E d itu ra  enciclopedică, Bucureşti. 1973.

R IM  N E A M Ţ U , Petru (1902—1981). Medic, statistician  şi demograf român. 
D octor în m edicină şi chirurgie al F acu ltă ţii de medicină din Cluj (1927). Spe
cializare in igienă şi sănătate  publică şi în sta tistică  la U niversitatea Johns 
H opkins din B altim ore (S.U.A.) în anii 1932—1933, la prof. L. J . Recd. P re
para to r, asisten t şi şef de secţie la In s titu tu l de Igienă şi Sănătate Publică din 
Cluj (1924—1943), profesor de igienă la In s titu tu l de Medicină şi Farm acie 
din T im işoara. M embru al Consiliului Sanitar Superior al Rom âniei (1942); 
m em bru a l A m erican S tatisticul Association (1934) şi al a lto r societăţi străine. 
A efec tuat num eroase cercetări biom etrice, auxologice, de medicină socială, 
de epidem iologie, de dem ografie; printre prim ii, a întocm it tabele de m orta-
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lita te  ; a contribuit esenţial la introducerea metodelor statistico-m atem atice In 
medicina şi demografia românească.

Op. : „Cercetări asupra originii etnice a populaţiei din Sud-E stul Transilvaniei 
pe baza compoziţiei serologice a singelui", 1936 (Prem iul „ i .  O roveanu"); 
„S tud ii asupra depopulării B anatu lu i", 1937 (Prem iul „G h. C h iţu ’’); 
„Elem ente de biométrie medicală şi statistică v ita lă". Cu o prefaţă  de prof. dr. 
Iuliu Moldovan, E ditura  Institu tu lu i Central de S tatistică, B ucureşti, 1939.

S A V V Y ,  Alfred (n. 1893). Demograf, sociolog, statistician  şi economist 
francez. D iplom at a! lui École Polytechnique (1922). Profesor Ia Collège d, 
France (din 1959). Doctor honoris causa al universităţilor din Geneva, Bruxellese 
U trecht, Liège. Membru al Consiliului economic şi Social al F ran ţe i. R epre
zen tan t al F ran ţe i la Comisia O.N.U. pentru populaţie. S tatistician  Ia D irecţia 
de S tatistică  Generală a F ran ţe i (1922—1937) ; director al In s titu tu lu i de Con
junc tu ră  al F ran ţei (1937—1945); director al Institu tu lu i N aţional de Studii 
Demografice de la Paris (1945—1962). Profesor la Institu tu l de Ş tiin ţe Politice 
(1940—1958) ; director al Ins titu tu lu i de Demografie al U niversităţii din Paris 
(1957—1969). Membru al Institu tu lu i Internaţional de S tatistică  (din 1948): 
m em bru de onoare al I.I.S . ; membru al U niunii Internaţionale pen tru  S tudiul 
Ş tiin ţific al Populaţie i; preşedinte de onoare al U .I.S .S .P .
Domenii : demografie, teorie demografică, istorie economică, economie mondială, 
m etode şi modele în demografie şi economie. Aplicaţii ingenioase ale statisticii 
la studiul fenomenelor economice, sociale şi demografice.

Op. ; „E ssai sur la conjoncture e t la prévision économique", 1938; „Le plan 
Sauvy” , 1960; „Les limites de la vie hum aine", 1961 ; „Théorie générale de la 
population", vol. I (1963), vol. II (1966); „H istoire économique de la France 
entre les deux guerres", 4 vol., 1965, 1967, 1972 şi 1978. ; “La fin des riches” , 
Paris, 1975; „Coût et valeur de la vie hum aine” , Paris, 1977.

S M IR N O V , Nikolai Vasilievici (1900—1966). M atematician probabilist so
vietic. S tudii la U niversitatea din Moscova (1921—1926) ; doctor în m atem atici 
cu teza „Cu privire la aproxim area legilor de repartiţie  a m ărim ilor a leatoare” 
(1938). Profesor la Academia agricolă „Tim iriazev” şi la U niversitatea din Mos
cova. în  anii 1938—1966 a lucra t la In s titu tu l de m atem atică „V.A. S teklov’’ 
d in  Moscova. Membru corespondent al Academiei de Ştiinţe a U .R .S .S . ; lau rea t 
a l Prem iului de S ta t. A pus bazele teoriei metodelor neparam etrice ale s ta tis 
ticii m atem atice care i-a adus celebritate m ondială (Testul S .); a pub licat 
m anuale pentru  aplicarea teoriei probabilităţilor şi statisticii m atem atice ; a 
continuat biblioteca de tabele de statistică m atem atică a lui E . E . S luţki. 
S-a preocupat de genetica m atem atică („E voluţia unei populaţii finite in condi
ţiile unei încrucişări in tîm plătoare”).
Despre S. : Academia de ştiinţe a U .R .S.S., „Teoriia veroiatnostei i eio prim e- 
neniia” , tom X I, fascicola 3,1966, Moscova.

SN ED ECO R, George W. (1881 — 1974). Statistician, m atem atician  am erican . 
S tud ii de m atem atică şi fizică la U niversitatea A labama (S.U.A.). Profesor de 
m atem atică şi statistică. A ctivitatea ştiinţifică desfăşurată in principal la Iowa 
S tate College din 1931, cind este num it profesor de m atem atică, şi m ai ales 
din 1933, cind Laboratorul de S tatistică este declarat In s titu t de C ercetări
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pc lingă Iowa S tate  College, iar S. este num it director. S taţiunea experim entală, 
replică la celebra R otbam sted Experim ental S tation  din Anglia, unde au lucrat 
generaţii de m atem aticieni statisticieni, a aplicat şi a perfecţionat metodele 
sta tistice  experim entale in agrobiologie. P rin tre  colaboratori : Gertrude Cox,
G .T in tn e rş i W. G. Cochran* Din 1950, S. a fost membru al * Ins titu tu lu i 
In ternaţional de S tatistică ; in 1948 — preşedinte al American S tatistical Asso
ciation ; mem bru de onoare al lui Royal Statistical Society. După aprecierea, 
lui W. G. Cochran, S. face parte  din aceeaşi familie cu Quételet, Galton,
K . Pearson, R . Pcarl şi R . A. Fisher.

Op. : “ S tatistical Methods applied to  Experim ents in Agriculture andB iology” , 
Collegiate Press Inc., Arnes. Iowa (ediţii : 1937, 1938, 1940, 1946, 1954). T rad. 
rom. după ed. V (tira j 7) : „Metode statistice aplicate in cercetările de agricul
tu ră  şi biologie” , E d itu ra  didactică şi pedagogică, Bucureşti, 1968.

S P E A R M A N , Charles Edward (1883—1945). Psiholog englez. A contribuit la 
crearea analizei factoriale, a sta tistic ii neparam etrice. A introdus coeficientul 
de corelaţie a rangurilor care îi poartă  numele. Aplicaţii în psihologie ; contri
bu ţii la dezvoltarea psihometriei. Metodele elaborate de S. se aplică in cele m ai 
varia te  domenii.

Op.: “ General Intelligence” , în :  “ American Journal of Psychology” ,1904 ; 
“ The A bilities of Man. Their N ature and M easurement” , 1927.

SÜ SSM 1LC H , Johann Peler (1707—1767). Demograf şi statistician  german. 
Membru al Academiei de Ştiinţe din Berlin. A dversar al şcolii de statistică 
descriptivă a lui Achenwall ; unul din fondatorii demografiei ca ştiin ţă  de-sine- 
stă tă to a re  (Levasseur). D upă K napp : „corpul demografiei a fost creat de S.» 
sufletul ei de H alley, iar spiritul ei de M althus” . în  disputa dintre statistica 
descriptivă, cea „tabe lară” şi „aritm etica politică” , S. se situează pe poziţiile 
acesteia din u rm ă. A analizat o im portan tă  can tita te  de date statistice şi a  
fo rm ulat regularită ţi şi legi în producerea evenimentelor demografice, dar 
in terpre tarea pe care a dat-o este teologică. P rin tre  prim ii care a a ră ta t efectul 
legii num erelor m ari la construcţia unei labele de m ortalitate. A exercitat 
o influenţă profundă asupra evoluţiei ulterioare a statisticii şi demografiei.

Op. : „D ie göttliche O rdnung in den Veränderungen des menschlichen Gesch
lechts aus der G eburt, dem Tode und  der Fortpflanzung desselben erwiesen” , 
ed. I, 1741, ed. II, 2 vol., Berlin, 1761—1762; Monografia franceză : Johann  
P e te r Süssmilch (1707—1767). „ L ’ordre divin aux origines de la démographie” , 
traduction  originale, avec les études e t commentaires rassemblés par Jacqueline 
H echt, vol. I şi II , In s titu t N ational d ’E tudes Démographiques, Paris, 1979.

ŞU Ţ U , Nicolae (1798—1871). Economist şi statistician rom ân; om politic. 
S tud ii de economie politică pe baza datelor statistice, fiind considerat prim ul 
nostru economist. A cules o m are can tita te  de date statistice pe care le-a ana
lizat, ajungind să caracterizeze m ultilateral situaţia economică a  Moldovei. 
Membru al lui Royal S tatistical Society.

Op. : „A perçu sur les causes de la gêne et de la stagnation du commerce e t sur 
les besoins industriels de la Moldavie” , Iassy, 1838;
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„N otions statistiques sur la M oldavia” , E d. H enning, 1884, X I I  -f- 184 p 
(tradusă de Teodor Codrescu sub titlu l „N otiţii statistice asupra M oldaviei” ’ 
Iaşi, 1852) ; “ Quelques observations sur la statistique de la R oum anie” , 1867 ; 
„N . Şuţu. Opere economice” (traducerea şi îngrijirea lui Ion V everca), 1957 
(cuprin tînd  via (a şi opera economică şi cele trei lucrări publicate , traduse  in 
lim ba română).

T H IE L E , Tliorvald Nicolai (1838—1910). M atematician p robabilist şi s ta tis 
tician danez. L icenţiat in astronomie (1860) şi doctor in m atem atici (1866). A 
lucra t la O bservatorul din Copenhaga ; in 1875 a fost num it profesor de a s tro 
nomie şi director al O bservatorului din Copenhaga (pînă in 1907). în  1895 a 
devenit membru corespondent al Institu tu lu i A ctuarilor din Londra ; a în te 
m eiat Societatea Daneză a A ctuarilor şi a fost preşedintele acesteia p ină la 
m oarte.
P reocupat in special de m atem atici aplicate, Th. a adus contribuţii im portan te  
in  diferite domenii. în teoria repartiţiilo r asimetrice, el a definit cum ulanţii 
şi a stud iat proprietăţile lor. A inven ta t forma canonică a m odelului liniar şi a 
redus modelul liniar general cu a ju to ru l unei transform ări ortogonale, creînd 
o justificare nouă pentru metoda celor m ai mici pă tra te . S-a ocupat şi de ana
liza varianţei. A dezvoltat modelul liniar adăugîndu-i o mişcare browniană şi a 
îm bogăţit teoria estitnaţiei şip red icţie ipen tru  această serie cronologică.

Op. : “E n  m athem atisk Formei for Dodeligheden” , Copenhaga, 1871; „ S u r la  
compensation de quelques erreurs quasisystém atiques pour la m éthode des 
moindres carrés” , Copenhaga, 1880. ; “ Theory of O bservations” , L ondra, 1903 ; 
“ A djustem ent of tables of m orta lity”, in „A ktuaren” 1 — 10, 1904 ; „ In te rp o la 
tionsrechnung” , Teubner, Leipzig, 1903.
Despre Th. : A. H aid, “ T. N. Thiele's Contributions to S ta tis tic s-’, in “ In te r
national Statistical Review” , volume 49,N um ber 1, A pril 1981, 1 — 20.

U R S E A N U , Veniamin (1914—1983). S tatistician  şi economist rom ân. S tudii 
la U niversitatea din C ernăuţi; licenţiat al F acu ltă ţii de D rep t; doctor în eco
nomie, la Academia de Studii Economice (1971), cu teza : „Metode statistice 
de cercetare şi mişcare a p reţurilo r” . M agistrat (1939—1949); sta tistic ian  la 
D irecţia Centrală de S tatistică (1950—1953), redactor principal la „R evista 
de S ta tis tică” , organ al Direcţiei Centrale de S tatistică (1953—1963) ; cercetător 
la In s titu tu l de M atematică al Academiei R .S .R . (1963—1964) ; cercetător p rin 
cipal şi şef al sectorului de economie m atem atică la Centrul de S ta tis tică  M ate
m atică al Academiei R .S.R. (1984—1977). Membru al Consiliului Ş tiinţiific 
a l D irecţiei Centrale de S tatistică. Domenii : m atem atica economică, sta tistica  
economică, statistica financiară, modele m atem atice ale p reţurilor, teoria ind i
cilor, cu referire specială la indici teritoriali, manuale de statistică. C olaborator 
al acad. Gh. Mihoc, cu care a publicat lucrări de m atem atici aplicate in s ta 
tistică, teoria sondajului, probabilităţi şi s ta tistică  m atem atică. Opera ştiin ţifică 
cuprinde cîteva zeci de titlu ri (cărţi, comunicări la sesiuni ştiinţifice, articole, 
recenzii). A tradus lucrări de sta tistică  din 1. engleză şi rusă.

Op. : „S tatistica  financiară” (cu pseudonimul V. M artin, in colab. cu A . A na toi), 
T ra ta t, 1956; „E lem ente de sta tistică  m atem atică şi aplicaţiile e i” (şu b red . 
Iui V. U rseanu, in colab. cu I. Marinescu, C. Moineagu, R . N iculescu şi N . Ran
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cu), 1966 (trad, rusă 1970); „Elem ente de teoria probabilităţilor şi aplicaţiile 
e i”  (în colab. cu Gh. Mihoc, M. losifescu), 1966; „M atem atici aplicate in sta
tis tică” (în colab. cu Gh. Mihoc), 1962; „Metode statistice de cercetare a legi
tă ţilo r dc form are şi m işcare a p re ţu rilo r” , 1973 (premiul „Sim ion Stoilov” 
al A cadem ici R .S .R .) ; „Procese stohastice” (în colab. cu Gh. Mihoc, C. Berg- 
thaller), 1978; „Modele de analiză sta tistică” (in colab. cu Gh. Mihoc şi E . Ur- 
sianu), 1982.

Y U L E , George Udnţ) (1871—1951). S tatistician  şi m atem atician englez. Cola
borator a l lui K . Pearson*. Profesor la Cambridge; preşedinte al lui Royal 
S ta tis tica l S oc ie ty ; m em bru al lui Royal Society. Contribuţii la teoria core
la ţie i parţia le  a caracteristicilor calitative. A utor al unui m anual clasic de teorie 
a statistic ii. Cea m ai im portan tă  contribuţie este la dezvoltarea teoriei seriilor 
dinamice.

Op. : în colab. cu K endall M., “A n Introduction to the Theory of S tatistics” , 
1911, Griffin, ed. X IV , L ondra, 1960 (în rom .),,Introducere în teoria sta tistic ii’ 
(după ed. X IV ). E d. ştiinţifică, B ucureşti, 1969 ; “ On the Methods of Mea
suring Association Between Two A ttr ib u ts” , Sn “ jo u rn a l of the Royal S tatis
tical Society” , 1912; “ The Growth of Population and the Factors Which 
Control I t ” , 1925.

WALD* Abraham  (1902 — 1950). M atematician, statistician american. N ăscut 
la Cluj-Napoca, s-a stab ilit la Viena (1930), iar in 1938 cu sprijinul lui H. Hotel
ling*, a em igrat în S.U.A. unde a fost profesor la U niversitatea Columbia. Con
tinua to r al ac tiv ită ţii ştiinţifice a lui R. A . Fisher*, J . Neijman* şi E. S. Pear
son*. C ontribuţii im portante la teoria deciziei s ta tis tic e ; creator al analizei 
secvenţiale.

O p.: “ Sequential A nalysis” , John  W iley, New York, 1947; “ S ta tis tica l 
Decision Functions” , John  W iley, New York, 1950.

W E S T E R  G A A R D , Harald (1853-1936), S tatistician, demograf şi economist 
danez. Profesor la U niversitatea din Copenhaga. A contribuit la aplicarea m eto
delor m atem atice în demografie. A utorul unei istorii a statisticii.

Op. : „Die Lehre von der M ortalität und  M orbidität” , 1882 ; „D ie Grundzüge 
zur Theorie der S ta tis tik” , 1890 ; “ Contributions to the H istory of S ta tis tic s” , 
1932.

W JLLCO X, Walter Francis (1861—1964). Statistician, demograf, economist 
şi sociolog american. S tud ii la Columbia U niversity şi la U niversitatea din 
Berlin. Profesor de economie şi statistică la Cornell U niversity (1891—1931). 
Preşedinte de onoare al Institu tu lu i Internaţional de S tatistică. A publicat 
lucrări de sta tistică  demografică şi socială. A utor al unei estim aţii clasice a 
populaţiei globului.

Op. : "Increase in the Population  of the E a rth  and of the Continents since 
1650” , in International Migrations, voi. II , 1931; "In troduction  to the V ital
S tatistics of the U nited  S tates J900 to 1930” (1933), in “ Studies in the Ame
rican Demography” , 1940.
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W IN K L E R , Wilhelm (1884—1984). S tatistician şi demograf austriac. D octor tn 
drept la U niversitatea germană din Praga (1907), ab ilita t In 1922 la U niver
s ita tea  din Viena. doctor honoris causa al universităţilor din München şi Viena. 
A ctiv itate ca statistician la Oficiul Federal de S tatistică al A ustriei. Profesor 
la  U niversitatea din Viena. Membru al Academiei A ustriece de Ş tiin ţe ; fon
d a to r şi preşedinte de onoare al Societăţii Austriece de S ta tis tică . Membru 
a l Institu tu lu i Internaţional de S tatistică (din 1927), mem bru de onoare al
1 .1 .5 . ; membru al U niunii Internaţionale pentru  studiul ştiinţific al populaţiei 
i(din 1948). Studii, cercetări, m anuale de statistică, demografice, econometrie. 
A  introdus (împreună cu H. H yrenius) disciplina num ită „dem om etrie” .

Op. : „G rundriss der S ta tis tik ” , în „Theoretische S ta tis tik ” , Berlin, 1931; 
■“ G esellscliaftsstatistik” , Berlin, 1933; „G rundriss der S ta tis tik” , Bd. I şi II , 
1948; „Mehrsprachiges demographisches W örterbuch” , D eutsche Ausgabe , 
A ugsburg, 1960; „D em om etrie” , Berlin, 1969.

XX INSTITUŢII ŞI PUBLICAŢII DB STATISTICĂ
In s titu tu l Internaţional de S tatistică (International Statistical In s titu t; In s
titu t International de Statistique). Organ internaţional cu caracter ştiinţific în 
domeniul statisticii, înfiinţat in anul 1885, cu sediul perm anent la H aga (Olanda). 
P o tr iv it s ta tu telo r sale (1983), „ In s titu tu l este o societate autonom ă avînd 
•drept obiectiv dezvoltarea şi îm bunătăţirea metodelor statistice şi a aplicaţiilor 
acestora pe plan m ondial. . . ”  (art. 1). P en tru  realizarea acestui obiectiv I.I.S . 
încurajează asocierea internaţională a statisticienilor, schimbul de cunoştinţe 
profesionale în rindul statisticienilor, dezvoltarea interesului colectiv pen tru  
;aceste cunoştinţe, organizarea de relaţii între societăţile de sta tistică  şi alte 
organe oficiale şi neoficiale ce au interese statistice, se preocupă de formarea 
unor statisticieni competenţi, încurajează cercetarea ştiinţifică în statistică, se 
preocupă de asigurarea com parabilităţii internaţionale în sta tistică".
1.1.5. are in componenţa sa ca se c ţii: Societatea Bernoulli pen tru  S tatistică  
M atem atică şi Probabilită ţi (Bernoulli Society for M athem atical S tatistics and 
Probability , p rescurtat B.). A sociaţia In ternaţională de Calcul S ta tis tic  (In te r
naţional Association for Statistical Computing, p rescurta t I.A .S.C.) şi Asociaţia 
In ternaţională a Statisticienilor de Anchete (In ternational Association of 
Survey S tatisticians, p rescu rta t I.A .S.S.). Membrii I.I.S . sint individuali : 
m em bri de onoare, mem bri titu la ri şi mem bri ex officio. N um ărul m em brilor 
de onoare şi al membrilor titu lari se ridică la 1220 (ianuarie 1983). Din rindul 
m em brilor de onoare fac parte (a lfabetic): M. S. B artle tt (n. 1910; A nglia);
H . C ram ir (n. 1893; Suedia); M. H . H ansen (n. 1910; S .U .A .); A . N . Kolmo
gorov (n. 1903 ; U .R.S S .) ; O. Onicescu (1892—1983 ; România) ; C. R. Rao (n. 
1920; In d ia ) : A. Sauvy (n. 1898 ;F r a n ţa ) ; W. W inkler (1884—1984 ; A ustria). 
Membrii I.I.S . ex officio sint reprezentanţi ai O.N.U., F.A .O., B .I.T ., UNESCO,
O.M.S., Banca Mondială şi şefii birourilor (oficiilor) naţionale de statistică, 
reprezentind 96 ţări. Urm ătoarele societăţi fac parte  din categoria organiza
ţiilor internaţionale afiliate ale I . I .S . ; Biometric Society, Econom etrie Society, 
In ter American S tatistical Institu te , In ternational Association for Research 
in  Income and W ealth ; Union Internationale pour l'U tude Scientifique de la 
P opu la tion ; In s titu t of M athematical S ta tis tic s ; E uropean O rganization for 
Q uality C ontrol; American Society for Q uality C on tro l; In ternational A ctu
a ria l Association şi Institu te  of M anagement Sciences. E ste  de asem enea afi
lia tă  International Association for regional and urban statistics.
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De asemenea sint afiliate la I.I.S . 27 organizaţii statistice naţionale, prin tre  
care : Société de Statistique de Paris, Indian S tatistical Institu te , R oyal Sta- 
tistical Society, American S tatistical Association.
S tructura  organizatorică a I.I .S . : A dunarea generală a m em brilor ce se În tru 
neşte cu prilejul sesiunilor bianuale ; Consiliul, Comitetul executiv  şi Oficiul 
perm anent al I.I.S . (cu sediul la Voorburg, lingă Haga). Form a principală de 
ac tiv ita te  ştiinţifică a I.I.S . sint sesiunile ştiinţifice, publicaţiile, diferitele 
comitete speciale. La sesiunea din Buenos Aires (1981) s-a decis înfiinţarea 
unui Centru Internaţional de Cercetări S tatistice (In ternational S tatistical 
Research Center). în  cursul existenţei I.I .S . s-au ţin u t 44 de sesiuni ; în perioada 
postbelică (din 1948) sesiunile se ţin  la doi ani ; cele m ai recente : Buenos Aires 
(1981), a 44-a sesiune, la Madrid (1983).
1.1.5. este condus de un com itet executiv compus din preşedinte, preşedinte 
ales şi tre i vicepreşedinţi. în  1983 : preşedinte — E . Cansado (Spania) ; preşe
dinte ales (din septembrie 1983) J . D urbin (Anglia). U ltim ii preşedinţi de 
onoare ai I.I.S . : Jerzy  Neyman (1894 — 1981) şi sir Maurice K endall (1907— 
1983).
Principalele publicaţii ale I.I.S. :
International Statistical Review (Revue Internationale de Statistique)., cu trei 
apariţii anuale. în tem eiată în anul 1932. Iniţial, se in titu la  “ Review of the 
In ternational S tatistical In s titu te” („Revue de l ’In s titu t In ternational de 
S tatistique” ), ed ita tă  de I.I.S. (Haga). în  această form ă a apăru t 39 de ani 
(voi. 1 —39). în  1972 (voi. 40, nr. 1), ti tlu l se schimbă în “ International S ta
tistical Review” („R evue Internationale de Statistique” ), cu subtitlu l “ A 
Jou rnal of the In ternational S tatistical In stitu te” (ed. Longm an—Londra), 
în  anul 1981 (voi. 49, nr. 1) rev ista  îşi modifică titlu l şi program ul tem atic, 
devenind “ In ternational S tatistical Review” („Revue Internationale de S ta
tistique” , cu subtitlu l “ A Journal of the International Statistical Institu te , 
Bernoulli Society for M athem atical S tatistics and Probability . In ternational 
Association for S tatistical Computing, International Association of Survey 
S tatisticians”. E dito r : O. E. Barndorff — Nielsen (Danemarca), cu 10 editori 
asociaţi din diferite ţări. R evista publică: a) comunicări ştiinţifice originale, 
de interes general; b) studii cuprinzînd analize critice in tegrate referitoare la 
anum ite domenii ale statisticii şi calculului probabilităţilor sau expuneri referi
toare la cele mai im portante dezvoltări metodologice ; c) studii privind istoria 
statisticii şi a probabilităţilor. R evista  mai publică note şi inform aţii referitoare 
la progresele calculatoarelor în statistică, programe de anchete, metode de 
invăţăm in t etc.
Bulletin of the International Statistical Institute (B ulletin  de l ’Institut Interna
tional de Statistique) ,  cu sub titlu l “ Proceedings of the . . .  th  session” („Actes 
de la . . . e session” ), prezentate în volume şi fascicole (livraisons). Fiecare 
volum  al buletinului cuprinde comunicările prezentate la sesiunile I.I.S . ; 
acesta este ed ita t de ţa ra  care a găzduit sesiunea respectivă. U ltim ul buletin 
“ Bulletin of the In ternational S tatistical In s titu te” . Proceedings of the and 
session. Volume X L IX , Books 1, 2, 3), 1981, Buenos Aires, (tipărit în 1983).
1.1.5. a  ed ita t, în decursul istoriei sale şi alte publicaţii.
Istoric. Primele forme organizate de cooperare in ternaţională  în sta tistcă  au 
fost Congresele internationale de statistică, în  num ăr de nouă (1853 — 1877). 
P rim ul a fost in iţia t de A. Queletet* şi W. Farr* şi a avu t Ioc la  Bruxelles (1853). 
Celelalte congrese: Paris (1855); Viena (1857); Londra (1860), Berlin (1863), 
F loren ţa  (1867), H aga (1869), Petersburg (1872) şi Budapesta (1877). Principala



592

preocupare a congreselor a fost asigurarea comparability (ii internaţionale a 
datelor statistice, adoptarea de recom andări privind recensămintele de 
populaţie etc.
In  1884, cu prilejul sărbătoririi a 50 de ani de la  înfiinţarea lui R oyal S tatistical 
Society, guvernul englez a inv ita t guvernele străine să trim ită  (în 1885, la 
L ondra) reprezentanţi spre a se înfiinţa o asociaţie in ternaţională de sta tistică , 
idee prom ovată in special de IV. Farr*. Astfel a lu a t fiin ţă  In s titu tu l In ter
national de S tatistică. Iniţial, sesiunile (congresele) aveau loc la doi ani : Roma 
(1887), Paris (1889), Viena (1891), periodicitate în trerup tă  de cele două răz
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R om ânia a participat a tit la congresele internaţionale de statistică cit şi la 
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